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Resumen

En este trabajo introducimos un par de estructuras riemannianas, ay b, sobre el elipsoide n-
dimensional E,, lo que nos permite definir los operadores gradienteV , y divergenciadiv, asicomo
el operador de Laplace-Beltrami A ,, = div, (V). Estos operadores pueden ser interpretados como
deformaciones de los correspondientes a la esfera n-dimensional con la estructura riemanniana
usual. Para casos especiales resolvemos la ecuacion de Poisson A , () = f 'y en situaciones parti-
culares, obtenemos un operador A sobre E,, cuyas funciones propias son polinomiales.

Palabras clave: estructuras riemannianas, operador de Laplace-Beltrami, elemento de
volumen riemanniano, operadores auto-adjunto.

Operators tipe Laplace-Beltrami on the n-dimentional
ellipsoid E,

Abstract

In this paper we introduce a pair of Riemannian structures, aand b, on the n-dimensional
ellipsoid E,, this let us define the gradient V , and divergence div, V operators, as the Laplace-
Beltrami operator A, = div, (V). These operators can be interpreted as deformations of the
corresponding to the n-dimensional sphere with the usual Riemannian structure. For special
cases we solve the Poisson equation A , = f and in particular situations, we get an operator A

sobre E, which proper functions are polynomial functions.

Key words: Riemannian structures, Laplace-Beltrami operator, Riemannian volume ele-
ment, self-adjoint operator.

Introduccion donde: a,,...,a,,; son numeros reales posi-
tivos. E,, es una subvariedad riemanniana
para cada estructura de Riemann de una ve-
cindad Q de E,, en R™,

Consideremos el elipsoide n-dimensional

E, = {(xl,...,xnﬂ) € R™1\

2
X X
(1) +. .+(”+1
a, Anp

* Autor para la correspondencia: quintero-r@hotmail.com

El principal objetivo de este trabajo es
9 construir un operador tipo Laplace-Beltra-
) 1} mi sobre el elipsoide E, cuyas funciones

propias sean funciones polinomiales, como
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sucede en el caso de la esfera S, (1). Para
ello, nos interesa, en este articulo, denotar
por:

x, ) X 2

elx) = (1 +.+ ““J , (1]
a, An

- 1 X X

r(x)= =Velx) = (;;“) 2]
2 ay aAns

2
, (3]

X n+l

2
n+1

- (%)
r=[rx)| = o +.

1

paratodo x = (x,,...,x,,,;) € R™'. Obsérvese

que el vector r(x) es un vector normal a E,
para la estructura de Riemann usual de
R™!. También lo es para estructuras rie-
mannianas que provienen de un producto
escalar de la forma

n+l

(xy, = a(z)inyi, Vx,y € R™! [4]
i=1

siendo a una funcion positiva y diferencia-
ble en una vecindad de E,,. El namero r en
[3] es la norma de r(x) para el producto esca-
lar habitual de R™".

El trabajo se ha estructurado de la si-
guiente manera; primero probamos que E
es una variedad radical y damos los concep-
tos de campos tangentes a E, y campos ex-
tensiones normales de un campo tangente a
E,, . Se obtienen algunos resultados relacio-
nados con estas definiciones. Luego para
una estructura riemanniana a sobre E_ he-
redada de un producto escalar definido en
R™! ver [4], se obtienen formulas explicitas
para los operadores gradiente (VE) y diver-

gencia (divY) sobre E,,, asi podemos definir

el operador de Laplace-Beltrami asociado.
Estos operadores se pueden interpretar
como deformaciones de los correspondien-
tes operadores en la esfera S, parala estruc-
tura riemanniana usual heredada de R™!.
Guinez en 2002 muestra las formulas expli-

citas (1). Mostramos algunos ejemplos y se
observa que el operador de Laplace-Beltra-
mi no transforma, en general, polinomios en
polinomios. Ahora, para dos estructurasrie-
mannianas paralelas, ay b, sobre E,, y se
define un operador tipo Laplace-Beltrami,
A= divZ(VE), que para casos particu-
lares de ay b nos permite obtener un opera-
dor A el cual deja invariante al conjunto de
los polinomios de grado k sobre E, . Final-
mente se prueba que existe una base ortogo-
nal del espacio L, ;, (E,,) (de todas las funcio-
nes de cuadrado integrable sobre E,, con la
estructura riemanniana b) formada por fun-
ciones propias polinomiales de A.

Funciones polinomiales y campos
polinomiales en E

Sea R[x,,...,x,,,] el algebra de las fun-

ciones polinomiales en las variables
o0
X1,..0s Xy - Denotemos por: C,(E,) al con-

junto de funciones definidas sobre E, por
restricciones de elementos de Rlx,,...,x ]

C; (E, ) es, entonces, el cociente de R[x,.,...,

x ;] respecto el ideal de las funciones poli-
nomiales nulas en E,. Tenemos asi el si-
guiente resultado:

Lema 1l

E, es una variedad radical. Esto es, si
p € Rlx,,...,x, ;] con p(x)=0,Vx €EE,, en-

tonces, existe g€ R[x,,...,x,,] tal que
plx) = g(x)le(x) — 1, Vx € R™.

Prueba. Para p €R[x,,...,x,,]de grado
It podemos escribir

K
px) = p,(x;) = EAiXi y

i=1

2
X
)= 1= () LSS

a,

donde los A; y A €R[x,,...,x, 4]
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Aplicando el algoritmo de la division de
polinomios en la variable x, resulta que:

X
p(x;) = [(ai

donde, Py Q € R[x,,...,x,,,,]. De alli obtene-
mos

2
X1
plx) = {() —-A
a,

Asi que:

2
- A}ql(xl] +Px; +0, [5]

q,(x,)+Px, +Q,Vx€ R

(6]

(e ]
p(x)le = [((?) - AJql(xl)le + (PX1)2 + QPXI
1

(7]

1

X4 2 2
px)Q = . - Aq,(x,)9+Px,Q+Q",

Vxe R™!, (8]

Integrando ambos miembros de la
ecuacion [8] sobre E,, obtenemos:

Jp, Px,Qds+ [, Q%ds=0

y como f £ Px,Qds = 0, por simetria, resulta

que [,

X)) =0,V(x,,xq,....x,,,) EE, . Dealli que
Qlx,,....x,,;) = Oen el abierto

Q= {(xz,...,xnﬂ) €R™\

X 2 X 2
(2) +...+(”“) <1
a2 an+1

de modo que Q es un polinomio nulo.

f"@2d5=0, con lo cualQ(x,,...,

Si se integra la ecuacion [7] sobre E, ,
resulta fE (le]zds =0y por lo tanto

Px,=0,V(x;,x9,....X,,) EE,.As1,P =0,V
(x;,x9,....x 1) EE,, con x; #0.

Se deduce entonces, pasando al limite,
que P=0en E,. En estas condiciones, el
mismo argumento aplicado al polinomio Q
muestra también que P es un polinomio
nulo en R™! De alli que:

Xl 2
px)=||—| —Alglx;)
a,

Definicion 1

Un campo X = (X,,...,X ;) definido en
una vecindad de E,, es un campo tangente a
E, si se cumple que X(x).7(x)=0, Vx EE,,.
Un campo Z se dice que es una extension
normal de un campo tangente X a E,, si
Z(x) = X(x), Vx €E,, ysi Z(x).r(x) = Oenuna
vecindad de E,,.

Obsérvese que, decir que Z es una ex-
tension normal de un campo tangente a E,,
equivale a decir que existe un ¢ > 0, tal que
Vl—e¢<|t|<1+e¢, Zes tangente a

En[t)={(xl,...,anrl)ER"“\
X 2 X 2
(1) +.+ ”“J =t2 [9]
a, Ani

Lema 2

Todo campo de vectores tangente a E,,
admite una extension normal.

Prueba. Sea X un campo de vectores
tangente a E,, y definido en una vecindad Q
de E,,. Definimos el campo Z de la siguiente
manera:

Z(x)=x(x)—[r(1 X().FLF)  [10]

x)1?
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V x=(x,,....x,,;) €EQ. Se verifica que Z es
una extension normal de X,

Resulta claro que si X es un campo po-
linomial, la extension normal Z obtenida de
[10] no es necesariamente un campo polino-
mial y, que si X es de clase C* para algtun
kc = 0, el campo Ztambién lo sera. Sin embar-
go, se tiene lo siguiente.

Lema 3

Todo campo polinomial homogéneo
tangente a E,, es una extension normal.

Prueba. Sea X un campo polinomial
homogéneo de grado k tangente a E, .
fx) = X(x).r(x) es un polinomio homogéneo
de grado k+1que se anula en E,,, por el le-
ma 1, se puede escribir f(x) = h(x)le(x)—1]
Vx € R™!, conh(x) polinomial de grado k — 1.
Lo que lleva a una contradiccion si h(x) es
distinto de cero.

Lema 4

Si Xy Y son extensiones normales poli-
nomiales de un mismo campo tangente a
E, , existe un campo polinomial H extension
normal tal que

X(x) - Y(x) = Hx)lelx) - 1], Vx € R™,

Prueba. Si Xy Y son extensiones nor-
males polinomiales que definen el mismo
campo tangente a E,, parai=12,...,n+1,
p;(x) = X,;(x)—Y;(x) son polinomios nulos
sobre E, . Por el lema 1, existen polinomios
H, tal que:

pi(x¥) = X;(x)—Y;(x) = H;(x)[elx) — 1],

Vx eR™, [11]
Pero de [11] no se deduce que H= (H,,

....H,,,) sea tangente a E, . Sin embargo, H

estangentea E, t), V1— ¢ < || < 1+ ¢. En efec-
to,

0 = r(x).[X(x) = Y(x)] = r(x). H(x)[e(x) — 1],[12]

Vx en una vecindad de E,. De modo que
existe un ¢ >0, tal que, r(x). H(x)=0,Vx €
E,(t) con 1— e <|t| <1+¢, ver [9]. Por conti-
nuidad, se obtiene que r(x). H(x)=0 Vx €
E,.
Operadores gradiente y
divergencia en E

Consideremos sobre E,_ la estructura
riemanniana heredada de la estructura rie-
manniana de R™! definida por:

n+l
.0), = alx) Duu, [13]
i=1

donde u = Wy,...,U,4;) ¥ U= 0;,....0,,4;) son
vectores de R™!, mientras que aes una fun-
cioén positiva definida sobre R™!. Obsérvese
que estas estructuras de Riemann preser-
van los angulos entre los vectores. Se prue-
ba, de manera inmediata, que para una fun-
cion diferenciable f: R™ISR, el gradientede f
para esta estructura riemanniana de R™'
es:

1
V. fx)=——Vf(x), [14]
a(x)
donde, Vf(x)= (aﬂx),..., Ux) ] Por otro
axl axn+l

lado, el elemento de volumen riemanniano en
R"™! viene dado por (2, 6):

n+l

8, =la)] 2 dx, Adx,A.Adx,,. [15]

Ademas, el vector normal a E,, es dado
por:

r(x)

k) = rValx)

Si fes una funcion diferenciable en una
vecindad Qde E, , elgradientede fen E,, con
la estructura riemanniana heredada de la de
R™! definida por a, es:

[16]
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VEf=Vof=Vaf e [17)

Se deduce de [14], [16] y [17] que:

{ Vo - (Vf ) (x)}
r?(x)

Vx €Q [18]

VEflo =

Teorema 1

Si fes una funcion diferenciable en una
vecindad Q de E,,, entonces el campo vecto-
rial VZ f es una extensién normal de un

campo tangente a E

Procedemos ahora a calcular el opera-
dor divergencia para campos de vectores X
que son extensiones normales de un campo
tangente a E,,. Para ello, sea X un campo de
vectores definido en una vecindad Q2 de E,,,
tal que X(x).7r(x) = 0, Vx €R™!. Como el ele-
mento de volumen de R™! para la estructu-
ra riemanniana dada por [13] es [15], el ele-
mento de volumen riemanniano de E,, para
la estructura de Riemann inducida es (6),

n+l
w="V,L1= ([a(x)] 2 dx, /\dx2/\.../\dxn+1]

L r(x)} 19
L(xw alx) 1ol
de donde se deduce que

n+1
2
»= [a(f())lc)dxl Adxy A Adx,, LT(x) =

n+l

=ﬁ[a(xn 2 2(—1)"+1;‘—;de AdxyA...
i=1 i

n+l

1
AdX A ADX,, + e )[a(x)] 2 (-
il g Adx, A Adx
e L Adxg AL AdX, .

n+l

Aqui dx; indica que ese término es su-
primido en la suma. Como en el semi-espa-

cio {x ER™ \ x,,, >0}, se cumple que:

b'e LY
n+l _ i . .
5 Adx, = E 5 dx; al sustituir en la
Ann i=1a;

expresion de w resulta:

2 n
o=FF)" (X”“ ]r(x)[a(x)]2dx Adxy A Adx,

n+l1

[20]

Podemos escribir, entonces, para un
campo Y = (Y;,...,Y,,,0) extension normal de
un campo tangente a E,

2
oLY = (1" (x”“ ]r(x)[a(x)PZ( )™y,

n+l i=1

dx, Adxy A Adx, A Adx,,,;

dwLY) =

n+1

2
dl=Dp" (X"“ ]r(X)[a(X)] }E( ™
Y dx, Adxy A Adx, A .AdX ., +

2 n/n Y
~n" (X”“ ]r(x)[a(xn 2 [E o J

n+l 019X

dx, Adx, A Adx,,.

Luego, reagrupando,

r(x) n+l Ji= la

+(g)(_ yn [ (aiﬂ JE sy,

r) \Xnn fid 9%

2 n/in
1" (x”“ )r(x)[a(x) 2 (Z )

n+l1 =1

dx, /\dx2/\.../\dxn}

Se deduce que la divergencia del campo
Y para la estructura riemanniana inducida
sobre E es:
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n+l .

2 sVt

2
rx)” s a;

n+l
3] Siatdy, 21]

2)alx) 5 ax;

div”y = divy +

En esta expresion el sumando divY es
la divergencia usual del campo Y en R™!.
Desde luego, la formula [21] vale para todo
campo Y extension normal de un campo di-
ferenciable, tangente a E,, y con una compo-
nente nula. Pero, un campo cualquiera Y ex-
tension normal de un campo diferenciable,
tangente a E, se puede expresar como
Y=Y'+Y? conY! e Y? campos extensio-
nes normales con al menos una componente
nula. Esto termina de completar la prueba
del siguiente teorema.

Teorema 2

Si Y es un campo de vectores diferen-
ciable extension normal de un campo tan-
gente a E,, la divergencia de Y para la es-
tructura riemanniana inducida sobre E,,
por la estructura de R™! dada en [13], se
calcula con la formula [21].

Ejemplo 1:

1. Si la funcién a es de la forma:
alx) = ke(x) que es constante en E, la
formula [21] se reduce a:

n+l

Y

2
r(x)” s a;

divfy = divy +

2. Sialx) = [r(x)?]', cont €R, setiene que:

n+l

1 )
SOy +

rx)” o a;

n+1
( ) Z[r(x ]t1
[r(x)

n+1
nt +21)2 X; v [22]

r(x) .

divfy = divy +

divfy = divy +

1
Obsérvese que si elegimost = ——en la
n

formula [22], se recupera la férmula
usual de la divergencia en R™".

3. Enlos ejemplos anteriores (1y 2), si Y
es un campo polinomial extension nor-
mal de un campo tangente a E, , div”Y
no es, en general, un campo polino-
mial. Sin embargo, divf (r?Y) si resulta
polinomial.

El operador de Laplace-Beltrami
en E,

En la seccion anterior se hemos logra-
do conseguir formulas para los operadores
gradiente (VF) y divergencia (div’) sobre el
elipsoide E,, con la estructura riemanniana
dada por [13]. Definimos, ahora, el operador
de Laplace-Beltrami para una funcion f, di-
ferenciable, en un entorno de E, para esta
estructura riemanniana:

AE(f) = divE(VE f) [23]

Obsérvese que para a(x) = r(x)™* y fpo-

linomial, fo— {Vf (Vf ) } ver [18],

es un campo polinomial. AZ(f) es también
polinomial, sin embargo, si _fes de grado I,
AE (f) sera de grado k +2y no hay conjuntos

de polinomios que sean invariantes para el
operador de Laplace-Beltrami definido por
[23].

Familia de operadores tipo
Laplace-Beltrami sobre E

Sean, Q una vecindad de E,, en R™!, a
y b funciones diferenciables definidas en Q.
Para cualquier funcién fde clase C?(Q) defi-

nimos el operador de Laplace-Beltrami A, ;,
estipulando:

Ay, () = divf (Vy f) [24]
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Se tiene entonces el siguiente resulta-
do,

Lema 5
SiA, , (f) = Oentonces, fes constante.

Prueba. Para f de clase C2(Q) se tiene:

iy (f Va f) = Vi f-Vaf+ Bap(f):
Asi, para A, (f) = 0 obtenemos:

-2

Integrando ahora en E,, con respecto a
la unidad de volumen riemanniana, se ob-
tiene:

divE(fVESf) = VEF.VESf =

1 virE L\
O=fEnab(Vf_ r2 .r) dUb
Lo que implica que
Vv -
V) - X)) r(x) 7(x) = 0, Vx € E,, de modo
r(x)?
que, Vf(x) = 0,Vx € E,, yde alli que f= cons-
tante.
Teorema 3

La ecuacion A, (f) = g, para fde clase
2@ y g continua, tiene solucion en E,, siy

solo si f gdo, = 0.Aqui, do, es el elemento
de Volumen para la estructura riemanniana

b.

Prueba. Bastara probar que el opera-
dor A, ,, dado por [24], es uniformemente
eliptico y auto-adjunto. El teorema se sigue
de los mismos argumentos para un opera-
dor de Laplace-Beltrami sobre una variedad
riemanniana compacta (6).

Para probar que el operador es unifor-
memente eliptico, observemos que en el sis-
tema de coordenadas (x,,...,x,,X,,) con

2

1 & X

X = 1- 2 para una funcion
an+1 i=0

Sxq,...,x, ) de clase CZ(Q), de [18] y [21], ob-
tenemos:

Aqp (f) = divl(g™ " )Vf1+ M

donde M contiene s6lo derivadas de primer
orden de fy g es una matriz de orden
(n+1) X[ +1), definida positiva la cual deter-
mina la métrica riemanniana sobre la varie-
dad (2). Por lo tanto, la parte principal del
simbolo asociado al operador en el compacto
{(x€E, /x,,, =¢}, para un ¢ >0 dado, es
una forma cuadratica definida. Ahora bien,
E,, puede ser recubierto por una familia fini-
ta de compactos de esta forma y de alli que
nuestro operador resulte uniformemente
eliptico.

Introducimos en C?(Q) el siguiente pro-
ducto escalar para la métrica b:

(wuo), = fEn wudo,

Obsérvese que:

<u,Aaybv>b = fEn wA,,vdo,

= fEn Viw VEudo,
1
= [q. — Vu.Vudo, = (A puv),

Esto es, el operador A, resulta auto-
adjunto y queda probado el teorema.
El operador A

Sea Q una vecindad de E,, en R, fde

clase C%(Q) y X un campo de vectores dife-

renciable, extensién normal de un campo

tangente a E, . Para el caso particular en que
1

a(x)=rx)"? y b(x)= rix) " las férmulas
[18],[21]y [24] se reducen a los operadores:

Vi) = VE f(x) =
r()2 Vi) - [Vf). F)l Fix)  [25]

div X(x) = divEX(x) = div(X) [26]
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dufr?vf - (Vf.7).7]x) [27]

Obsérvese que si fes una funcion poli-
nomial de grado k, Vf es un campo polino-
mial de grado l+1 extensién normal de un
campo tangente a E,,, de modo que Af es un
polinomio de grado .

Denotemos por P, el espacio de los po-
linomios de grado k en las variables
(X150 s X1, X 0, )y por P el subespacio de los

polinomios homogéneos correspondientes.

Definiciéon 2
Sean f €P,.

i.  Li:P, - P, eslaaplicacion lineal defi-
nida por:
L) = difr2vf - (Vf.7).7]

ii.  J:P. = P, eslaaplicacion lineal de-
finida por: 3. (f) = elx). f.

iii. P >C5(E, eslaaplicacion defini-
da por: 7, (f) = f\En .

iv. Se define en P/ el producto escalar:

(wo) = [, 7.7, 0)do, (28]
Teorema 4
i. P/ esinvariante por ;.
i L[S ()] = e). £, (f), Vf €D,

iii. o, es inyectiva.
iv. Los auto-valores de la aplicacion
ol = Lk‘PH sonreales. Ademas, sil € R
I
es un autovalor de £,/ yv € P/’ es su

respectiva funcion propia, entonces, 4
es auto-valor del operador Ay x, L) es

la correspondiente funcion propia.

v. ElsubespacioS, (P)de P/, y su com-
plemento ortogonal H,. son invariantes
por £113+2 .

vi. P, admite una base ortogonal

Ik
my

pias de £,

ke Ie k .
fur...uy, vy s U } de funciones pro-

H .
L respectiva-
Sk(m{) y c+2 H, P

mente. Ademas, el conjunto de funcio-
nes:

. 2k 2k
F = {l,ﬂ2k+2(vl ],...,Jt2k+2(Un2k )5""

e+l
T10¢)) e T (X 11 )y T gpeys 075,

2kc+1 %
T ok+3 (Un2k+1 )}k=0

constituye una base ortogonal del es-
pacio L, (E,) (de todas las funciones
de cuadrado integrable sobre E,, con la
estructura riemanniana b), con el pro-
ducto interno [28], formada por funcio-
nes propias del operador A.

Prueba. i), ii) y iii) se prueban de ma-
nera inmediata a partir de la definicion 2.

Prueba de iv). Probemos primero que
el siguiente diagrama conmuta:

LH

U
T | E”
C,(E,) —g CL(E,)

En efecto, para f €P,, de [27] y 1a defi-
nicion 2-i, se tiene: Lf (f]‘E = E(f\E ) esto
es, (7, oﬁ’,f)(f]= (Z o1, )(f) es decir el dia-

grama conmuta. Se tiene entonces que si
A ER, tal que £;! (v) = Av para alginv € P}

entonces, Ar, )= Ank(Lf (v)) = Z(nk(v)),
estoes, sid € R es un auto-valorde 1 yv €
P es su respectiva funcién propia, enton-
ces, 4 es auto-valor del operador A ym, )es
la correspondiente funcién propia.
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Falta probar que los auto-valores de Lf

son todos reales, para ello probaremos que
Lf es un operador auto-adjunto para el pro-

ducto escalar [28]. Sean uy v € pPH,

(clew.o)= [, 7 (ol w).7 ), =
S, M ).z, ),
pero, por el teorema 3 (ver la prueba),

<Lf (u),v> = <Z(nk(u)).ztk(v)>b =
<nk W), Z(nk [v))>b = <u,Lf [v)>.

Asi, ;! resulta auto-adjunto y en con-
secuencia todos sus auto-valores reales (5).

Prueba de v).

Sea u Ei‘sk(PkH) =>u = e(x). f, para al-
gun f € . Entonces,

Lo ) = £, [S (0] = el). £ () =
[ n] €3, i)

Se sigue que, S, (P/) es invariante por
£y, . Porotrolado, siu € H, yv €3, (P,"), se
tiene: <Lf+2 (u],v> = <u,£’,f+2 (u)> =0= 1, W)
€ H, y H,.también resulta invariante.

Prueba de vi). Tanto 3, (P) como H,
son invariantes por [f 49, que es auto-adjun-
to sobre el espacio de dimension finita P2,
en consecuencia lo sera sobre los subespa-
cios 3, (P)y H,., asi que existen bases orto-

k k 5 k H
gonales fu; NP Ty INACA seeesUn, }de S, (P )y
H, respectivamente, formada por funciones
propias de £;,,. Ahora bien, P, =
koo k
my sV »e-sUn, }
resulta una base ortogonal de P, .

3. PHY® H,, asi que {u¥,....,u

Obsérvese que si {u; }anl'i es una base or-

togonal del espacio P, formada por funcio-
nes propias de Lf , €l conjunto {e(x)u; }i=m’i es
una base ortogonal del subespacio S, (P})

formada por funciones propias del operador
£y, . Luego, para completar la base ortogo-

nal de P!, bastara con encontrar la base
{v'lc ,...,v’,ﬁk } del subespacio H,_. Por otro lado,
elxu; —u; =u;le(x)—1=0 en E, con
l1<i=sm,, estoes, 7, ;) y 7.,lelu;] defi-
nen las mismas funciones en C; (E,) (ver

lema 1) y por tanto, las mismas funciones
propias del operador A con iguales auto-va-
lores. De estas observaciones se desprende
que el conjunto I' cumple con lo exigido en el
teorema.

Ejemplo 2

En este ejemplo mostraremos como
construir algunas funciones propias del
operador A, para el caso E, con k impar.

Para k=1, el conjunto de funciones
B, =1{x;,x5,x3} es una base del espacio
P {x,,x,, x5}, formado por funciones pro-

pias del operador L{I con auto-valores dis-
tintos, asi que, €8, = {e(x)x,,e(x)x,,e(x)x 3}
constituye una base del subespacio
3, (P{T) c P4 formada por funciones propias
de Y, bastara con encontrar la base
{v},...,vi11 } de H,, complemento ortogonal de
3,(P{")en P}, para completar una base de
P2, Ahora bien, B, y 8, definen las mismas
funciones propias para A.

Para k=3, el conjunto f; = {elx)x,,
e[x]x2,e(x)x3;vi,...,v}11 } es una base del es-
pacio P!, formado por funciones propias
del operador £ , entonces:

efs = {e(x]le,e[x)Qxz,e(x)2x3;e(x)vi,...,

e(duy, }
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es una base ortogonal del sub-espacio
J,(PS) cPS formada por funciones pro-

pias de £ . Si {vf,...,v,s13 } es la base de Hg,
complemento ortogonal de J,(P;') en Pg’,
entonces:

Bs = {elx)? x,,e(x)? x5, e(x)® x5 elx); ...,

1.3 3
elxoy, ;vy,.... 0, }

Es una base ortogonal de P4’ formada
por funciones propias de £ . Aqui el conjun-

to g8, define las mismas funciones propias
para A que el conjunto §,. Siguiendo asi,

construimos el conjunto de funciones pro-
pias de A:

2kc+1
Fimpar = {1 ()1 (X 010) g 077 7),

2k+1 L7
T 9lc+3 (UnZk+1 )}k=0 .

ey

En este punto, se hace evidentemente
necesaria la implementacion de una estrate-
gia numérica-computacional que permita
obtener los vectores de la base ortogonal de
un H,., asi como sus auto-valores, para va-
lores de k suficientemente grandes y en
otras dimensiones.
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