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Resumen

En d estudio de los procesos de Markov Surgen preguntas acerca de la existenciay
unicidad de vectores de equilibrioy del comportamiento asintético de dichos procesos. En
el trabajo que presentoa continuacionse dan respuestas a esas inquietudes a través de las
distintas formas del TeoremaFundamental de las Cadenasde Markov. En ellos veremos
gue todo proceso de Markov tiené un vector equilibric y S € proceso es regular entonces
d vector equilibrioes finico y el proceso es asintéticamente estable.

Palabras claves: Asintdticamente estable: procesosde Markov; vector equilibrio.

Markov Processes
Abstract

[n the study of Markov processes arise questions about the existence and uniqueness
of eqguilibrium vectors and us the asymptotic behavior of such processes, The present
work gives answers {0 these guestions through the different forms of the Fundamental
Theorem of Markav Chains, We'll see that every Markov processhasan equilibrium vector
and if the processis regular then the equilibrium vector is unique and the processis
asymptotically stable.

Key words: Asymptotically stable; equilibrium vector: Markov process.

Introduccion nombre de transiciones entre sus estados.
Gréficamentepodemos ver un proceso es-
tocastico COMO una trayectoria.comomues-

Estocdistico es Sindnimo de aleatorio. tra la Figura l.
Un procesc estocastico es un sstema que
se desarrollaen d tiempo mientras que
pasa por fluctuacionesal azar. Se puede Material y M &odos
describir un sistema asi, definiendo una
familia de v.a X} donde X; mide, en d

instantet, el aspecto del sstema en con- Formalmente podernos definir un pro-
sideracion. Por gemplo; X, podria S € ceso estocastico COMO una familia de v.a
ndmero depersonas que hay en unacola {X;}. dondet es un punto en un espacio T
en @ instante t. Conforme transcurre d llamado espacio paramétrica y donde para
tiempo llegaran y saldran personas, por lo cadateT, X, t_omavalores en un espaciokE
tanto los valores de X, cambiaran, a estos lamada espacio de estados (1).

valores se le llamard estados del sistema
y los cambios en el valor de X; reciben €
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Figura 1. La figura describe un proceso estocastico donde X es el numero de personas que hay en una

cola en el instante L.

Considerando un conjunto de estados
E= (Ey.E|.Ey....} v {Xi}, t € R una secuencia
de v.a que toma valores en E. Un proceso
de Markov es un proceso estocastico que
cumple con la siguiente propiedad: Si
X( X1.Xg.... X141 sOn elementos de E entonces

P{XH_‘:XH_]l thxt,xl_lzxt_l ..... X(_}:x”}
=PX i =X | Xi=xyd
si P{thxl.xl_ }z};'_] ..... X()=X{)} = 0

Esta propiedad expresa que la evolu-
cion futura probabilistica es determinada
una vez que el pasado inmediato es conoci-
do vy es llamada propiedad de Markov. Una
cadena de Markov es un proceso de Markov
en el cual el espacio paramétrico de tiempo
es discreto y el espacio de estado es conta-
ble.

Como hemos dicho anteriormente en
las cadenas de Markov el resultado de cual-
quier ensayo depende del resultado del en-
sayo inmediatamente anterior (y solo de €l)
entonces el resultado de un estado j ya no
estara asociado con una probabilidad fija P;,

sino que a cada pareja (E;Ej) le correspon-
dera una probabilidad condicional Py llama-
da probabilidad de transicion luego
Pjj = P{Xi4 =i | X; = il es la probabilidad de
que en el instante t+1 el proceso se encuen-
tre en el estado j dado que en el instante t
el proceso se encontraba en el estado i. Si
hay n estados entonces existen nxn pro-
babilidades de transicion P;; que se arregla-
ran en una matriz llamada matriz de pro-
babilidades de transicion, denotada por:

PII P12 Pl.’% - Pln\l
P= PZ] PZ'.-E P23 P?,n
Pl'l] PH.'J Pﬂli : Pnn

Es claro que P es una matriz cuadrada
con elementos no negativos y sumas unita-
rias de las filas (2).

Como ejemplos de cadenas de Markov
podemos considerar: Una caminata al azar
unidimensional (2), una cola discreta (1), el
problema de la genética de células (2).
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A continuacion presentaré el Teorema
Fundamental de los Procesos de Markov (3),
se vera en ellos la gran diferencia que hay
entre la existencia y unicidad de puntos
fijos y puntos asintoticamente fijos. pero
antes veremos un teorema que garantiza la
existencia de vectores de equilibrio en los
procesos de Markov. Un vector equilibrio o
punto fijo para un proceso de Markov P es
un vector estocastico x tal que xPP=x. Si la
repeticion iterada de los procesos de Markov
aplicado a cualquier vector estocastico pro-
duce una secuencia de vectores que conver-
ge al unico vector equilibrio de P decimos
que P es asintoticamente estable. Esto nos
lleva a realizarnos las siguientes preguntas,
cuyas respuestas las encontraremos en las
distintas formas del teorema fundamental
de las cadenas de Markowv:

i) JCuando un proceso de Markov tiene
un vector equilibrio?

ii)  cCuonando un proceso de Markov tiene
un unico vector equilibrio?

iii) ¢Cuando es un proceso de Markov
asintoticamente estable?

Teorema Fundamental Débil

Todo proceso de Markou tiene un vector
equilibrio.

Demostracion: Sea P oun proceso de
Markov, demostrareios qie la ecuacion
xP=x tiene una solucion que es un vector
estocastico: para ello es suficiente probar
que la ecuacion x(P-1)= 0 tiene una solucion
no trivial en la eual todas sus entradas son
no negativas, puesto que podemos dividir
por la suma de sus componentes v obtener
asl una solucion estocastica.

Considérese dos casos: Primero su-
pongamos que una o varias filas de P tienen
un | en la diagonal principali.e p;=1 enton-
ces el i-esimo vector coordenado es un vec-
tor equilibrio para P. Para el segundo caso
supongase que ninguna de las entradas de

la diagonal es 1. Entonces la matriz P-|
cumple con las siguientes condiciones:

a) Cada entrada de la diagonal es negati-
va.

b} Todas las demas entradas son no ne-
gativas.

¢) La suma de cada fila es O,

Realizemos operaciones columna en
P-I para ponerla en forma diagonal inferior
donde todas las entradas fuera de la diago-
nal son no negativas y todas las entradas de
la diagonal son no positivas y aquellas filas
donde la entrada de la diagonal es igual a
cero se colocan abajo. Logrando esta forma
con r columnas de ceros tenemos que cada
solucion del sistema de ecuaciones es una
combinacion lineal positiva de r parametros
que podemos tomar iguales a 1. Luego divi-
diendo el vector resultante por la suma de
sus componentes obtenemos la solucion
estocastica requerida. Para obtener esta for-
ma trabajemos fila por fila cambiando todas
las entradas a la derecha de la diagonal por
ceros. Para la primera fila agreguemos
Py;/-p;; veces la primera columna a la i-ési-
ima columna. Ahora mostraremos gue des-
pues de haber ejecutado esas operaciones
la matriz obtenida por eliminacion de la
primera fila y la primera columna satisface
las condiciones a), b) y ¢). Luego completa-
mos el argumento por induccion. Para esto
sea @ la matriz resultante de esas operacio-
nes, e.g.,

P
q; = P. U

PPy il

Puesto que la suma de cada fila de P-1
€s cero, 1.e

entonces
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Y py=-p; Vi=12..n
]

luego
“Piz Pi Y P11 2 Pii

esto implica que

(—Pﬂ) ["PI ! )2 PaPii— [‘Pﬁ]z (_—}:;:T) " Py
entonces

O?Pﬁ“]:(%)'i’u:ffﬁ

luego q; <0, cuando n > 2 se tiene que
-p; > Py entonces ¢; < 0 cumpliéndose asi

a).
Por otra parte si i # j entonces

b

1 .
4=Pj=p Py Py=0

dandose la condicion b). Para la condicion
c) sabemos que la primera fila de P-les O
n

entonces Z pyj=-pp;- Calculemos la suma

B2
de la i-esima fila de Q

I i P n P n
. 1j I
%, 9y =Z[Pf; —L. pn){ Pf;——‘ 2 Py
. P P
k2 F2 = -2
125 )
=Py -p—:l(vpn)-_- py+py =0

como se queria.

Continuando el proceso inductiva-
mente y obteniéndose r columnas de ceros
tenemos que una solucion a la ecuacion
x(P-1)= 0 seria tomar las primeras n-r coor-
denadas iguales a cero y las r siguientes

coordenadas iguales a 1 y luego dividiendo
el vector por r se obtiene una solucion esto-
castica.

Un proceso de Markov es regular si en
alguna potencia de la matriz de transicion
P toda entrada es estrictamente positiva.

Teorema Fundamental de las Cadenas
de Markov

Supoéngase que P es la matriz de transt
cion de una cadena de Markov reqular.  En-
tonces

i  Hay un tnico vector estocastico X que
satisface xP=x.

i) Para cualquier vector estocastico a la
secuencia a.aP.aPz.... tiende a x. Eslo
es: P es asintoticamente estable.

Demostracion:
i) Sea P una matriz de transicion de una
cadena de Markov regular entonces para
algin m todas las entradas de P™ son es-
trictamente positivas. Si P tiene un punto
fijo es evidente que ese punto fijo tambien
lo es de P™. Por lo tanto si P™ tiene un unico
punto fijo entonces P tiene a lo mas un
punto fijo. Por el teorema anterior, P tiene
a lo menos un punto fijo. Sin perdida de
generalidad podemos asumir que todas las
entradas de P son positivas (i.e trabajemos
con P™). Para n > 2 tenemos que —p;; > py;

Vi=12,...,n por lo tanto ¢qy;<0O

Vi=1.2.....n entonces realizando opera-
ciones columnas se tiene que las entradas
por encima de la diagonal pueden llegar a
ser cero excepto la esquina inferior derecha
i.e. llegamos a la situacion donde las ulti-
mas dos columnas contienen n-2 ceros
seguido por -a.a y b.-b respectivamente,
donde a y b son positives. Luego sumando
estas dos ultimas columnas obtenemos que
la n-eésima columna es cero entonces el
espacio de solucion para x(P-l)= O tiene
dimension 1 y el sistema tiene una unica
solucion estocastica.
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ii) Sea v, el tnico punto fijo estocasti-
co, sea H el hiperplano de vectores estocas-
ticos. Considere el subconjunto

W=ijv-vy veH

Trabajaremos con la norma definida

por lyl= Y [yj en R". Probemos que si todas
=r

las entradas de una matriz estocastica Q
son estrictamente positivas y ¢ es la mas
pequena entrada en Q entonces para cual-
quier w € W se tiene [wQJl < (1-nc) |w]. En
efecto

[ n

n n
wg = rE Wy Gy Y, Wy Gg. - 2 Wi gy
=1

|1 t=1
\

Como la suma de las componentes de w es
cero entonces

1w = ZII.‘I gi - eV Y W, (gey—c) ..., Zwl. Ay, - €
2o Zntamehn Z o)

\

luego

n n non
ool = Y f‘z wy l’q,.,- - C’] gy'y ‘wi’ (q_u = {‘)
ol i L e ,
£y ‘wi‘ E(q”— r-] ;
=1 =1 }

ne) [twil

> wy (1 - nej=(1

e

=1

W es invariante bajo Q. En efecto, dado
w e W entonces

Quw = Qv - vy) = Qu - Quy = Qu - v,

ya que v, es el punto fijo v el producto de
matrices estocasticas es estocastica.

Veamos por induccion que para cual-
quier w e W

lw@’ < (1 - no* Juj

Anteriormente se probo para k=1, su-
pongamos que se cumple para k, probemos
que es cierto para k+1. En efecto:

lw@* ') = Jw@* Al < (1 - no* Jwol

<(1 - noy¥ [l

Como la suma de los elementos de la fila
donde esta c es 1 y ¢ es la menor entrada se
tiene que ¢ < 1/n por lo tanto 0 < 1-nc < 1
entonces IIkaI converge geometricamente
ali.e.

Ilo@ < (1 - no* Jw| —> 0 cuando k>

entonces
I (v - uO)QkI | —> 0 cuando k—> «

pero v es fijo para Q y por tanto lo es para

Qk entonces la secuencia v, vQ, qu, uQ“.
tiende a v,

Bastaria probarse que todas las entra-
das de Q son estrictamente positivas. En
efecto: como P es regular entonces para
algun m todas las entradas de P™ son es-
trictamente positivas entonces tomemos
Q = P™. Ahora probemos que para cual-
quier P estocastico v cualquier w ¢ W

[toP] < fleey].
‘n n n \
wP=|3 w,py. T wpg. . T 1Py
&1 =1 &1 ,u'

n |n non
wA=3 ¥ wp<Y T }w[-‘ Pij =
=1 |& =Ll
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n

n
Y |w| X py=3 |wi=
1 =1 =

luego la secuencia wP™| converge a O
ya que esta es no decreciente y contiene una
subsecuencia que converge a cero.

La regularidad es una condicion sufi-
cienle pero no necesaria para que una ca-
dena de Markov sea asintoticamente esta-
ble: ya que podemos encontrar procesos
asintoticamente estables que no son regu-
lares, como por ejemplo la siguiente matriz
de probabilidades de transicion asociada a
una cadena de Markov:

05 0 05
0 1 0
02 04 04

Podemos confundir la existencia de un
unico punto fijo estocastico de P con la
condicion que P es regular, i.e. la condicion
que P sea regular es una condicion suficien-
te, mas no necesaria para que una cadena
de Markov tenga un unico punto fijo (3).
Puede observarse también cadenas de Mar-
kov con mas de un vector de equilibrio,
como es el caso de una cadena con dos
estados tal que la probabilidad de ir desde
el estado 1 al estado 2 es O y viceversa.
Entonces la matriz de probabilidades de
transicion P es la matriz identidad, luego
todos los vectores de la forma (x.y) tal que
x>0,y20y x +y= 1son vectores de equi-
librio para P.

Consideremos el siguiente proceso de
cola para observar, de manera practica, todo
lo expuesto anteriormente. LLegan unos
clientes a un sitio de servicio, un solo de-
pendiente atiende a los clientes. Durante
cada periodo de tiempo un solo cliente es
servido, si hay alguno esperando. Si no hay
clientes en espera de servicio entonces du-
rante ese periodo, el servicio no es ejecuta-
do. Durante un nuevo periodo de servicio
llegan mas clientes, supongase que en el

intervalo de tiempo (n,n+1) llegan ¢, clien-
tes, donde (g} es una sucesion de v.a. inde-
pendientes y cuya funcion de distribucion
esta dado por:

=

Pl‘{&‘.nzkl - pk: k: 0.].2.-‘-: pk = 0 y z pk = ]
k=0

Si la v.a. X, es el numero de clientes
presentes (incluyendo el que esta siendo
servido) en el instante n, entonces
X,,n=0.1,2....}] es una cadena de Markov: en
efecto, es claro que esta familia de v.a. es un
proceso estocastico ya que el estado del
sistema al comienzo de cada periodo esta
definido por el namero de clientes esperan-
do en la linea de servicio y este es discreto,
el espacio paramétrico son los lapsos de
periodo de tiempo de servicio. Ahora probe-
mos que X, solo depende de X, y ¢, y no
de cualquier otra informacion anterior. No-
temos que el numero de clientes presentes
en el instante n+1 es el namero de clientes
en el instante n. menos el que fue atendido
en el instante n mas el numero de clientes
nuevos que llegaron en el periodo de tiempo
(n,n+1): es decir,

‘Xml = (xn = | ) tE,
donde Y = max (Y,0). Por lo tanto

n+l =

j=0.12...

Poj = PriX,,,; =j1 X,,= O} = Prle, =i = p;

Sii =0 entonces

Py‘ . Prixrul:-jl X,= flf = PriX— 1+ g, =JI X =1
P j= il 2
= i euiio e J-ixl J=ELLEL ..
Prigg=j =i+ 1j=14 J=0:1:2;,82
luego la matriz de probabilidades de transi-
cion es
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R, P, P, P, ) luego

PH PI I)Z PI |

0 Py P, P | vis) 2 0L = 9As)
P=|0 O 0 P | h o S

0O 0 0 P, ||

Por el teorema fundamental débil tene-
mos que P tiene un vector de equilibrio, En
efecto, consideremos el vector estocastico
X= i",\;,..\'l..\';,. I tal que xP = x, resolviendo

obténemos
fer
X =XoPk+ 2 XPp, 1, k=0.12.... (*)

=1

Asltenemos un sistema de ccuaciones
lineales infinito y podemos resolverlas s 1ce-
sivamente para encontrar x en terminos de

X, entonces Y x,

=)
Definamos las siguientes funciones genera-
trices:

I dara el valor de X

Z(s)=Y XS5y Ps) - Y pis"
k=0 Py

Sea v = Efg), multiphquemos la ecua-
cion (*) por s* y sumémosla desde k = 0
hasta «

o

" v el
z x."t‘sk =Xy Z pksk t Z { Z Xi Pryy- ) Sk

k=) k=) k=) =)
] k|
L . E, + ) e+ ] -
&/(bl=,\0.}1-‘ﬂ r-c‘_ Z Z"‘r bipkii l._\‘ t
ke=1) =1

4(s) = x5 As) + % yYxs't Y ps
Tkl 1=kt 1- =0

I
#(8) = X9 Hs) + S | #08) - Xg) As)

: . (1 - s).”s)
I = #(1)=x, lim e o

S+1 ZAS)=s
L =2s) + (1 - SJ..?"(s}
. '\“_il..‘:: P91
=X \{-_—“T ya que Ee) = .»'(1)

de donde se tiene que x, = 1 - v. Por lo tanto

) (1 -v)(l - s)#As)
{(g)=— 77— — =

HS) - 8

Una solucion de equilibrio seria si
v < 1. es decir, si el numero esperado de
clientes E(g) que llegan durante un periodo
de servicio es menor que 1 ya que si v > |
implica que x, = 0 y por tanto i (s)= Oy si
vV =1 se tiene que x, < 0 y no es una pro-
babilidad, es este caso la longitud de la linea
de espera incrementa sin limite.

Denotaremos con p'i;" la probabilidad
de una transicion del estado i al estado i
realizada en, exactamente, n pasos. Esto
equivale a la suma de las probabilidades de
todas las trayectorias posibles de longitud
n. que empienzan en el estado iyterminan
en el estado j. En particular

P‘:‘,rl = Py y :‘f' = Z Pi, P [1]

Por induceion tenemos la formula de recur-
Ssion

‘D{f;ifll _ z Pmpi_.f;‘ I2]

una nueva induccion sobre m nos conduce
a la identidad basica
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B = 3, pe) 131

llamada ecuacion de Chapman-Kolmogo-
rov, que refleja el hecho de que los primeros
m pasos conducen desde el estado i hasta
algun estado intermedio v y que la pro-
babilidad de un paso posterior del estado v
al estado j no depende de la forma en que
se haya alcanzado el estado v. Al igual que

las p; forman la matriz P, las pj” forman la

matriz P", donde P es la n-ésima potencia
de P.

La relacion "j es accesible a i", escrita
i —> j significa que se puede llegar al esta-
do j desde el estado i en algin namero de
pasos posibles o igual a cero, i.e. si existe
algin n > 0 tal que Py’ > 0. Por ejemplo en
una caminata al azar irrestricta, se puede
llegar a cada estado desde cualquier otro
pero desde una barrera absorbente no se
puede llegar a ningin otro estado. Se dice
que dos estados iy j se comunican si j es
accesible a i e i es accesible a j y se escribe
i <> j (4). Esta relacion de comunicacion
(accesibilidad) es una relacion de equivalen-
cia.

Un conjunto C de estados es cerrado si
no se puede llegar a ningun estado que no
esté en C, desde cualquier otro estado que
esté en C. Para un conjunto arbitrario C de
estados, al menor conjunto cerrado que
contiene a C se le llama cerradura de C (2).
A un solo estado k que forma un conjunto
cerrado se le llamara absorbente, el estado
k es absorbente sii py = 1. Una cadena de

Markov P es irreducible si tiene una unica
clase de accesibilidad, i.e: si no existe nin-
gun otro conjunto cerrado que no sea el
conjunto de todos los estados. En otras
palabras una cadena de Markov es irredu-
cible sii a todo estado se puede llegar desde
cualquier otro estado.

Hay una importante distincion que nos
permite caracterizar los procesos de Markov

irreducibles que son asintoticamente esta-
bles (3). También se dice que el proceso es
irreducible si para cada par i y j hay una

potencia n tal que p(-;” > 0. Esto es regular

si hay un solo n tal que pji’ > 0 para todo i

y j. El periodo de un estado i es el maximo
comun divisor de los k tales que pif® > 0. Si
el periodo es 1 decimos que el estado es
aperiodico.

Teorema

Sea P un proceso de Markov irreducible.

sea i un estado de P con periodo d(i). Si
i—> i entonces p\*® > 0 para todos los en

Demostracién: Supongase pif > 0;

pi® > 0. Entonces

| b+ 5] (k) (sd)
Pi 2py Py >0
De aqui los enteros positivos (kd} tal
que p&f‘d’ >0 forman un conjunto cerrado

bajo la adicion y su maximo comun divisor
es d. Como i —> i entonces existe N, (i} = 0
tal que piM >0 y dN, (i) luego pi 5 0

Vk > N (i).

Teorema:

Sea P un proceso de Markouv irreducible
y seai un estado fijo del conjunto de estados
de P. Entonces para todo estado j hay un

tnico entero ry en el rango O < T < d tal que:

a) p‘;-’ >0 implica s = r; (mod d) y
b) pf*"7 > 0 para k > N(j).
Demostracion:

a) Sea p;’ >0y pi/ > 0. Existe un t (por ser

P irreducible) tal que pj’>0 de donde
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P> 0y plit? > 0 luego djs+t y dr; +t y asi
dls—rj por lo tanto S-1j = 0 (mod d). Asi s =1j

(mod d) lo que prueba a).

b) Como i —=> i y por a) existe un
entero positivo m tal que p}f‘d"rj’ > 0. Sea

N(j) = Ny + m, donde N, es el numero garan-
tizado por el teorema anterior, para el cual

p;;“%o para s =z Ny De aqui si k = N{j)

kd +r =sd + md + r, donde s > N,,. Ademas
p‘ifd”-n > p‘if““ p‘ijmd”-‘“ > 0 para todo k > N(j).
El siguiente lema nos permite extender
esas definiciones de estados para procesos
y expone parte de los procesos regular en el
caso irreducible. Sobre las bases de la parte
a) del lema llamaremos un proceso de Mar-
kov irreducible periodico si cada estado es
periodico y aperiodico de otro modo (4).

Lema:

Sea P un proceso de Markouv irreducible.
al Todo estado de P tiene el mismo periodo.
b) P es aperiodico sii P es reqular.

Demostracién:
a) Sean iy j dos estados arbitrarios de un
proceso de Markov irreducible P entonces a
todo estado se puede llegar desde cualquier
otro, por lo tanto existen enteros r y s tales
(n

que py' >0y pi”' > 0. Entonces por [3] tene-
mos

[T1EF+S) (rr () (5) o (r} (1) =)
B -2 Pik Pl Py = Py by Dy

k.l

donde ij.r y s son fijos mientras que n es
arbitrario. Si el estado i tiene periodo t

entonces para n=0 pii’ pi’ >0y asir+ses

(11148

multiplo de t. Pero pj; =0 a menos que

n sea multiplo de t y asi el estado j tiene
periodo que es multiplo de t. Intercambian-
do los papeles de iy j resulta que el periodo
del estado i es multiplo del periodo del

estado j y por lo tanto estos estados tienen
el mismo periodo.

b) —) Supongase que P es un proceso
de Markov irreducible aperiodico entonces
el periodo de los estado de P es 1, por

teorema hay un k > IN(j) tal que p};‘? >0.

Sea N* = max N(i,j) entonces pijr’ > 0;
8] '
k >N* para todo i,j i.e P* > 0 para k > N*, por
lo tanto P es regular.

«) Supongase que P es regular enton-
ces para cualquier estado i fijo existe un n
tal que p{” > 0, entonces p{™*!" > 0 luego el
maximo comun divisordenyn+ les 1, i.e
P es aperiodico.

Decimos que una clase de accesibili-
dad es una clase absorbente si ningun es-
tado fuera de la clase es accesible a cual-
quier miembro de la clase. Si el proceso de
Markov tiene mas de una clase absorbente
el proceso no es asintoticamente estable.
Ademas si la restriccion de la clase absor-
bente es periodica. el proceso tampoco es
asintoticamente estable. El tnico caso res-
tante. la restriccion de la clase absorbente
es regular. En este caso P es asintoticamen-
te estable. El siguiente teorema resume esta
situacion (4).

Teorema:

Sea P un proceso de Markov con una
tnica clase absorbente. Un ordenamiento
adecuacdo de las filas de P produce la siguien-
te forma canonica

£

. /

St la restriccion de la clase absorbente es
regular entonces R es regular y el proceso es
asintoticamente estable. De lo contrario P rio
es asintoticamente estable.

Demostracién: De la formula de recur-
sion [2] se tiene que
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donde

k1 k-1
Skz Z QIS}?R (t+1) = z Q‘\'—i_ﬂl! .SR

=0 =0

Examinemos esta matriz cuando
k —> . Sea M= R - v: donde v, es el unico
vector equilibrio (garantizado por el teorema
fu_rldamenta] de Markov) entonces
M'=R'- v,

Por el teorema fundamental de Mar-
kov. como R es regular, sabemos que cada
elemento de M' esta acotado por K;p' para
algun K, > 0y 0 < p' < 1 independiente de i,
para todo i,

k-1
S = }: Qk—-ml: %U“ + M'}_

=)

kol 1
E Qk--{ +1) Su,, + z Qk—[l-t 1) SM! *]
=) 0

Sea q la mayor entrada de Q y q; la
sima de la i-esima fila de Q entonces la
entrada (i.j) de Q" es acotada por
d'q —>0, cuando n — = luego cada ele-
mento de Q' es acotado por Kyp;, para algian
K, >0y 0 <py< | independiente de i, para
todo i. Luego cada componente de la matriz
derecha de (*) es acotada por

Ky Y ps D ol para algun K, > 0y eso tien-
=t}

de a 0 cuando k —> . Por lo tanto cuando

k ——> e se tiene que:

im S, = ¥ @'Su, = -9V 'Suy = (FQ ' -G =v
[P
. =)

comn se quera.

Anteriormente dijimos que un estado
absorbente de una cadena de Markov es
uno tal que una vez que el proceso entra en
¢l no puede salir. Un estado que no es
absorbente se llama (ransitorio, i.e. un esta-
do i es transitorio si p; < 1. Un proceso de

Markov absorbente es un proceso con al
menos un estado absorbente tal que cada
estado absorbente es accesible a cada esta-
do transitorio (esto es, si el estado i es
transitorio y el estado j es absorbente en
alguna potencia de P la entrada (i.j) es es-
trictamente positiva).

Teorema de los Procesos Absorbentes

La matriz de un proceso de Markov
absorbente puede ponerse en la siguiente

o)

donde | es la maltriz identidad y | - Q tiene
una inversa N. Las filas de NR dan la pro
babilidad de pasar eventualmente del estaco
transitorio indicado por la fila de N al estado
absorbente indicado por la columna de R.
Demostracién: La forma de P es obte-
nida reagrupando la matriz de transicion de
tal forma que haya cuatro submatrices o
bloques, donde los estados absorbentes se
encuentran en la esquina superior izquier-
da y los estados transitorios en la esquina

formet

inferior derecha. Calculemos P por la for-
mula de recursion |2] se tiene que:

(1 0
P" = 2 /1 1
L(HQ—%Q +..+@ R (& .

Usando la version matricial de la suma de
una serie geometrica tenemos:

1+9+@Q*+ Qq'+.__:---_]“- =N
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llamada matriz fundamental de la cadena
absorbente. luego la esquina inferior iz-

quierda de P~ es NR. Q es una matriz de
numeros no negativos menores que 1. Por
el mismo argumento usado en el teorema

anterior se tiene que la entrada (i,j) de Q" es
acotada por ¢;'q. Asi Q" tiende a la matriz 0
luego

(i)

y por lo tanto las filas de NR dan la pro-
babilidad de pasar de un estado transitorio
dado por una fila de N a un estado absor-
bente dado por una columna de R.

Resultados y Discusion

Un proceso estocastico o aleatorio es
1N sistema que sufre a traves del tiempo
cambios de estados o transiciones aleato-
rias.

Los procesos de Markov son procesos
estocasticos en los que el desarrollo futuro
depende solamente del estado actual del
sistema y no de su historia anterior ni de la
manera como se haya alcanzado el estado
dactual. Las cadenas de Markov son procesos
de Markov donde solo intervienen una
cantidad numerable de estados y depende
de un parametro discreto de tiempo.

Todo proceso de Markov P tiene un
vector equilibrio i.e. un vector estocastico x
tal que xP=x. Si P es la matriz de transicion

de una cadena de Markov regular entonces
P tiene un unico vector equilibrio y ademas
P es asintdoticamente estable. El reciproco
no es cierto puesto que podemos encontrar
cadenas de Markov que tienen un unico
vector equilibrio y no son regulares o tam-
bién cadenas de Markov que son asintotica-
mente estables mas no regulares.

En los procesos de Markov irreducible
todos los estados tienen el mismo periodo y
el proceso es aperiodico si y solo si es regu-
lar.
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