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Re su men

Se es tu dia la con sis ten cia de la teo ría de ca li bre GL(3,R) de la gra ve dad aco pla da con un
cam po elec tro mag né ti co como fuen te ex ter na. Se mues tra que las po si bles res tric cio nes so bre
el cam po de Maxwell pue den ser evi ta das me dian te la in tro duc ción de cam pos au xi lia res.

Pa la bras cla ve: For mu la ción la gran gia na; gra vi ta ción; teoría de ca li bre.

GL (3, R) gauge theory of gravity coupled to an electro
magnetic field

Abstract
 Con sis tency of GL(3,R) gau ge theory of gra vity cou pled with an ex ter nal elec tro mag ne tic

field, is stu died. It is shown that pos si ble res tric tions on Maxwell field can be avoi ded through
in tro duc tion of au xi liary fields.
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I. In tro duc ción
En tre las di ver sas for mu la cio nes de ca li -

bre para la gra vi ta ción, con si de ra mos la que
par te de pen sar en el gru po GL(3,R) como gru po 
de ca li bre (1, 2), y den tro de la cual ya es co no ci -
do un es que ma co va rian te de in te rac ción con
ma te ria en un es pa cio con tor sión (2). Aquí, en -
fo ca re mos nues tra aten ción en exa mi nar la con -
sis ten cia en tre la teo ría de Eins tein (TE) y la for -
mu la ción de ca li bre de la gra ve dad aco pla da
con el elec tro mag ne tis mo, en un es pa cio 2+1 di -
men sio nal con tor sión no ne ce sa ria men te nula.
Allí, la de fi ni ción es tán dar del cam po de
Maxwell de pen de rá del po ten cial vec tor y la
tor sión, ha cien do que la fuen te de gra vi ta ción,
pro por cio na da por el ten sor mo men to- e ner gía
elec tro mag né ti co de pen da de la co ne xión, sien -

do esto una ex ten sión del mo de lo dis cu ti do en
la re fe ren cia (2) a un caso par ti cu lar de una for -
mu la ción con tér mi nos de au toin te rac ción has ta 
de or den cua tro en la co ne xión.

Este tra ba jo está or ga ni za do como si gue.
En la sec ción 2 re vi sa mos la for mu la ción de ca li -
bre de la gra ve dad so bre el fi bra do de re fe ren cia -
les. Se gui da men te, la aco pla mos con los cam pos
de Maxwell y au xi lia res, ve ri fi cán do se la con sis -
ten cia con la TE en el límite de tor sión nula. Fi na -
li za mos con las con clu sio nes.

II. For mu la ción de ca li bre
GL(3,R) de la gra ve dad

Sea un fi bra do de re fe ren cia les con gru po
GL(3,R), de fi ni do so bre un es pa cio- tiem po 2+1
di men sio nal como va rie dad di fe ren cial base, M
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pro vis ta con una mé tri ca g mn  y co or de na das cur -
vi lí neas x m , y so bre la cual de fi ni re mos una ac -

ción dada me dian te S d x gL
M

= -ò 3 . La 1- for -

ma de co ne xión será pen sa da como un ob je to in -
de pen dien te de la mé tri ca y es in tro du ci da me -

dian te ( )A
l n ln

m
mº G , don de G

ln

m  es la co ne xión

afín que per mi te de fi nir la de ri va da co va rian te, 

Ñ m , el ten sor de tor sión, ( ) ( )T A A
ln l n n l

m
m m

= -  y

el  ten sor de cur va tu ra,  

( ) [ ]( )R F A A A Aa s
s

n

s

a n n n

s

a¶ ¶m m m m mº = - + , . 

Así, la den si dad La gran gia na in va rian te de ca li -
bre GL(3,R) del mo de lo libre en el límite de tor -
sión nula es

( )L
k

trF F kC Ao = - +
4

ab

ab ab

bls

l

a

se , [1]

don de k po see di men sio nes de lon gi tud y
los Cab  son los mul ti pli ca do res de La gran ge
aso cia dos a los vín cu los de tor sión. El mo -
de lo po dría ser cos mo ló gi ca men te ex ten di -
do si se agre ga se a [1] un térmi no La gran -
gia no de la for ma “kl2” [2], con l la cons tan -
te cos mo ló gi ca.

Las va ria cio nes en la co ne xión y la mé tri ca
pro por cio nan las ecua cio nes de cam po si guien tes

Ñ - Ñ =a ls s laR R 0 [2]

8 8 4 3 02R R RR g R R g Rsm
s

n n n sl
sl

n- - + =m m m ,  [3]

las cua les con du cen a una so lu ción pla na
de la for ma Fab = 0, en con sis ten cia con lo
ocu rri do en la teo ría de Eins tein li bre en 2+1
di men sio nes.

III. Aco pla mien to con los cam pos 
de Maxwell y au xi lia res

En pri mer lu gar, es sa bi do que el cam po
elec tro magnético se aco pla na tu ral men te con la
tor sión ya que, si a m  es el tri vec tor po ten cial elec -
tro mag né ti co, en ton ces el ten sor de Maxwell es

( ) ( )f f a Ao
m m m= +n n l

rab
r n a

l

be e , [4]

don de ( )f a am m m= -n
o

n n¶ ¶  y e rab  es el (pseu do) 

ten sor de Le vi- Ci vi ta. Con [4] se de fi nen la
bien co no ci da den si dad La gran gia na de
Maxwell (LM) y el ten sor mo men to- e ner gía si -
mé tri co, dado por

( )T
g

M
m m

m
= -n n

n
y y

4
. [5]

don de he mos in tro du ci do la no ta ción 
y n s n

s
m mº f f  y y rs

rsº f f .

Siguien do a (2), con si de ra mos el mo de lo
com ple to de la den si dad La gran gia na con aco -
pla mien to no mi ni mal co va rian te en tre el elec -
tro mag ne tis mo y la gra vi ta ción, con si de ran do la
pre sen cia de la co ne xión au xi liar (Wa), en el
límite de tor sión nula

( )L L G F tr A= + - +0 8k p ktr ka
a

a
al M * J A W

      ( )( )+ - -k ab
a a b btrH A W A W [6]

don de l es la den si dad La gran gia na del cam -
po elec tro mag né ti co con co rrec cio nes de se -
gun do or den, se gún los pa rá me tros b1 y b2

( ) ( ) ( )
l º + + m

mL b T b T TM
M M M

1
2

2 n

n . [7]

Las com po nen tes del ten sor de aco pla -
mien to M m  po seen una de pen den cia li neal en 

( )T M
mn , y es tán da das por

( ) [ ]M a
n

a
n

sr ar
n

s a r s
ne e e d

m m m m= + +c g c g c1 2 3

                ( )T aM
sr

a
ne+ m , [8]

don de c1, c2, c3 y a son pa rá me tros li bres, y 
*Fa  es el dual de Poin ca ré de la cur va tu ra de
Rie mann, dado por *F Fa a n

ne= m
m1

2 . Los

ten so res de aco pla mien to con los cam pos
au xi lia res, se de fi nen como

( ) ( )J b
n

b ny e
m

mº +d d1 2 , [9]

( )Hab n ab n a bn an bm m m mº + +a g g a g g a g g1 2 3 [10]
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don de d1, d2, a1, a2 y a3 son pa rá me tros li -
bres.

Es de co men tar se los si guien tes as pec tos de 
la ac ción [6]. La den si dad La gran gia na l con si de -
ra la den si dad de Maxwell más con tri bu cio nes
de se gun do or den en el ten sor mo men to- e ner gía
que equi va len a se gun do or den en el ten sor y nm .
Por otro lado, el tér mi no La gran gia no de aco pla -
mien to “8p k a

aG tr FM ”, es cons trui do de una
ma ne ra co va rian te men te ex plícita y pro por cio na 
un tér mi no de aco pla mien to mi ni mal más otro
no mi ni mal de tipo “Pro ca”. Esto úl ti mo su gie re
la for ma de los tér mi nos La gran gia nos de aco -
pla mien to con el cam po au xi liar Wa.

Se gui da men te, la ecua ción de mo vi mien to
de la co ne xión au xi  l iar es de la for ma 

( ) ( )J H A W A W Hb ab
a a a a

ba+ - + - = 0, por lo
cual se con si de ra el si guien te an satz para los
cam pos Wa.

( ) ( )A Wa a mn amnq q y e- = +1 2 , [11]

con la re la ción de con sis ten cia d an n= 2
21

q
para n= 1 2,  y a a a

21 2 1= - . En ton ces, la ecua ción
de la co ne xión GL(3,R), eva lua da so bre la de los
cam pos au xi lia res es
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don de se han re de fi ni do los mul ti pli ca do res
de la for ma

( ) ( )( )~
C C b b T GRM

ln ln pº + - - -1 2 881 2

         ( )( )a f b T a fM
n l

r

lsr n
se* - m

m8 2 [13]

De man dan do la con sis ten cia de [12] con las 
ecua cio nes de la TE, se fi jan los pa rá me tros 
c c c1 2 3

1=- =- =  (como en el caso del aco pla -
mien to con un cam po es ca lar real dis cu ti do en la
re fe ren cia (2) y ade más que el ten sor ( )T M

ab  sea
co va rian te men te con ser va do, con lo cual se ob -

tie ne 
~
C

ln
= 0 y de [13] se ob tie nen los mul ti pli ca -

do res de La gran ge ori gi na les en re la ción di rec ta
con el cam po de Maxwell.

Las va ria cio nes en la mé tri ca de la ac ción
[6] pro por cio nan una ecua ción, que al eva luar la
so bre [13] toma una for ma po li no mial de se gun -
do or den en el ten sor y nm , de la si guien te ma ne ra

( )( )- - + -8 24 24 8 7681 2
2

21 1
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 ( )( )+ + - +b b G a g1 2
2
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pu dién do se es ta ble cer con di cio nes so bre
los pa rá me tros li bres, da das por

( )b b G1 2
23 3 8+ = p , [15]

( )a G21 2
2 214 8q p= , [16]

q1 0= , [17]

( )2 8 12
pG a = , [18]

de tal ma ne ra que [14] es sa tis fe cha idén ti -
ca men te para todo y nm , y por tan to el aco pla -
mien to es con sis ten te.

IV. Con clu sión
El es que ma de aco pla mien to no mi ni mal

en la for mu la ción de ca li bre de tipo Yang- Mills
pro por cio na los tér mi nos ne ce sa rios de tal ma ne -
ra que es su fi cien te una elec ción par ti cu lar de los
pa rá me tros li bres para que la ecua ción de mo vi -
mien to de la co ne xión sea con sis ten te con la TE.
Por otro lado, esto re sal ta el he cho de que un aco -
pla mien to mi ni mal es in con sis ten te por sí solo en 
este tipo de for mu la ción. No obs tan te, sub ra ya -
mos que en re la ción con la ecua ción de cam po de
la mé tri ca, la fi ja ción de pa rá me tros no es su fi -
cien te y se hace ne ce sa ria la pre sen cia de los cam -
pos au xi lia res, de lo con tra rio apa re cen res tric -
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cio nes po li no mia les de or den dos so bre y nm . Es
po si ble es co ger los pa rá me tros in de ter mi na dos,
b1 y b2 a par tir de [15] de tal ma ne ra que la teo ría
de Maxwell li bre es re cu pe ra da, es de cir l ® L

M
,

cuan do se de sa co pla la gra vi ta ción (G ® 0).
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