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Resumen

Se estudia la consistencia de la teoria de calibre GL(3,R) de la gravedad acoplada con un
campo electromagnético como fuente externa. Se muestra que las posibles restricciones sobre
el campo de Maxwell pueden ser evitadas mediante la introduccién de campos auxiliares.
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GL (3, R) gauge theory of gravity coupled to an electro
magnetic field

Abstract

Consistency of GL(3,R) gauge theory of gravity coupled with an external electromagnetic
field, is studied. It is shown that possible restrictions on Maxwell field can be avoided through

introduction of auxiliary fields.

Key words: Gauge theory; gravitation; lagrangian formulation.

I. Introduccion

Entre las diversas formulaciones de cali-
bre para la gravitaciéon, consideramos la que
parte de pensar en el grupo GL(3,R) como grupo
de calibre (1, 2), y dentro de la cual ya es conoci-
do un esquema covariante de interaccién con
materia en un espacio con torsion (2). Aqui, en-
focaremos nuestra atencién en examinar la con-
sistencia entre la teorfa de Einstein (TE) y la for-
mulacién de calibre de la gravedad acoplada
con el electromagnetismo, en un espacio 2+1 di-
mensional con torsién no necesariamente nula.
Alli, la definicién estdndar del campo de
Maxwell dependera del potencial vector y la
torsion, haciendo que la fuente de gravitacion,
proporcionada por el tensor momento-energia
electromagnético dependa de la conexién, sien-

do esto una extension del modelo discutido en
la referencia (2) a un caso particular de una for-
mulacién con términos de autointeraccién hasta
de orden cuatro en la conexion.

Este trabajo estd organizado como sigue.
En la seccién 2 revisamos la formulacién de cali-
bre de la gravedad sobre el fibrado de referencia-
les. Seguidamente, la acoplamos con los campos
de Maxwell y auxiliares, verificandose la consis-
tencia con la TE en el limite de torsién nula. Fina-
lizamos con las conclusiones.

II. Formulacién de calibre
GL(3,R) de la gravedad
Sea un fibrado de referenciales con grupo

GL(3,R), definido sobre un espacio-tiempo 2+1
dimensional como variedad diferencial base, M
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provista con una métrica g ,, y coordenadas cur-
vilineas x “, y sobre la cual definiremos una ac-

., . _ 3 — _ _
ciéon dada mediante S= f o @ xy—gL. La 1-for
ma de conexién sera pensada como un objeto in-
dependiente de la métrica y es introducida me-
diante (A A)”y =TI, donde I'}; es la conexion
afin que permite definir la derivada covariante,

., M "

V., el tensor de torsion, T}, = (Ax)v —(4, )x y
el tensor de curvatura,
R, =(F,) . = (aVAﬂ —0,A, +[A#,AV]) .
Asi, la densidad Lagrangiana invariante de cali-

bre GL(3,R) del modelo libre en el limite de tor-
siéon nula es

k. . ol a \a
L, == trF"F,, +kC,e" (a,)%, (1]

donde k posee dimensiones de longitud y
los C,,; son los multiplicadores de Lagrange
asociados a los vinculos de torsién. E1 mo-
delo podria ser cosmolégicamente extendi-
do si se agregase a [1] un término Lagran-
giano de la forma “kA> [2], con A la constan-
te cosmologica.

Las variaciones en la conexién y la métrica
proporcionan las ecuaciones de campo siguientes

V(ARJ.U - VﬂRﬂ,a = O [2]
8R,R’, -8RR,, —4g,R,R" +3¢g,R*> =0, [3]

las cuales conducen a una solucién plana
de la forma F,;, =0, en consistencia con lo
ocurrido en la teoria de Einstein libre en 2+1
dimensiones.

III. Acoplamiento con los campos
de Maxwell y auxiliares

En primer lugar, es sabido que el campo

electromagnético se acopla naturalmente con la

torsién ya que, sia , es el trivector potencial elec-
tromagnético, entonces el tensor de Maxwell es

o Q| A
S =fl(w)+ale”ﬂsw(Aa) 8 [4]

donde [\ =9,a, —9,a,ye"” esel (pseudo)

tensor de Levi-Civita. Con [4] se definen la
bien conocida densidad Lagrangiana de
Maxwell (L,) y el tensor momento-energia si-
métrico, dado por

_g;w

(M) _
T - w/w 4

w

V. [5]

donde hemos introducido la notacién
w/,w = fuafvg yw = fpafpo'

Siguiendo a (2), consideramos el modelo
completo de la densidad Lagrangiana con aco-
plamiento no minimal covariante entre el elec-
tromagnetismo y la gravitacién, considerando la
presencia de la conexion auxiliar (W), en el
limite de torsion nula

L= L, +xl—8aGktpM*'F, +xtrJ* (A ,W,)
+etrH? (A, -W,)(A, -W,) [6]
donde /es la densidad Lagrangiana del cam-

po electromagnético con correcciones de se-
gundo orden, segun los parametros b; y b,

(=L, +b,T™? +b, 7T (7]

Las componentes del tensor de acopla-
miento M*“ poseen una dependencia lineal en
T(", y estan dadas por

(M“)", =[c,e™, g” +c,e®, g™ +c,e™ 6%, ]

T™,, +ae™,, (8]

donde c;, ¢y, c3y a son parametros libres, y
*F, es eldual de Poincaré de la curvatura de

Riemann, dado por *F, = %SWF’”. Los

tensores de acoplamiento con los campos
auxiliares, se definen como

0,)

(H?)" =a,g”g" + a,g"g" + a,g” g™ [10]

(d, +d,p)ey,, . 9]
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donde d,, d,, a;, ay y as son parametros li-
bres.

Es de comentarse los siguientes aspectos de
laaccion [6]. La densidad Lagrangiana ¢ conside-
ra la densidad de Maxwell més contribuciones
de segundo orden en el tensor momento-energia
que equivalen a segundo orden en el tensor ¢, .
Por otro lado, el término Lagrangiano de acopla-
miento “8mwGktrM“F,”, es construido de una
manera covariantemente explicita y proporciona
un término de acoplamiento minimal mds otro
no minimal de tipo “Proca”. Esto tltimo sugiere
la forma de los términos Lagrangianos de aco-
plamiento con el campo auxiliar Wi..

Seguidamente, la ecuacién de movimiento
de la conexién auxiliar es de la forma
JP +H? (A, -W,)+(A, —W,)H™ =0, por lo
cual se considera el siguiente ansatz para los
campos Wa.

A, -w,), =(6,+6,9),,. [11]

con la relacion de consistenciad,, = 24,0,
paran=1,2ya, =a, —a,. Entonces, la ecuacién
de la conexién GL(3,R), evaluada sobre la de los

campos auxiliares es

VV(R““‘ — 8nGe,g" () — 87 Ge, T(MM‘)

—V"(R”v —8mGc 0% ) — 8nGe, T(M)”v),

+87GV, (,0% T —c g TV, ) + k26 E, =0 [12]

donde se han redefinido los multiplicadores
de la forma

¢, =c, +(1-2(b, - b,)T™ - 887GR)

av*fi - 8(b2T(M)Z )8 Aapavfm’ [13]

Demandando la consistencia de [12] con las
ecuaciones de la TE, se fijan los parametros
c,=-c,=—c, =1 (como en el caso del acopla-
miento con un campo escalar real discutido en la
referencia (2) y ademas que el tensor T s sea
covariantemente conservado, con lo cual se ob-

tiene C . = 0y de[13] se obtienen los multiplica-
dores de Lagrange originales en relacion directa
con el campo de Maxwell.

Las variaciones en la métrica de la acciéon
[6] proporcionan una ecuacién, que al evaluarla
sobre [13] toma una forma polinomial de segun-

doorden en el tensory vt delasiguiente manera

(-8b, —24b, +24(87G)” - 768a,, 6% )yy"”
+(b, +3b, —17(87G)” +32a,,02 Jy>g”
+(16- 32(87G)*a - 768a,,0,0, )y ™
+(~4+8(87G)*a +192a,,6,6, Jyg”
+96a,,07g” =0 [14]

pudiéndose establecer condiciones sobre
los parametros libres, dadas por

b, +3b, = 3(82G)*, [15]
a,, 02 =14(87G)?, [16]
0, =0, [17]
2(87G)*a =1, (18]

de tal manera que [14] es satisfecha idénti-
camente paratodoy ,, ,y por tanto el acopla-
miento es consistente.

IV. Conclusion

El esquema de acoplamiento no minimal
en la formulacién de calibre de tipo Yang-Mills
proporciona los términos necesarios de tal mane-
ra que es suficiente una eleccién particular de los
parametros libres para que la ecuacién de movi-
miento de la conexién sea consistente con la TE.
Por otro lado, esto resalta el hecho de que un aco-
plamiento minimal es inconsistente por si solo en
este tipo de formulacién. No obstante, subraya-
mos que en relacién con la ecuacién de campo de
la métrica, la fijacién de parametros no es sufi-
ciente y se hace necesaria la presencia de los cam-
pos auxiliares, de lo contrario aparecen restric-
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ciones polinomiales de orden dos sobre v, . Es Referencias Bibliogréficas
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