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Resumen

En este articulo se estudian las propiedades geométricas de dos tipos de poligonos en el
plano normado y afin R?, tales como: cuadrildteros y pentdgonos. Se generaliza la nocién de
anticuadrilatero para cualquier cuadrildtero, con respecto a un punto del plano y se introduce
la nocién de C-ortocentro para cuadrilateros inscritos en una circunferencia. De igual forma
se define la nocién de antipentdgono para un pentdgono cualquiera, en el plano normado
y affn R?, con respecto a un punto dado y también se introduce la nocién de C-ortocentro
para pentdagonos inscritos en una circunferencia. Se determinan las relaciones geométricas
del baricentro de estos poligonos, sus respectivos antipoligonos, los tridngulos formados por
sus vértices y algunos puntos notables de dichos tridngulos, tales como: baricentros, cir-
cuncentros y C-ortocentros, respectivamente (cuando estos existen). Se utilizé el programa
Geogebra para la modelacién de figuras en el plano euclideo R2.

Palabras y frases clave: Planos de Minkowski, poligonos, centroide, C-ortocentro, an-
tipoligonos.

Abstract

In this article we study the geometric properties of two type of polygons in the normed
and affine plane R?, such as: quadrilaterals and pentagons. The notion of antiquadrilateral
is generalized for any quadrilateral, with respect to a point in the plane and we introduce
the notion of C-orthocenter to inscribed quadrilaterals on a circumference. On the same way
we define the notoion antipentagon for any pentagon in the normed and affine plane R?,
with respect to a given point and so we introduce the notion of C-orthocenter to inscribed
pentagons on a circumference. The geometric relations of the barycentre of this polygons, its
antipolygons, the triangles formed by its vertices and some points related to these triangles,
such as: baricenters, circumcenters and C-orthocenters (when they exist), are determined.
The Geogebra program was used for the modeling of figures in the euclidean plane RZ.

Key words and phrases: Minkowski planes, polygons, centroid, C-orthocenter, an-
tipolygons.
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1 Introduccion

Desde el punto de vista analitico, el plano euclideo es un espacio bidimensional con producto
interno donde se satisfacen los axiomas de Euclides para la Geometria (ver [1, 3, 4, 11]). Co-
mo consecuencia de la estructura algebraica del espacio y sus relaciones, los distintos objetos
geométricos pueden ser vistos como ecuaciones algebraicas. Por tanto, los resultados de la Geo-
metria clasica de Euclides pueden ser traducidos o interpretados como algin tipo de relaciéon
algebraica analitica.

Ahora bien, en los espacios vectoriales bidimensionales (planos) se pueden definir diferentes
tipos de normas y, por tanto, distintas formas de medir en dichos plano. Estos planos normados
son llamados planos de Minkowski y han sido muy estudiados (véase [3, 4, 11]). Todo matemético
que trabaje con Geometria en planos de Minkowski sabe, de su propia experiencia, que hay muchas
propiedades geométricas elementales no se cumplen para todos los planos normados en general,
tal y como se cumplen en el plano euclideo. Sin embargo, algunas propiedades pueden redefinirse
de manera que las mismas se cumplan, en cierto modo, en planos normados. Un ejemplo de esto
se puede observar en [2, 5, 6, 8, 9, 10] sobre tridngulos y en [2, 7] para cuadrildteros inscritos en
una circunferencia.

En este trabajo concentramos nuestro estudio en las propiedades geométricas existentes en
cuadrildteros y pentdgonos sobre el plano normado y affn R2. Se generaliza la nocién de anticua-
drilatero para cualquier cuadrilatero, con respecto a un punto del plano y se introduce la nocién
de C-ortocentro para cuadrilateros inscritos en una circunferencia. De igual forma se define la no-
cién de antipentdgono para un pentdgono cualquiera, en el plano normado y afin R?, con respecto
a un punto dado y también se introduce la nocién de C-ortocentro para pentagonos inscritos en
una circunferencia. También se determinan las relaciones geométricas del baricentro de cada uno
de estos poligonos, sus antipoligonos, los tridngulos formados por sus vértices y puntos asociados
con los mismos, tales como: baricentros, circuncentros y C-ortocentros, respectivamente (cuando
estos existan).

Se utiliza el programa Geogebra (ver [12]) para la modelacién de figuras en el plano euclideo
R2. Es importante aclarar que en las figuras de ilustracién se utilizan las circunferencias generadas
por la norma euclidea con la finalidad de generar una mejor compresién de la idea que se desee
resaltar en la demostracion.

2 Preliminares

Dado un plano M y x1,29 € M. Se denota por {x1,z2) a la recta que pasa por los puntos z; y

X2, parametrizada por txy 4+ (1 —t) 23 con t € Ry por [x1,z2] al segmento entre 1 y x2, dado

xr1+x

por tzy + (1 —t)x2 con t € [0, 1], cuyo punto medio estd dado por 2 Noétese que el vector

director de la reca (x1,x2), o del segmento [z1,x3], estd dado por x; — x5. De manera que dos
rectas, o segmentos, serian paralelas si sus dos vectores directores son miiltiplos esalares entre si.

Se llamard circunferencia unitaria al conjunto C = {x € V : ||z|| = 1} y para cualquier punto
zeVyreRTU{0}, el conjunto C (z,r) =z +rC={y €V :|a—y| =r} se definird como la
circunferencia de centro x y radio r.

Sean p € M y k € R, se llamard simetria puntal de centro p a la funcién S, : M — M
dada por Sp(w) = 2p —w, Yw € M y se llamard homotecia de centro p y razén k, a la funcién
H,, : M — M dada por la expresion H, i(w) = (1 — k)p + kw, VYw € M, también llamada
homotecia puntual de razon k.
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Se llamara tridngulo con vértices en los puntos x1, zo, 3, denotado por Axjxsxs, al conjun-
to de puntos ax; + Bz2 + yrs donde a, 3,7 € RT U {0}, con a + 8 + v = 1. Los segmentos

T, +x; + T

[z1, 22], [x2, 23], [T3,21] serdn los lados del tridngulo y g = se denominara el ba-

ricentro del Az;x;x,. Un punto z se dird circuncentro del tridngulo Azjzoxs si es centro de
una circunferencia que contiene los vértices del triangulo. También dado un punto cualquiera
del plano p4 diremos que el tridngulo Apipaps es el py-antitridgulo del tridngulo Axjxoxs si

Di = Sm,; (ps) para i =1,2,3, donde m; son los puntos medios de los lados del tridngulo Axjasxs.

3—2
Se define al punto ¢ = Tot T2+ Ts — opa

el punto de simetria entre el tridngulo Azjzoxs v su

pa-antitridngulo Ap;paps, donde claramente p; = S,(z;) para i = 1,2,3. Ademds si ps un circun-
centro del tridngulo Axjxoxs, entonces se dird que x4 es el C-ortocentro del tridngulo Axizoxs

asociado a p4, si Sg(ps) = x4. Por dltimo, si x4 es el C-ortocentro del tridngulo Azqzozs y
Tq + My . . . iy

n; = %, para i = 1,2, 3. Se llama circunferencia de Feuerbach del tridngulo Azqizox3, a la

circunferencia que pasa por los puntos m; y n;, para i = 1,2, 3.

Sea V,, = {x1,x9,23, - ,2n} un conjunto de puntos distintos del plano, se llama poligono
estrellado de n lados o n-gono estrellado, de vértices z;, denotado por &y, , a la poligonal cerrada
formada por los puntos x;. De igual forma se llama poligono convero de n lados o n-gono convero,
de vértices z;, denotado por Py, , al conjunto de puntos de la forma a1 21 +oez2+azzs+- - -+, Ty,
donde a; € RTU{0} parai =1,2,3,--+ ,n, con o +as+asz+--+a, = 1. Los segmentos [z;, T;11]

y [@n, x1] son llamados lados del poligono, parai = 1,--- ,n— 1. También se llamard centroide del
n

poligono Py al punto b, = - Z x;. Es importante aclarar que b. no es el centroide del n-gono
i=1

estrellado #2), . Si hay una circunferencia C(p,r) en M tal que los vértices z; del poligono Py,

cumplen que z; € C(p,r) para todo x; € V,, se dird que C(p,r) es la circunferencia circunscrita

de Py, y p se dird circuncentro de Py, . También se dird que el poligono estad inscrito en la

circunferencia C(p, ).

Denominaremos circunferencia de Feuerbach de un cuadrildtero inscrito en una circunferencia
(ver [2]), a la circunferencia que pasa por los centros de las circunferencias de Feuerbach de los
tridngulos que se pueden formar con los vértices del cuadrilatero.

Por 1ltimo enunciaremos una serie de resultados relevantes para la comprensién y desarrollo
del articulo. A saber:

Teorema 2.1. (ver [8]) Sean p1,pa,ps y pa cuatro puntos distintos, en un plano de Minkowski,
pertenecientes a la C(xz,\). Sea ¢; el punto de simetria del Ap;ppp; y su x-antitridngulo, y h; =
Sq: () el C-ortocentro del Apjprpi, para {i,7,k,1} = {1,2,3,4}, entonces:

1. Los segmentos [hi, p;] tienen el mismo punto medio q. Ademds,

_pitpetp3tps— 2z
q9= B) .

2. h; —h; =pj —pi para {i,j} C {1,2,3,4}.
3. Los segmentos [hi, h;] y [gi,q;] son paralelos para {i,j} C {1,2,3,4}.
4. Siw = 8y(x), entonces h; € C(w, ) parai=1,2,3,4.

3

5. ¢ €Clq,5) parai=1,2,3,4.
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6. C(g,3) = H, ,(C(x, ).
7. Sim;; = pi‘;‘PJ Y xij = Sm,; (x) para {i,j} C {1,2,3,4}, entonces x;; es circuncentro de los

tridngulos que se forman a partir de los puntos {p;, p;j, hx, b} para {i,j,k,1} ={1,2,3,4}.

Teorema 2.2. Sean pi1, p2, p3 Yy pa cuatro puntos distintos, en un plano de Minkowski, pertene-
cientes a la C(x, N). Sea ¢; el punto de simetria del Ap;pip; y su x-antitridngulo, y h; = Sq, (x)
el C-ortocentro del Ap;prpr, para {i,j,k, 1} ={1,2,3,4}, entonces:

1.

3

Los segmentos [h;.p;] tienen el mismo punto medio q. Ademds,

pP1+p2+p3+ps—2x
q= 9

hi —h; = p; — p; para {i,5} C {1,2,3,4}.

Los segmentos [hi, hj] y [¢i, q;] son paralelos para {i,j} C {1,2,3,4}.
Siw = Sy(x), entonces h; € C(w,\) para i =1,2,3,4.

¢ €Clq,%) parai=1,2,34.

Clg,3) = H, 1 (Cla, \).

Simg; = pi;pj Y xij = Sm,; (x) para {i,j} C {1,2,3,4}, entonces x;; es circuncentro de los

tridngulos que se forman a partir de los puntos p;, p;, hi y hi para {i,7,k, 1} = {1,2,3,4}.

Cuadrilateros

Teorema 3.1. Sean x1,x2,x3,24 y f, puntos distintos en un plano de Minkowski M. Sea w; el

punto de simetria del Ax;xix; con su f-antitridngulo, y sea b; =

T;+ T+ 2

3 )para {Z)j’k7l}:

4

{1,2,3,4}. Sean b. = Z % y hy = Sw,(f), parai=1,2,3,4, entonces se cumple lo siguiente:

1.

i=1
Los segmentos [x;, h;], con i =1,2,3,4, tienen el mismo punto medio q. Ademds,

. 1+ To+x3+ x4 —2f
= 5 ,

es decir, ¢ = Hy__1(f).
x; —xj; =h; — h;, con {i,7} C {1,2,3,4}.

w; = Hbiﬁ%(f), para t =1,2,3,4. También w; — w; = %(bl —b;), para {i,j} C {1,2,3,4}.

by = Hbm_%(xi), para i =1,2,3,4. Ademds, b, —b; = f%(asiij), para {i,j} C {1,2,3,4}.

hi = Hy, —2(f), parai =1,2,3,4. En particular, h;—h; = 3(b;—b;), para {i,j} C {1,2,3,4}.
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., , . T+ xp+x; —
Demostracion. Témese en cuenta que h; = Sy, (f), parai = 1,2,3,4 y w; = ~Z K =/

2 )
para {i,j, k,1} = {1,2,3,4} (ver (a), Figura 1). Por tanto,
x; +h xi+[2<mj+xk2+xl_f>_f] Ty + 2o+ w3+ x4 —2f
i TNy 1 2+ T3+ g —
9 9 9 c f be, 1(f)a

para todo i = {1,2,3,4}.

Figura 1: Ilustraciones 1, Teorema 3.1

Ahora (ver (b), Figura 1) obsérvese que

xj+l‘k+1‘l—f
2

hi:2wi_f:2< )—fzxj+xk+xz—2f
para {4, 7, k,1} = {1,2,3,4}. Por tanto, se tiene que

hj—hi=z;+ap+a;—2f — (x; +xp + 2 — 2f) =2, — 5.

Noétese que b; = W, para {i,j,k,1} = {1,2,3,4}. Por definicién de homotecia
3 f
Hy, () = 2~ L. luego
3 f 3 (zi+zp+a f zi+op+a—f
H, 1 Z*bi—*:* 2= ) == = Wy
b3 (f)=3bi =3 2( 3 ) 2 2 v

En particular,

w; —wW; = (;bl — g) — <3b] — g) = ; (bl —bj).

para {i,j} C {1,2,3,4} distintos (ver (a), Figura 2).
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(a) Items. (b) ftem 4.

Figura 2: Tlustracién 2, Teorema 3.1

T+ T2+ x3 + Ty
4

Por otro lado, se tiene que b, = y, por definicién de homotecia,

1 1 T+
Hy, _1(xi) = §(4bC —x;) = §((x1 +ap+ w3+ ay) —x) = w =b;.
para {i,j, k,1} = {1,2,3,4}. Luego, (ver (b), Figura 2)
4 1 4 1 1
bty = g~y ) = (e go) = (e g ) = gt

Por ultimo, por definicién de homotecia, Hp, —o(f) = 3b; — 2f (ver (c), Figura 2). Asi,
Hy, —o(f) = xj + o + 21 — 2f, para {i,7,k,l} = {1,2,3,4}, implicando que h; = Hy, —2(f),
para ¢ = 1,2, 3,4. Por tanto,

hi —hj = Hy, —o(f) — Hy,,—2(f) = (3bi — 2f) — (3b; — 2f) = 3(b; — bj).

mostrando lo deseado. O

Basados en el Teorema 3.1 se puede establecer la definicién de anticuadrilitero para un cua-
drilatero cualquiera, con respecto a un punto en el plano:

Definicién 3.1. Sea M un plano de Minkowski. Sea V4 = {x1, 22, 23,24} el conjunto de vértices

4
1
del cuadrildtero Py, (£y,) en M, y sea b, = ZZ:E,-. Sean f € M, tal que f ¢ V;, y ¢ =
i=1
Hy, —1(f). Se dice que el Py, (P3,) es el f-anticuadrildtero de Py, (Py,), st Ha = {h; : by =
Sq(x;) para i =1,2,3,4} (ver Figura 3).

(a) Convexo (b) Estrellado

Figura 3: f-anticuadrilatero
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Nétese que la Definicién 3.1 también cumple que h; = Sy, (f), para i = 1,2,3,4, donde w;
es el punto de simetria del Azjzyz; con su f-antitridngulo, para {7,7,k,l} = {1,2,3,4}. Esto
concuerda con la Definicién 3.1 de anticuadrildtero, mostrada en [7] para cuadrildteros inscritos
en una circunferencia.

Teorema 3.2. Sean x1,x2,x3,24 y [, puntos distintos en un plano de Minkowski M. Sean w;
T+ Tk + T

3
. Ty )

{1,2,3,4}. Sean bC:ZZ’ q = Hy, 1(f), y hi = Su,(f), para i = 1,2,3,4, entonces se
i=1

el punto de simetria del Axjxpz; con su f-antitridngulo, y b; = , para {i,j,k,1} =

cumple:
1. Si 2z = Sg(w;), los segmentos [b;, 2] se intersectan en el punto g = H, _s(f), para
i=1,2,3,4. i

2. Los segmentos [h;, h;] y [wi,w;] son paralelos, para {i,j} C {1,2,3,4}. En particular,
hi — hj = 2(w; — w;).

3. Sit=S54(f) y zi = Sq(w;), entonces z; = H, 1(x;), parai=1,2,3,4, y z; — z; = wj — w;,
)
para {i,7} C {1,2,3,4}. Ademds, z; es el punto de simetria del Ahjhih; y sut-antitridngu-
lo.

4. Los segmentos [x;, x;], [b;, b;] y [wi, w;] son paralelos, para {i,j} C {1,2,3,4}. En particu-
1
lCL’I", b, — bj = g(xj — .’L‘i).

(Ei+l’j

5. Simg; = , para {i,7} C {1,2,3,4}, entonces

be = [m12,m34] N [Ma1, mas] .

Demostracion. Noétese que la solucion del sistema de ecuaciones:

I-t)bhi+tizi=wm
(1 —t2) by +taze =y

(1 —t3)bs +t323 = y3 (3.1)
( )

1 —14)bs +taza = ya

con t; € R para i = 1,2,3,4, muestra el punto g de interseccién de los segmentos [b;, z;] (ver
(a), Figura 4). En efecto, tomando en cuenta que z; = Sy(w;), para ¢ = 1,2, 3,4, se igualan dos
ecuaciones cualesquiera del sistema (4.5) obteniendo que:

(1 — tz)bz + tizi = (1 — tj)bj + thj,
(1 —t)bi +t:(2g — w;) = (1 — t;)bj +t;(2¢ — wy)

Ti+xr+x T, +xr +x
(ti—tj)Qq—f—(l—ti) (]3’”> —tiwi = (1—tj) (;l) —tjwj

1 1 1 1 1
(3 + gtz —tj) xj + (tz - Etj - 3) x; + é(tl —tj)(ZL'k +{El) — (tl —tj)f =0
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De donde se obtiene el sistema:

t; —6t; = —2
6t —t; =2 (3.2)
ti - tj == 0

2 2
cuya solucién estd dada por t; = E= t;. Asi, t; = 3 para todo i = 1,2, 3, 4.

(a) ftem 1.

Figura 4: Ilustracién 1, Teorema 3.2

Sustituyendo ¢; en (4.5), y utilizando el {tem 1., Teorema 3.1, se obtiene que

4 2

W; .

2 2 3 2 3 4 2 3 8
(1—5) bz+*Z,L: *b2+*(2q—’w7‘) = gbz+*(2bc—f)— —W; = *bi‘i‘*bc_*f_

55" 5 5 5 ' 5' 5° 5 5

Como w; = Hy,, _1(f), parai=1,2,3,4 (por el item 3. del Teorema 3.1), se tiene

2

2 2 3 8 4 2 (3 1 8 3
(1_5>bi+52i—5bi+5bc_5f_5(2bi_2f)—5bc_5f

s (f):

5

Noétese ahora que h; = Sy, (f) para i =1,2,3,4 (ver (b), Figura 4). Por tanto,

hi = hj = Sw,(f) = Sw; (f) = Qwi = f) = Qw; — f) = 2(wi — wy).

Por otro lado, si z; = S,(w;), para i = 1,2, 3,4, se tiene

8 3
Asi, g = Sbc — gf ¥, por definicién de homotecia, g = H,, _

zi — 25 = Sq(w;) — Sq(w;) = (2¢ —w;) — (2 — w;) = w; — w;

1 1
para {i,j} C {1,2,3,4}. De igual forma como H, 1 (z;) = St + 5x; y t = S¢(f), se tiene que

2 2
1 1 x — f zi — f
Hy (@) = 5(2q—f)+§$i:q4‘ 5 T4t Twimwi =
T — T+ T+ x—

(x1+x2+x3+x4—2f
q+

—2:2—1
> >w q—w
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De manera que se cumple el item 3. (ver (a), Figura 5).

(b) ftem 4.

Figura 5: Ilustracion 2, Teorema 3.2

Nétese que por el item 2. del Teorema 3.1, los segmentos [z;, z;] y [hs, h;] son paralelos. Luego,
por el item 2., los segmentos [h;, h;] y [w;, w,] son paralelos. Asi, por transitividad, los segmentos
[zi, ;] ¥ [w;, w;] son paralelos (ver (b), Figura 5). Ademas,

T +xpt+r; Tt rTptar; ;@

b; —b; = — =
J 3 3 3

Finalmente, (ver (c), Figura 5), para determinar el punto de interseccién de los segmentos:

(1 —to)maz + tomsa y (1 —t1)mar + timas. (3.3)

para tg,t; € [0,1]. Igualemos las ecuaciones presentes en (3.3), para determinar los valores de ¢
y t1:
(1 — to)mlg + t0m34 = (1 - tl)TTL41 + t1m23. (34)

Asi, desarrollando la ecuacién (3.4) se tiene que

A T3+ T4t T T2+
(1 to) (122> Lt <324> _ (-t (421> L (223>

) [(1_2t0)+(t12_1)} + [(1_;0)—2] + a3 <t20—t21)+x4 [gJJr(tl;l)} -0

De donde se obtiene el sistema:

to+t1=1 1
:}toztlz—
to—t1 =0 2

Sustituyendo el valor de ty en la primera ecuacién en (3.3) se tiene que:

1 T + 2o 1 T3 + T4 _x1+ac2+x3+x4_b
2 2 2 2 N 4 e
obteniendo asi lo deseado. O

Es importante notar que las propiedades de cinco puntos cualesquiera en un plano de Min-
kowski mostradas en los Teoremas 3.1 y 3.2, también son validas en un espacio vectorial bidi-
mencional pues las demostraciones de dichos teoremas se realizaron usando solo nociones afines
que no dependen de la norma del plano tales como: simetria, homotecia y paralelismo.
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Por otro lado, obsérvese que si V4 = {21, 2, 3, x4} es el conjunto de vértices de los poligonos
Py, y &y,, entonces todas las propiedades del Teorema 3.1 y Teorema 3.2 se cumplen para Py,
v Py,, salvo el hecho de que b, es el centroide de Py, (bpv4), pero no el de Py,.

Ahora se presentardn dos resultados donde se mostraran propiedades de un cuadrildtero inscri-
to en una circunferencia, relacionadas con un punto cualquiera del plano. Se estableceran algunas
comparaciones de las mencionadas propiedades con otras presentes en el Teorema 2.1 y algunos
otros resultados contenidos en [7].

Teorema 3.3. Sean M un plano de Minkowski y C(x,r) una circunferencia en M. Sean x1,x2, T3,
T, 4+ To+ 3+ T4 — 220

x4 y [ puntos distintos de M, con x1,x9,x3 y x4 en C(x,r). Sean g, = > ,

4

+ a5+ —2 ; +xy + o
Z % I S Rk Tkl f. Sean b; = Lok y w; el punto de simetria del
i=1

2 3

Axjz k_xl y su f-antitridngulo para {i,j,k,1} = {1,2,3,4}; cr = Sq(z); y hi = S¢(x;) para
1 =1,2,3,4, entonces se cumple:

1. Sicy = Hbc’fé(m) es el centro de una circunferencia que contiene los b;, entonces C(cp, 5) =
H, _y(C(z.1)).

2. Sicy = Hj 3(co) es el centro de una circunferencia que contiene los w;, entonces C(cw, 5) =
Hf,% (C(Cb7 %))

3. Sicy = Hf,% (cn) es el centro de una circunferencia que contiene los w;, entonces C (cw, g) =

Hy ) (Clen,m)).
4. Sicy es el centro de una circunferencia que contiene los w;, entonces ¢ = Se,, (qz)-

Demostracion. Tomemos y € C(cp, §), por tanto ||y —y|| = 5 (ver (a), Figura 6). Se verd que

Wl =

y € Hy, _,(C(x 7)). Supéngase que existe w € C(z,r) tal que y = H, 1( ), determinemos la
forma que *tendrfa tal w. A saber,

1 1 4 1

Y= Hbc,f‘%(w) = <1 + 3> bc - gw = gbc — gw,

entonces w = 4b. — 3y.

Veamos ahora que w € C(x,r). Como ¢, = Hbc,fé(l’) por hipétesis, entonces

=3y —cl =

4 1
—w|| = ||z — (4b. — 3y)|| =3 |ly — ( =be — =
o = wll = llo = (40 = 3931 =3}y ~ (5 - 3)

De manera que y € H, _1(C(z,7)) y por tanto, C(ce, 3) C Hy _1(C(z,7)).

1
~3
Luego, si y € Hy_ 77(0( r)), entonces existe z € C(x,r) fal que y = H,__1(z). Obsérvese
que ||z — z|| = r, asi

4 1 4 1 1 r
S R N[ IO ITR

De manera que y € C(cy, 3) v, por tanto, C(cy, 5) O Hy, _1(C(x,7)).
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Siy € C(cw, 5), entonces [lc, — y|| = g (ver (b), Figura 6). Veamos que y € Hy s (C(cp, 3))-

Supéngase existe w € C(cp, 5) tal que y = Hﬁ% (w). Determinemos la forma de dicho w,

3 3 3 1
yZHf,g(w):(1—2>f+2w=2w—2f,

1
entonces w = 3 (2y + f). Veamos que w € C(cp, 5). A saber,

feo = wll = o= (5 2+ 1)) | = 5 I3 = 2+ 10 (3.5)

Como ¢, = Hy s (cp), se tiene que

T 3 3 1 1
=llew =l = (1= 3) £+ 5= = 313020 = 7 = 5 e = 2 4]

por tanto
13cy — 2y + f)ll = (3.6)

Asi, por las ecuaciones (3.5) y (3.6), se tiene que ||cp, — w|| = g De manera que y € Hy 3 (C(cs, 3)),
obteniendo que C(cw, 5) C Hy 3 (C(cs, 3))
Luego, siy € Hy 3 (C(cs, 3)), entonces existe z € C(cy, 3) tal que Hy s (2) = y. Obsérvese que

r

llew — 2| = g Veamos entonces que y € C(cy, 5), asi

3 1 3 1 3
lew =1l = |ip (@)~ Hy32)| = | (Geo = 57) = (3= 57) | = § heo =21 = 5

(b) Item 2.

Figura 6: Ilustracion 1, Teorema 3.3

Probemos ahora que C (¢, 5) = Hy 1 (C(cn, 7)) siempre y cuando ¢y, = Hy 1 (cp) sea el centro
de una circunferencia que contiene los w; (ver (a), Figura 7). Témese un y € C(cy, 5) y veamos
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12 Loidybeth Carrillo Colmenares - Tobias Rosas Soto

que y € Hf’%(C(ch,r)). Supéngase que existe w € C(cp, ) tal que y = Hf,%(w). Determinemos
quién serfa w,

1 1 1 1
H = 1—7 —_ = — —_ —
fy%(w) < 2>f+2w 2f—|—2w Y,

Figura 7: Ilustracion 2, Teorema 3.3

entonces w = 2y — f.
Veamos que w € C(cp,r). A saber,

llen —wll = llen = 2y = Hll = llen — 2y + £ (3.7)

1
Por otro lado, se tiene que g =llcw =yl = B IIf + cn — 2y|| v por tanto || f + cn — 2y|| = r. Asi,
por la ecuacion (3.7), se tiene que ||, — w|| = r. De donde se obtiene que y € Hy 1(C(ca,7)).De
manera que C (cy, 5) C Hy 1 (Clen,T))-
Luego, si y € Hy 1(C(cn,7)), se tiene que existe z € C(cn, 1) tal que Hy 1(z) = y. Obsérvese
que |cp, — z|| = r. Veamos que y € C(cy, 5). Por hipdtesis se tiene
1 1 1 1 1 r
lew —yll = HHﬂ%(ch) - Hf,%(z)H = H <2f + 2ch> - <2f + 22) H ==glen—zl=3
Por tanto, Hy 1 (C(cp,7)) CC (cw, ).
Por ultimo, veamos que si ¢, = Hy 1 (cn) es el centro de una circunferencia que contiene los
w;, entonces ¢ = Se, (¢.) (ver (b), Figura 7). Obsérvese que:

1 1
Scw(%c) = QCw%z(QfJFQCh)Q:chFCh%f+(2q17)%c
S 1+ 2o + 23 + x4 — 20 :2q_(x1+9:2+:c3+x4)+f:
2 2
$1+I2+I3—|—$4—2f
= 29— 5 =2¢—q=gq
obteniendo asi lo deseado. O
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Teorema 3.4. Sea M un plano de Minkowski. Sean C(x,r) una circunferencia, y x1,22, 23, T4,

e T1+To+ T3+ T4 — 2
puntos distintos de M, tal que x1,x9,x3,24 € C(xz,7). Sean q = ! 2 3+ T4 ;q; el

2
punto de simetria del Ax;xpx; con su x-antitridngulo, w; el punto de simetria del Axjxpz; con
su f-antitridngulo, para {i,j,k, 1} = {1,2,3,4}; ¢;, = Sq(x); y hy = Sy(z;) para i = 1,2,3,4.
Entonces se cumple:

1. C(q,5) = Hché(C(x,r)).

2. Sie; = Suw,(qi), entonces C(e;, 5) es una circunferencia medial del f-antitridngulo del
Azxjapay, para {i,7,k, 1} ={1,2,3,4}. Ademds, e; € C(q,5) y e; es el punto medio del
segmento [z, h;], para i =1,2,3,4.

8. S u; = Sy(e;), entonces C(us, 5) es una circunferencia medial del t-antitridngulo del
Ahjhihy para {i, j, k,1} = {1,2,3,4}. Ademds, u; € C(q,5) y u; es el punto medio del seg-
mento [cn, z;], para i =1,2,3,4.

4. x—f=e —q; parai=1,2,3,4.

5. e; —ej =u; —u,; para {i,j} C {1,2,3,4}.

Demostracion. Dado que c; = Sy(z), se tiene que ¢ = H,,

1(z) (ver (a), Figura 8). Témese y €
C(q,5), es decir |lg —y|| = g’ y veamos que y € HC}“%(C(:&, r)). Supdéngase que existe w € C(x, )
tal que y = H,, 1 (w) y determinemos jcuél serfa el w que cumple tal condicién?. Nétese que

1 1
Y= 50 + W de donde w = 2y — ¢;. Veamos que w estd en C(x,r). Asi,

[ —wll = [le = (2y = cn)ll = [l = 2y + enll = [lv — 2y +2¢ — z[| = 2[l¢ — y[| = -

(b) ftem 2., primera parte

Figura 8: Ilustracién 1, Teorema 3.4

Por otro lado, sean mj, = i _;m, mj = it xl, mig = Tt T los puntos medios del
Axjxpry, para {j,k,1} C {1,2,3,4}. Veamos que my, € C(q;, 5) para {i,j,k,1} = {1,2,3,4}.
Como z; € C(x,r), entonces ||z — z;|| = r. Por tanto,

T;+xt+x—T Tj + T T —x; T
Cma|] = — = = —, 3.8
la: — el . (=3 ] (35
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14 Loidybeth Carrillo Colmenares - Tobias Rosas Soto

mostrando asi que m;r € C(g;, 5). Ahora, sean y; = Sy, (2;) y njx los puntos medios del Ay yry
(el f-antitridngulo del Azjxpx;), para {i,j,k,1} = {1,2,3,4}. Asi, por hipétesis, es claro que
njk = Sw, (Mm;k). Luego, por la ecuacién (3.8), se tiene que

r
lles = ngell = 11Sw: (4i) = Swi (M)l = llas — mll = -

Por tanto, njx € C(e;, §), siendo asi C(e;, §) una circunferencia medial del Ay;yry; para {i, j, k, 1} =
{1,2,3,4} (ver (b), Figura 8).

Probemos ahora que: e; € C(q, 5); y e; es el punto medio del segmento [z, h;], parai = 1,2, 3, 4.
Asi,

(3.9)

i+ +x—f rj+txp+a -7 rj+xp+a—2f +x
€ =2w; —q; =2 - = )

2 2 2

I1+$2+$3+I4—2f

Luego, por (3.9), dado que ¢ = 5 , se tiene
Ti+ T+ + 2 — 2f Tj+xp+o—2f+x Ti— X r

Usando (3.9), y dado que h; = Sy(z;) para ¢ = 1,2,3,4, se tiene que e; es el punto medio del
segmento [z, h;] (ver (a), Figura 9). En efecto,

r+h; x+2q-—x; x+ai+aataztrs—2f—x; xt+ajtapta—2f

€;

(a) ftem 2., segunda parte (b) ftem 3., segunda parte

Figura 9: Ilustracién 2, Teorema 3.4

Usando un razonamiento similar al anterior. Témese en cuenta que h; = Sy(z;), u; = Sq(e;),
para ¢ = 1,2,3,4. Luego, denotemos: z; = Sq(w;); pi = Sq(qi); di = Sq(yi); ajx = Sq(mjr);
y bjr = S¢(n;i). Como las simetrias preservan distancias, entonces se verifica el ftem 3.. Para
ilustrar este resultado vedse la Figura 10 y la parte (b) de la Figura 9.
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Figura 10: Tustraciéon 3, Teorema 3.4: [tem 3., primera parte

Por otro lado, (ver (a), Figura 11), sea e; = Sy, (¢;) = 2w; — ¢; para i = 1,2, 3,4, de donde

ritapto—f (xjtapta—w e
2 2 '

ei_Qizei_QiZQ(wi_Qi)ZQ[

(b) Item 5.

Figura 11: Ilustracion 4, Teorema 3.4

Por ultimo, nétese que u; = Sy(e;) para i = 1,2,3,4 (ver (b), Figura 11). Como S,(e;) =
2q — e;, se tiene que

u; —u; = Sq(ei) — Sqlej) = (2 — e;) — (2¢ — ¢j) = ej — e
O

En [8], la nocién de C-ortocentro para tridngulo estd dada por la interseccién de circunferen-
cias. En [6], se define simetrizando un circuncentro del tridngulo dado, con respecto a los puntos
medios de los lados del mismo. Ademads, se puede constatar que el C-ortocentro de un tridngulo
cumple que: los puntos medios de los segmentos formados por el C-ortocentro y los vértices del
tridngulo estan en la circunferencia de Feuerbach del tridangulo dado.

En un cuadrilatero la nociéon de C-ortocentro no existe. Sin embargo, para cuadrilateros ins-
critos en una circunferencia, dado el centro de la circunferencia circunscrita, existe un punto que
posee la misma propiedad para el cuadrilitero, que la del C-ortocentro con el tridngulo mencio-
nada anteriormente. Asi, observando los resultados presentados, y los presentes en [7], se puede
establecer la siguiente definicién:
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Definicién 3.2. Sea un cuadrildtero Py, inscrito en una circunferencia C(z,7), en un plano de
Minkowski M, con V4 = {x1, 22, 23, 24}. Sea ¢ el punto de simetria de Py, con su z-anticuadrildte-
ro Py, , donde Hy = {hq, ho, hs, ha}. Se dird que h es el C-ortocentro del cuadrildtero Py,, si los

X

puntos estan en la circunferencia de Feuerbach del cuadrildtero Py,, para i =1,2,3,4.

4 Pentagonos

En este punto se introduce una notacién que sera de utilidad en el proximo resultado y en lo
que sigue del articulo. Nétese que dado un conjunto Vs = {1, x2,x3, 4,25}, se pueden formar
cinco cuadrilateros cuyos vértices estdn en el conjunto V5. Por tanto, para identificar los punto
de Vs que son vértices del cuadrilatero de interés se utilizara la siguiente notacién: Vi denotard al
conjunto de punto {z;,zy, 1, s} para {i,j,k, 1, s} = {1,2,3,4,5}, es decir, Vi = V5 — {z;}. Asi,
Py; (Zy;) denota el cuadrildtero convexo (estrellado) cuyos vértices estdn en el conjunto de
puntos Vi.

Teorema 4.1. Sean x1,x2,T3,T4,T5 y [, puntos distintos en un plano de Minkowski M. Sean
Vs = {x1, T2, 23, 24,25}, w; el punto de simetria del cuadrildtero Py, (ﬁvé) con su f-anticuadrild-

5
para {1, j,k,1, s} = {1,2,3,4,5}. Sean b, = Z i Yy
Pl

T+ T+ X1+ Ts
4

hi = Sw, (f) parai=1,2,3,4,5, entonces se cumple lo siguiente:

tero Py (P ), y bi =

1. Los segmentos [x;, h;], coni=1,2,3,4,5, tienen el mismo punto medio q. Ademds,

_.Z‘1+.%‘2+5L‘3+$C4+.%'5—3f
= 5 ,
s (f)-

es decir, q = Hbc’,i
2. x; —x; =hj—h;, con{i,j} C{1,2,3,4,5}.

3. w; = Hy, _1(f), para i = 1,2,3,4,5. En particular, w; — w; = 2(b; — b;), para {i,j} C
{1,2,3,4,5}.

4. b = Hbc,_%(x,-), para i =1,2,3,4,5. En particular, los segmentos [x;,b;] se intersectan en
el punto b..

5. hi =Hy, —3(f), parai=1,2,3,4,5.

, )
Demostracion. Dado que h; = Sy, (f), para i = 1,2,3,4,5, y w; = Tjt T TAT / para

2
{i,4,k,1,s} ={1,2,3,4,5} (ver (a), Figura 12), el punto medio del segmento [x;, h;] es:

ri+h;  xi+2w—f wmt+ast+aztayt+as—3f 5 3

2 = 2 = 2 §bc - if = Hbc,fg(f)’

De manera similar, (ver (b), Figura 12), obsérvese que

Tj+xp+x+xs —2f
2

hiZSwi(f)ZQMi—f=2< >—f:xj+xk+xl+xs—3f (4‘1)
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Por tanto, de la ecuacién (4.1), se tiene que h; = x; + a2 + x; + 25 — 3f para {4,j,k, 1, s} =
{1,2,3,4,5}. Luego,

hj—hi=z;+xp+x+xs —3f —(xj +ap+a+25 —3f) =2, — ;.

(b) Item 2.

Figura 12: Ilustracion 1, Teorema 4.1

Dadoquewi:xj+xk+ml+xs_2f Tj+ T + 2 + Ts

ybi =
2
veamos que w; = Hy, _1(f) (ver (a), Figura 13). Asi,

, para {ivj’kvl’s} = {172a374a5}a

] s 1 5_2
th1(f)_2bi_f_2<xj+xkixz+x >_f_xj+xk+x21+x f:wl- (4.2)

En particular, por la ecuacién (4.2), para {i,j} C {1,2,3,4,5}, se tiene que

’U}i—’wj:2bi—f—(2bj—f):2(bi—bj).

[ =8
1]\

(a) ftem 3. (b) Ttem 4.
Figura 13: Tlustracion 2, Teorema 4.1
Por otro lado, se tiene que b, = Trt et x53 L2 s 3:57 y por definicién de homotecia
5 1 T1+Tot+r3+24+25 1 Tj+ T+ T+ T
H i:*bc—*i: — —X; = :bl 4.
A L 4 4° 4 (43)
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para {i,7,k,l,s} = {1,2,3,4,5} (ver (b), Figura 13). En particular, tomando en cuenta la ecuacién
(4.3), se tiene que

5 4 1
4 4 1 *bc — gbl + gl’l = bc

4
para i = 1,2,3,4,5, y por tanto b, es un punto del segmento [b;, z;] para i = 1,2,3,4,5.

Ti+xp+x+x L.
. 1 > para {i,j,k,1,s} =

Por tltimo, ndtese que Hy, —3(f) = 4b; —3f y b; =
{1,2,3,4,5} (ver Figura 14).Por tanto,

Hy, —3(f)=aj+xp+x1+xs — 3f

Figura 14: Item 5., Teorema 4.1

Asi, usando la ecuacién 4.1, se tiene que h; = Hy, —3(f) parai=1,2,3,4,5. O

Basados en el item 1. del Teorema 4.1, se establece la definicién de antipentdgono para un
pentdgono cualquiera, con respecto a un punto en el plano, de la siguiente manera:

Definicién 4.1. Sea M un plano de Minkowski. Sea Vs = {z1, 22,23, 24,25} €l conjunto de
5
1
vértices del pentdgono Py, (Zy.) en M, y sea b, = 3 ZmZ Sean f € M, donde f ¢ Vs, y
i=1
q = Hbm_%(f). Se dice que el pentdgono Py (P4.) es el f-antipentdgono de Py, (Hy,) si

Hg, - {h17h27h37h4, h5} y hz = Sq(aci)7 para 1= 1,2,3,4,5.

Teorema 4.2. Sean x1,x9,x3,24,x5 y f, puntos distintos en un plano de Minkowski M. Sean

Vs = {x1, 22,23, 24,5}, w; el punto de simetria del cuadrildtero Py (BZV;;) con su f-anticuadrild-
5

. para {i,j, k,1,s} = {1,2,3,4,5}. Sean b, =»

i=1

X4
5’

Tj+ T+ T+ X
4
q= Hb.7_%(f), y h; = Sw, (f) parai=1,2,3,4,5, entonces se cumple:

tero Py, (Pu.), y bi =

2(f), para i =

1. Si z; = Sq(w;), los segmentos [b;, z;] se intersectan en el punto g = Hy,, _»

1,2,3,4,5.

2. Los segmentos [hi, hj] y [w;, w;] son paralelos para {i,5} C {1,2,3,4,5}. En particular,
hi — hj = 2(’11}1‘ — wj).
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3. Sit=84(f) y zi = Sq(w;), entonces z; = Ht’%(xi), parat=1,2,3,4,5, y z; — z; = wj — w;
para {i,5} C {1,2,3,4,5}. Ademds, z; es el punto de simetria del cuadrildtero Py (‘@Hs))
con su t-anticuadrildtero.

4. Los segmentos [x;,x;], [bi,b;] y [wi, w;] son paralelos, para{i,j} C {1,2,3,4,5}. En parti-
cular b; — b; = i(xj —x;).

Demostracion. Nétese que la solucion del sistema

(1 — tl) b1 +t121 =11
(]. — tg) b2 + tQZQ = Y2
(1 —t3)bs +t3zs =ys (4.4)
(1 —ta)bs+taza =y
(1 —t5)bs +t525 = ys5

con t; € R para i = 1,2,3,4,5, muestra el punto g de interseccién de los segmentos [b;, z;] para
i=1,2,3,4,5 (ver (a), Figura 15).
Tomando en cuenta los valores de z;, b; y de w; se tiene que igualando dos ecuaciones cuales-
quiera del sistema (4.4) se obtiene:
(1 — tz)bz + tizi = (1 — tj)bj —+ thj,
(1 —t)bi +ti(2g — w;) = (1 = t;)b; +t;(2q — wy)

Ti+Tr+x+ x4 T, +xr + 2+ X
(ti_tj)2q+(1_ti)< ’ k4 l )-tiwz:(l—fj)( k4 l )‘tjwj

1 1 1 1 1
<4 + Zti — tj> Z; + <t1‘ — th - 4) T, — l(tj — ti)(xk + 2 +.’ES) — Q(ti — tj)f =0

De donde se obtiene el sistema:

t—4t; = —1
At —t; =1 (4.5)
ti—t;=0

1 1
cuya solucion estd dada por t; = 3 =t;. Asi, t; = 3 para todo ¢ = 1,2, 3,4,5.

Figura 15: Tlustracion 1, Teorema 4.2
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3 (f)

(item 1., Teorema 4.1) y w; = Hy, —1(f), para i =1,2,3,4,5 ({tem 3., Teorema 4.1), se obtiene
que

Sustituyendo #; en la i-ésima ecuacién de (4.4), y utilizando el hecho de que ¢ = H, _

1 1 2 2 1 2 5 1 2 5 1 5 2
( 3)b1+3zl bitga—gwi = gbitgbe—f—qwi = Sbitgbe—f—3 (2 = f) = Jbe—3f

2 (f)-

Noétese que h; = Sy, (f) para i = 1,2,3,4,5 (ver (b), Figura 15). Por tanto, para {i,j} C
{17273a4a5}a

5 2
Asi, el punto de interseccién es g = ~b. — ~ f y por tanto g = H,,__

hi*hj :Swi(f)*Swj(f) = (zwi*f) - (2wj *f) :2(wi—wj).
Se tiene que z; = Sq(w;) para i =1,2,3,4,5 (ver (a), Figura 16), entonces
zi — zj = Sq(wi) — Sg(w;) = (2¢ — w;) — (2¢ — w;) = wj —w;,
para {i,j} C {1,2,3,4,5}.

(a) Ttem 3.

Figura 16: Ilustracion 2, Teorema 4.2

Como t = S,(f), se obtiene que

1 1 x; — f xi— f zitxpt+a+xs—2f
Ht,%(xi):§t+§$i:q+ B) =q+ D) +( ! 5 —w; =2 —w; = %
h; +hg + hy+ hs — 2t .
Veamos que z; = —2 o 2l + , para {i,7,k,l,s} = {1,2,3,4,5}. En efecto, como
t:Sq(f)
hj+hy+h+hs =2t (2¢—x5) + (2 — 2x) + (29 — x7) + (29 — x5) — 2t
2 N 2

8¢ — (zj +ar+a+a5) —4g+2f
2

_ 4q—(xj+xk—2kxl+xs—2f) 9w = 2
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Por el item 2. del Teorema 4.1 se tiene que los segmentos [x;,z;] y [hs, h;] son paralelos (ver
Figura 16). Luego, por el item 2., se tiene que los segmentos [h;, h;] y [w;, w;] son paralelos. Asi,
por transitividad se tiene que los segmentos [z;, ;] y [w;, w;] son paralelos. Por dltimo, basta ver

que

Tit+axrt+r+rs Tit+rptrtrs T -
bi—bi = 4 - 4 !

O

t+ x;
Nétese que el item 3., del teorema precedente, dice que Sy(w;) = H, 1(z;) = Rkl

)3
i=1,2,3,4,5.

para

Teorema 4.3. Sean Vs = {x1, T2, %3, 24,25}, un conjunto de puntos distintos en un plano de

Minkowski M, pertenecientes a la circunferencia C(x,r). Sea w; el punto de simetria del cua-

drildtero Py; con su x-anticuadrildtero Py, para {i,4,k,l,s} = {1,2,3,4,5}. Sean h; = Sy, ()

X1+ T + T3+ X4+ T5 — 3z
2

el C-ortocentro del cuadrildtero Py, ¢ = s en = Sq(x), y 2z = Sq(w;)

para i = 1,2,3,4,5, entonces se cumple:
1. h; € C(cp, 1), es decir, ¢y, es el circuncentro del cuadrildtero IE"er1 para v =1,2,3,4,5.
2. 2, €C(q,5), es decir, ¢ € C(z;, 5) para i =1,2,3,4,5.
3. Clq,5) = Hch’é(C(:c,r)).

4.z = Hch’%(xi), para i = 1,2,3,4,5. Ademds, z; es el punto de simetria del cuadrildtero
hj 4 hi + hy + hs — 2¢p,

PHZ y su cp-anticuadrildtero para © = 1,2,3,4,5, es decir, z; =

2 )
para {i,j,k,1,s} ={1,2,3,4,5}.
-3 ) s—2
Demostracion. Sabiendo que ¢ = T1t %2+ s _; T4t Ts v yw; = Tj Tkt x2l T x, se
obtiene
len = hill = [1Sq(x) = Sw, (@)]| = 112q — 2wi|| =

= |(z1+zo+as+arat+as—32) — (xj+ap+a+as —22)]| =z, —zl|=r

para {i,j,k,1,s} ={1,2,3,4,5}, (ver (a), Figura 17).

Figura 17: Tlustracion 1, Teorema 4.3
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Dado que z; = Sq(w;), y teniendo los valores de ¢ y w;, para i = 1,2,3,4,5 (ver (b), Figura
17). Se tiene que

Tj+xp+x+xs—2x  x1+ T2+ 23+ x4+ 25— 3T

2 2

lo—aif) _

2 2

lg = zill = lJwi — qll =

para {i7j7 ka l7 S} = {17 23 3; 4, 5} y por tanto, z; € C(q, %) para i= 1, 27 3743 3.

Sea y € C(q, 5), es decir, [lg—y| = 5. Se verd que y € H,, 1(C(x,7)) (ver (a), Figura 18).
Supongamos existe w € C(x,r) tal que y = HC}“%(w). Determinemos jquién seria un w que
cumpla tal condicién?. Asi,
cp +w

2
de donde w = 2y — ¢;. Ahora veamos que w € C(z,r). En efecto,

y=H, 1(w) =

c

[z —wl| = llz = (2y —en)l = llz = 2y + 2¢ — )| = 2[lg = yll =

lo que implica que C(q, 5) € H,, 1(C(z,7)). Témese ahora y € H,, 1(C(x,r)), por tanto existe
z € C(w,r) tal que y = H,, 1(2). Veamos que y € C(q, 5). Asi,

1
2

r

cp+ 2z 1 1 1
la m|\p (%5 )H 3120 = e — 2l = 5120 = (20— 2) = 2l = 5 o — 2] = 7

De manera que, H,, 1(C(z,r)) € C(q, 3).

(b) ftem 4., primera parte (c) ftem 4., segunda parte

Figura 18: Tlustracién 2, Teorema 4.3

cy + x;

Veamos que = 2q — w; (ver (b), Figura 18). Por un lado se tiene

chp + x; 2q —x 4+ x; T1+To+ 23+ 24 +25 — 42+ 24 T;+ T+ X+ 2
2~ 2 2 B 2

—2z. (4.6)
Por otro lado, se tiene que

xj—l—xk—l—xl—i—xs—%c)

2 —w; = (m1+x2+x3+x4+x5—3x)—( 5

(4.7)
T+ X+ 21 + Ts
2

= z;+ — 2.

Divulgaciones Matemadticas Vol. 20, No. 2 (2019), pp. 1-30



Propiedades geométricas de poligonos en planos de Minkowski 23

De las ecuaciones (4.6) y (4.7) se obtiene lo deseado.
Mostremos ahora que

hj+hk+h21+hs—20h :xi+$j+$k-2|-$z+$s o

En efecto,

hj+he +h+hs —2c,  2(w; +wy +wy +ws) — 4z — 2(29 — )
2 2 (4.8)
wj + wg +w +ws — 29 — .

T+ Tk +x + 15— 2T

Como se tiene que w; = , por el item 3. del Teorema 4.1, entonces

2
dx; +3x; + 3 3z; 4+ 3xs — 8
wj +wg +w +ws —2¢—x = S xk; SR x—2q—x
= 2mi+3(mj+mk;xl+xs)—5:r—2q.

1+ a2+ 23+ 24+ 75 — 32

Ahora, como ¢ = , se tiene que

2
wj +wp +w Fws —2g—x = xi+xj+xk;xl+xs—2x. (4.9)
Asi, por las ecuaciones (4.8) y (4.9) se obtiene lo deseado (ver (c¢), Figura 18). O

Teorema 4.4. Sea M un plano de Minkowski. Sean el conjunto de puntos distintos Vs =
{z1, 22,23, 24,25}, la circunferencia C(x,r), con x; € C(x,r) parai=1,2,3,4,5, y [ un punto

+ 25+ a3+ 4 + 25 — 3 + 22+ T3 + T4 + 25 — 3
ethalquef¢V5.Seanq$:xl T2 x32x4 s x’q:ml T2 a:32a:4 5 f

5

€X; Ti+xr+x + X8
ybC:ZE.Seanbi: J 1
i=1

con su f-anticuadrildtero para {i,j, k,l,s} = {1,2,3,4,5}; cp, = Sqy(x); y hi = Sq(z;) para
1=1,2,3,4,5, entonces se cumple:

y w; el punto de simetria del cuadrildtero Py, (Px,)

1. Sicp = Hbc,fi(x) es el centro de una circunferencia que contiene los b;, entonces C(cp, §) =
H,, _1(Cla,r)).

2. Sicy = He, —1(f) es el centro de una circunferencia que contiene los w;, entonces C(cw, ) =

Hya(Clev, 7))

3. Sicy =Hy s (cn) es el centro de una circunferencia que contiene los w;, entonces C (cw, Z) =
2

2
Hy 1 (C(en,7)). Ademds, Se,(qz) = Sq(cw).

4. Clg,5) = He, 1 (C(x,7)).
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Demostracion. Seay € C(cp, 7), entonces ||y — y| = g Veamos quey € H,,_ _1(C(z,r)). Supénga-

se que existe w € C(x,r) tal que y = Hy, 1 (w). Determinemos ahora jquién deberia ser w?,

1 1 5 1
y= Hbc,—i(w) = (1 + 4> be — —w = —b, — - w,

por lo tanto w = 5b, — 4y.
Ahora, veamos si w € C(z,r). Asi, dado que ¢, = Hy, 1 (z), se tiene que

1 5 5 1
— = — 0_4 :4 — — —0¢ :4 — —0c — —
|z —w| = ||z — (5b: — 4y)|| H4x 1? +yH Hy (41) 4x>

=4y -l =7,

de manera que C(cy, ) C Hy, _1(C(x,7)) (ver (a), Figura 19).

(a) Ttem 1.

Figura 19: Tlustracion 1, Teorema 4.4

Reciprocamente, sea y € Hy_ 7Z(C(x r)), entonces existe z € C(x,r) tal que y = H, _1(z2).

o1
Teniendo en cuenta que ||z — z|| =ry ¢, = H,__1(z), entonces

5 1 1 r
=) B 2

Asf |ley —y|| = §, ¥ por tanto HbCﬁ%(C(x,r)) C Clew, §)
Probemos ahor? que C(cw, 5) = Hy2(C(cw, 7)) (ver (b), Figura 19). Témese y € C(cw, 5), €s
decir, |, —yl|| = 3 Verifiquemos entonces que y € Hyo(C(cy, §)). Supéngase que existe w €

C(cy, §) tal que y = Hy o(w). Determinemos ¢qué forma deberfa tener tal w?,

y=Ho(w)=(1-2)f+2w=2w-—f.

+ , ;
Por tanto w = % Veamos que w € C(cy, §). Asi, como ¢, = He, —1(f), se tiene que

1
cz,_<f+y)H *HQCb (f+y)||=§||cw—y||:£

lleo —wl| =
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de manera que C(cw, 5) C Hy2(C(cs, 7))
Reciprocamente, tomemos y € Hy2(C(cy, §)). Por tanto, existe w € C(cy, §) tal que y =

Hys(w). Probemos que y € C(cy, §), es decir, |lc, —y|l = g Tomando en cuenta que ¢, =

r .
Hep 1(f) y lles —wl|| = 70 5° tiene que

’
llew =yl = 12 = f = (=f +20)]| = 2lep — wl| = 3,

de manera que Hy(C(cp, §)) C C(cw, 5)-

(a) Ttem 3. (b) Ttem 4.

Figura 20: Ilustracion del item 3., Teorema 4.4

Veamos que C (cy, 5) = Hy 1 (Clen,r)) (ver (a), Figura 20). Si y € C(cw, 3), es decir, si
llew — vl = E, entonces y € Hjy1(C(cn,7)). Supéngase que existe w € C(cp,7) tal que y =

Hy 1 (w). Determinemos ahora jquién deberia ser este w?,

1 1 1 1

por tanto w = 2y — f. Ahora, veamos que w € C(cp, 7). Asi, como ¢,, = Hf,% (cn), se tiene que

+c
len — wll = llew — 2y — £l = llew — 2y + £l =2 | 25—yl = ew — gl =
2

de manera que C (cy, 5) C Hy 1 (C(cn,T))-
Reciprocamente, sea y € Hy 1(C(cn,)). Por tanto, existe w € C(cn,7) tal que y = Hy 1 (w).

Veamos que y € C(cy, §), es decir, que [lc, — y|| = g Ahora, como ¢, = Hfé(ch), se tiene que

1
lew = = [17,5c0) = Hy 3 )] = 3 llew = wll = 5.
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de manera que Hy 1 (C(cp, 7)) CC (cw, %)
Luego, dado que ¢, = ny%(ch) y cn = Sg(x), se tiene

Se(@e) =2¢0 —z=ch+f—@=2¢q—2+f—qo=2¢— (v — f + qu). (4.10)
Por otro lado,

Ty + 22+ 23+ T4 + 25 — 32

t-fta = T-f+ ) -
%f+$1+$2+1?342r$4+$5*3f7%x (4.11)

= g grtgf= 5Tt ) = glet f=cu

Asi, de las ecuaciones (4.10) y (4.11), se tiene que S, (¢z) = Sq(cw). Obteniendo la demostracién
del item 3.

Por ultimo, nétese que por hipdtesis se tiene que ¢, = Sy(z), (ver (b), Figura 20). Ahora
r
sea y € C(q,3), es decir, [[¢—y| = 7 Veamos que y € H,, 1(C(x,r)). Supéngase que existe
w € C(z,r) tal que H,, 1(w) = y. Determinemos entonces jcudl serfa tal w?. Nétese que

1
y=H, 4(w) = e+ 5w,

de donde w = 2y — ¢. Veamos que dicho w estd en C(x,r). En efecto,

T
IIw—wII=IIw—(2y—6h)H=Hw—2y+2q—m|\=2||y—qH=2§=

y por tanto C(q, 3) C H,, 1(C(z,r)).

Témese ahora un y € H(h, 1 (C(x, 7)), entonces existe un w € C(x,r), es decir ||z —w|| = 5,
tal que Hc;“%(w) = y. Veamos que y € C(q, ), es decir, ||[¢ —y| = g En efecto,
la— vl vt Y () =S el = L
—qyll = |lg — =|lg— = — =—|lz—w|==.
=yl = |4 2 173 2 2 2
De manera que H,, 1(C(z,7)) C C(q, 3). O

Teorema 4.5. Sea M wun plano de Minkowski. Sean el conjunto de puntos distintos Vs =
{x1, 29,23, 24,25}, la circunferencia C(x,r) con z; € C(x,r) para i = 1,2,3,4,5, y el punto

-3
f en M tal que f ¢ V5. Sean q = Tit Tt T34 Tat B f; q; el punto de simetria del

cuadrildtero Py con su x-anticuadrildtero, w; el punto de simetria del cuadrilatero Py: con su
f- antzcuadmlatem para {i,j,k, 1, s} = {1,2,3,4,5}; cp = Sq(2); cw = Hy 1(cn) y hi = Sg(i)
para i = 1,2,3,4,5. Entonces se cumple:

1. C(q, 5) contiene los puntos medios de los segmentos [x, hs] y [cn, 2;] para todo i = 1,2,3,4,5,
es decir, los puntos H,, 1(x;) y H, 1(hs) estdn en la circunferencia C(q,3), para i =
1,2,3,4,5.

Divulgaciones Matemadticas Vol. 20, No. 2 (2019), pp. 1-30



Propiedades geométricas de poligonos en planos de Minkowski 27

2. Sea c. = Sq(cw) y zi = Sq(w;), entonces C(c., 5) = Sq(Clcw, 5)), parai=1,2,3,4,5.

3. El punto u; = Sy, (q;) estd en la circunferencia C(c., §), tambien cumple que u; — u; =
w;—wj = q;—q;, para {i,j} C {1,2,3,4,5}. Ademds, Sw,(¢;) = Se.(2i), parai=1,2,3,4,5.

4. Sie; = 84(ui), para i =1,2,3,4,5, entonces e; — e; = uj —u;, para {i,5} C {1,2,3,4,5}.
5. x— f=w;—q, parai=1,23,4,5.

Demostracion. Determinemos que los puntos medios de los segmentos [z, h;] ¥ [ch, ;] estdn en
C(q, %) (ver (a), Figura 21). Asi, por hipétesis del teorema, se tiene que h; = Sq(x;) =2 — x; y
cn = Sq(z) = 2q — z, luego:

z + hy; x+ (29 — ;) x—xi+ T — T 1H ” r
—q|| = ||—————— —¢q|| = —qgll=|—= =z |lz —zi| = =.
2 1 2 g 474 2 2 2
y
ch + T | @qg =)+ |z i T
‘ 5 q'—‘ 5 g = |5 Ta—a|= |3 5 e =zl = 5.
©

(a) ftem 1. (b) ftem 2.

Figura 21: Ilustracién 1, Teorema 4.5

Se probara ahora que si ¢, = Sy(cw) y zi = Sq(w;) para i = 1,2,3,4,5, entonces C(c., 5) =
Sq(C(cw, 5)) (ver (b), Figura 21). Veamos que si y € C(cy, ), entonces S,(y) € C(c., ). Por
tanto

154(y) = ezl = [1(2¢ = y) = ¢l = [1(20 = ¥) = (24 = cu)|| = llew — yll = g
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de manera que S,(C(cw, 5)) C C(cz, 5).
Ahora sea y € S¢(C(cw, 5)), entonces existe un w € C(cy, 5) tal que y = Sq(w). Debemos ver
que y € C(cz, 5), es decir,

r
lle= = yll = llez = Sq(w)ll = [12g = ew = 2¢ —w)l| = v —cull = 5

Asi, C(c., 5) C Sy(Clcw, 5))
Procedamos a probar que Sy, (¢;) = Se.(2:), para i =1,2,3,4,5 (ver (a), Figura 22). Asf,

z

Sw; (@) = 2wi—q =2 (

Tj+ T+ 2+ Ts
2

Z; —|—xk—|—3:l—|—xs—2f> _rjtrptaotas— 2w
2 2

—2ftx=w;— f+zx (4.12)

Por otro lado, como ¢, = Sy(z), ¢ = Hf,%(ch) y zi = Sq(w;) para i =1,2,3,4,5, se tiene que

Se.(zi) = 2¢, — 2z =254(cy) — Sq(w;) = 2(2¢ — cy) — (2¢ — wi) = 2¢ — 2¢,y +w;  (4.13)
= 2q—2<fJ;Ch>—|—wi:2q—f—ch—|—wi:—f—|—x—|—wi. (4.14)

Asi, de las ecuaciones (4.12) y (4.14) se tiene lo deseado.

(b) Item 4.

Figura 22: Ilustracion 2, Teorema 4.5

Veamos ahora que el punto u; = Sy, (¢;) estd en la circunferencia C(c., §) para i = 1,2,3,4,5.
Por tanto,

llez = will = [1Sq(cw) = Sw, (@)l = [12¢ = cw — (2wi — ¢ (4.15)

Luego, por la ecuacién (4.13), se tiene que

r
12q = cw = (2wi — @)l = 1I12¢ — cw = (2 = 20 + wi)l| = ew —will = 5 (4.16)
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Asi, por las ecuaciones (4.15) y (4.16), se tiene que u; € C(c;, 5) para i = 1,2,3,4,5.
Probemos que u; —uj = w; —w; = ¢; — ¢q; para {i,j} € {1,2,3,4,5}. Claramente,

ui —uj = Se.(2i) = Se. (7)) = 2 — 25 = Sq(wi) — Gq(w;) = wi — w, (4.17)
Luego,
Ui —uj = Sy, (@) = Sw,; (a5) = 2w; — q; — (2w; — q;) = 2(wi — w;) + (¢ — @) (4.18)
De manera que, por las ecuaciones (4.17) y (4.18), se tiene que
u;p —uy =2(u; —ug) + (4 — @) = ¢ — ¢ = wi — u;.
Siu; = Sq(e;), para i =1,2,3,4,5 (ver (b), Figura 22), entonces

uj —u; = Sq(e:) — Sq(ej) = (2q — e) — (20 — €5) = €j — ey

Figura 23: Ilustracion 3, Teorema 4.5. Item 5.

Por dltimo, (ver Figura 23), sea w; el punto de simetrfa del cuadrildtero Py, con su f-
anticuadrilatero, ¢; el punto de simetria del cuadrilatero Pvi con su x-anticuadrilatero, para
{i,7,k,1,s} ={1,2,3,4,5}, tenemos que

Wi — g — (Sﬁ'j+$k+l’l+l’s—2f>_ (xj+xk+$l+$s—2$)

o 2f 2z
qi = 5 5

=gyt Tt
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