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Resumen

Estableceremos a los autématas finitos mediante un enfoque algebraico, donde todos los
argumentos y pruebas son constructivas; y donde el concepto fundamental para dicho enfo-
que esta centrado en la multiplicidad.

Palabras y frases clave: Autématas finitos, comportamiento dindmico, multiplicidad.

Abstract

We will present finite automata through an algebraic approach, where all the arguments
and proofs are constructive; and where the fundamental concept for this approach is centered
on multiplicity.

Key words and phrases: Finite automata, dynamic behavior, multiplicity.

1 Introduccion

Presentamos una estructura algebraica la cual serd aplicada a los autématas finitos [1, 4, 5, 2, 3],
donde la nocién bésica que nos permitird tal extensién es la multiplicidad. Para ser maés precisos,
sea A = (Q,%,FE,I,T) un autémata, y sea |A| su correspondiente comportamiento dindmico,
cada camino ¢ : i — t, 4 € I,t € T con etiqueta |c¢| = s determina que s € A; mds ain, si n es
el nimero de tales caminos, entonces podemos establecer una funcién >* — IN la cual especifica
la multiplicidad de los elementos s € ¥*. En este caso diremos que s € |A| con multiplicidad n.
También, con abuso de lenguaje escribiremos la funcién de multiplicidad como |A| : £¥* — N,

Recibido 29/06/2021. Revisado 17/09/2021. Aceptado 23/11/2021.
MSC (2010): Primary 37N35; Secondary 93C65.
Autor de correspondencia: Luz Solé



Estructura algebraica de los autématas finitos y lenguajes 11

|A|(s) = n, y la llamaremos el comportamiento de A. Note que de acuerdo a lo establecido,
|A|(s) = 0 significa que s ¢ |A|. Asi, identificamos a |.A|, el cual es un subconjunto ordinario de
¥*, con la aplicacién | A| : ¥* — IN. Por otro lado, sin consideraciones de multiplicidad cualquier
subconjunto A de ¥* puede ser visto como una funcién A : ¥* — 8, donde 8 = {0,1}. La
identificacién es dada por la relacién: s € A <= A(s) = 1. Finalmente, nos confrontamos con
dos clases de “Subconjuntos” de ¥* (IN-subconjuntos y S-subconjuntos) las cuales corresponden,
unificadamente, al concepto de un semianillo K.

2 Nociones preliminares

Nosotros asumiremos que son conocidos los conceptos y resultados béasicos de las teorias de
autématas y lenguajes. Por su parte,

Definicién 2.1. Un semianillo K es un conjunto dotado de dos operaciones: suma(+) y mul-
tiplicacién -; tal que (K,4) es un monoide conmutativo con elemento neutro 0 y (K,-) es un
monoide con elemento identidad 1. Ademas, para todo z,y, z € K se tiene que

z(y+2) =2y + x2 (y+ 2)x = yx + zx
20 =0 = Oz.

Un semianillo K es llamado conmutativo si (K, -) es conmutativo. Claramente, todo anillo
con unidad es un semianillo. Ejemplos de algunos semianillos conmutativos.

Ejemplo 2.1. Sea 8 ={0,1} es un semianillo, donde la suma esta dada por
1+1=1 0+0=0
0+1=1 1+0=1.
Note que 0 es el elemento neutro. La multiplicacion estd dada por
1-1=1 0-0=0
0-1=0 1-0=0.
donde 1 es el elemento identidad.

Ejemplo 2.2. FEl conjunto N es el semianillo de todos los enteros n > 0, con la suma y la
multiplicacion usual.

Ejemplo 2.3. El conjunto N es el semianillo N junto con un elemento adicional co, donde la
suma y la multiplicacion son extendidas por

n + 00 = 00 o0 +Mn =00 00 + 00 = 0
n-o0o=o00, n#0 o0o-n=o00;n#0 00 - 00 = 00
0:-0=0=0"00.

Ejemplo 2.4. El conjunto Rt es el semianillo de todos los niimeros reales x > 0, con la suma
y la multiplicacion usual.

Ejemplo 2.5. FEl conjunto RY es el semianillo de los nimeros Rt junto con oo, donde las
operaciones se extienden exactamente como en el caso de N a N.
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12 Fernando Ortiz - Luz Solé

Sea {x;};es una familia arbitraria de elementos de un semianillo K, donde I es un conjunto
cualquiera de indices; es decir, una aplicacién ¢ : I — K, tal que ¢(i) = x;, ¢ € I. Si I es finito,

la suma
d wieK (2.1)
icl
Esta suma tiene las siguientes propiedades:
Si I = {i}, entonces sz = (2.2)

icl

Sil= U I; es una particién de I y z € K, entonces
jed

o= (Z x) (2.3)

i€l jeJ \i€ly

z <Z x) => (2.4)

icl el

<Z x) 2= @z (2.5)

i€l iel
Si I =0, entonces le =0 (2.6)
iel

Ahora, considerando a (2.1) en lugar de la suma z+y y tomando (2.2)-(2.6) y (X, -) el monoide
dado como axiomas, entonces podemos definir

{E1+{E2:Z$i, con [ ={1,2} vy Ozz:zji, sil=0.

i€l i€l

En consecuencia, bajo esta axiomatica, tenemos una forma equivalente para definir un semi-
anillo. En efecto, la conmutatividad y asociatividad se obtienen del hecho siguiente: si ¢ : J — I

es una biyeccién, entonces
PILTD S
iel jeJ

Por otro lado, la distributividad a izquierda y derecha se obtienen de (2.4) y (2.5). Enfatizamos
que (2.1) es definida si I es finito. Ahora, si para cualquier conjunto de indices I, (2.1) estd bien
definida como elemento de K, entonces bajo nuestra nueva definiciéon de semianillo, se obtiene la
nocién de semianillo completo. Finalmente, todo semianillo completo es un semianillo.

Los anillos N, Ei B son completos ya que la suma puede extenderse de manera natural para
definir (2.1), para cualquier conjunto de indices I, esto es, usando el orden usual en N, R+,ﬁ
puede definirse (2.1) como la menor de las cotas superiores de los elementos in, donde J

=
recorre todos los subconjuntos finitos de 1.
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Estructura algebraica de los autématas finitos y lenguajes 13

Definicién 2.2. Dados dos semianillos K y K ", un homomorfismo p: K — K " es una funcién
que satisface:

(1 + 22) = @(r1) + @(22),

0(0) =0 27

(2.8)

Notemos que si I es finito, entonces
o(Ta) - Tetew 29)
il il

Observacién 2.1. Si K y K' son completos entonces (2.7) es reemplazado por (2.9) para I arbi-
trario.

Definicion 2.3. Un semianillo K serd llamado positivo si satisface:
1. 0#1.
2. siz+y =0, entonces x =y = 0.
3. sixzy =0, entonces x =06 y = 0.

Sea K un semianillo y considérese T': K — (8 dada por:

1 ir =
() =4 S
0, sizx#0

Entonces, T' es un homomorfismo si, y sélo si, K es positivo.
En lo que sigue asumiremos que K es un semianillo no trivial (0 # 1) y conmutativo.

Definicién 2.4. Sea X un conjunto. Un subconjunto A de X es una funcién A : X — K. Para
cada x € X, el elemento A(z) serd llamado la multiplicidad con la cual = pertenece a A. Si los
valores que toma A son 0 y 1, diremos que el subconjunto A de X es no ambiguo.

Si K = 3, entonces todos los subconjuntos de X son no ambiguos. Los subconjuntos A de X
no ambiguos pueden ser identificados con el subconjunto {z : A(z) = 1} de X (recordemos que
hemos supuesto 0 # 1).

Ejemplo 2.6. Sea X,0 y x, para cada x € X, dados por:

1. X(z) =1, para todo x € X; §(x) =0, para todo z € X ;

1, siz=y
2. x(y) =
) {O, en otro caso,

Divulgaciones Matemadticas Vol. 22, No. 2 (2021), pp. 10-22



14 Fernando Ortiz - Luz Solé

son subconjuntos no ambiguos. Los subconjuntos no ambiguos x seran llamados “simples”. Si
A es un subconjunto no ambiguo de X, las notaciénes © € A y A(xz) = 1 son sinénimos.

Finalmente, si A es un subconjunto de X y ¢ : K — K " es un homomorfismo de semianillos,
entonces la composicion

X2 K45 K
es un subconjunto p(A) de X.

La primera operacién que consideraremos es la suma o unién, denotada por Y 6 U respecti-
vamente. Para cada familia indizada {4;};c; de subconjuntos de X, definimos

(U Ai> (z) = (Z A¢> (x) =) Ai(x) (2.10)

i€l iel iel

Esta definicién no requiere comentario si K es completo. En otro caso, se asumird que la
familia {A;};cs es localmente finita; es decir, para cada € X se tiene que A;(z) = 0 excepto
para un numero finito de elementos i € I.

SiI={1,---,n}, se usard la notacién

AIUAZU"'UAn6A1+A2+~--+An

en lugar de U A; b Z A;, respectivamente.
iel iel
La segunda operacién es la multiplicacién de k € K por un subconjunto A. El resultado es
un subconjunto kA definido por
(kA)(z) = kA(x) (2.11)

A partir de las definiciones previas, se tienen las siguientes propiedades:

1A=A, 0A=0, (kiky)A=ki(kA), (Z k;,-) A=>"kA, k (Z A,») = kA

il icl il icl
La interseccién A N B de dos subconjuntos es definida por:
(AN B)(z) = A(z)B(x).

También, definimos la interseccién cuando B es un subconjunto y A es un subconjunto no
ambiguo con respecto a 5. En este caso se tiene que:

B(z), sizeA

(AQB)(I):{O sizd A

Ahora, para cada subconjunto A de X se tiene que:

A= Z A(z)z.

zeX

Esta suma estd bien definida. En efecto. La familia {A(z)z},ex es localmente finita:

Alx), siz=y
0, en otro caso
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A Z A(z)z es llamada la expansién de A (en términos de simples). Esta es una forma til

rzeX
de manipular los subconjuntos. En efecto,

Ejemplo 2.7.
kA=Y kA@x)z ANB=)_ A(z)B(z)x

zeX zeX

Sea A un subconjunto de X y sea X " un subconjunto no ambiguo con respecto a 3 de X. Si
A(zx) = 0 para todo z € X \ X , entonces A es un subconjunto de X . En este caso, escribimos
A C X . Finalmente, obtenemos que:

AcCcX o AnX =A.

Nuestro interés ahora es estudiar el producto entre dos subconjuntos de S , donde (S, ) es un
semigrupo.

Definicién 2.5. Sean (S,-) un semigrupo y A, B subconjuntos de S, con K completo. El sub-
conjunto AB de S es dado por:

(4B)(z) = ) A(2)B(y) (2.12)

TY=2

Observacion 2.2. 1. La férmula para el producto AB, dada en la ecuacién (2.12), es incluida
para garantizar la bilinealidad del producto.

2. Sea z € S, pueden existir infinitos pares (z,y) tales que xy = z. Por esta razén es necesario
que K sea completo. Sin embargo, si S = X7 es el semigrupo libre con base ¥ (no necesa-
riamente finito), entonces el nimero de factorizaciones xy = z es exactamente |z| — 1. En
consecuencia, la suma en (2.12) es finita y K por lo tanto no tiene porque ser completo. El
mismo argumento se aplica si S = X*.

Asi, AB es bilineal. En efecto. Sean {A;}icr y {Bj};es familias de subconjuntos de S, entonces

(ZAZ)B:ZAiB Al> B;| =) 4B,

icl iel jeJ jeJ
(kA)B = k(AB) = A(kB).

Ademés, AB es asociativa. Finalmente, si M es un monoide, entonces K™ es un semianillo (no
necesariamente conmutativo) con identidad el elemento simple 8, donde 6 es la identidad de M.
Sean Py @ conjuntos finitos. Un subconjunto de P x @ es una matriz donde las filas y las columnas
son indizadas con elementos de P y () respectivamente, con entradas en K. Si A € KP*? en
lugar de escribir A(p, ¢), escribiremos A, y la matriz la identificaremos como A = [A4,,]. La suma
de matrices es definida usando la suma de subconjuntos. Esto es, si B € K*®, entonces

(A+ B)pg = Apg + Byg

Una nueva operacién es la multiplicacién de matrices. Sean A € KP*Q y B € K9*E el producto
AB € KP*Q est4 definido por:

(A B)pr = Z Apg Bar-
q€Q

Divulgaciones Matemadticas Vol. 22, No. 2 (2021), pp. 10-22



16 Fernando Ortiz - Luz Solé

Las propiedades usuales de la multiplicaciéon son facilmente establecidas. Si P = @, entonces
KP*P e un semianillo con unidad 1p, donde

1, siqzq/
(lP)qq’_{o siq#q

Si A € KPX@ y P es unitario, entonces A es llamado vector fila. Si Q es unitario, entonces A
es llamado vector columna.

3 Automatas finitos sobre un semianillo conmutativo

Definicién 3.1. Sean ¥ un alfabeto finito y K un semianillo conmutativo. Un K-autémata A
es un quintuple

= (Q,ZaEalaT)a
donde @ es un conjunto finito, I y 7" son subconjuntos de @, y E es un subconjunto de Q x ¥ x Q.

Sea A = (Q,X,E,I,T) un K-autémata. Si E(p,«,q) = k # 0, entonces diremos que existe
ko . .z .
un arco de p a ¢ que denotaremos p —— q con etiqueta ka. En este caso, también diremos que
P LN q estd en A.
Como en el caso de los autématas, se consideran los caminos o trayectorias ¢ : p — q. Asi, si
€ es un camino

ki koo

knan
q1 i Qp—1 —— (,

entonces su etiqueta es [¢| = ks, con K = ky -+ kp, y s = a1 -+ -, , y su longitud es ||| = n = |s].

Definicién 3.2. Sea A = (Q,%, E,I,T) un K-autémata. El comportamiento de A es el subcon-
junto de ¥*, denotado |.A|, dado por:

A= > > 1(p)||T(q) (3.1)
P,qEQ ¢
con c recorriendo todos los caminos ¢ : p — ¢; es decir,
Als) = >0 > 10
P,qEQ keC
donde C ={ke€ K :3c:p—q,|c| = ks}.

Observacion 3.1. 1. Para cada s € ¥*, existe solo un nimero finito de caminos con etiquetas
ks, k € K. Luego, la suma (3.1) es localmente finita y en consecuencia |.A| estd bien definido
sin asumir que K sea completo.

2. Los unicos caminos con longitud 0 son los triviales, es decir, los caminos
¢:p—> p, con etiqueta |c| = 16.

En consecuencia,

AO) = | D D Uw)eT () | (0) =D I(p)T(p) = IT

P,qEQ ¢ PEQ

Divulgaciones Matemadticas Vol. 22, No. 2 (2021), pp. 10-22



Estructura algebraica de los autématas finitos y lenguajes 17

T(p1)
donde IT es producto del vector fila I = (I(p1),- -, I(pn)) por el vector columna

T(pn)
El subconjunto E de @ X X x @ es una funcién

EF:QxYXxQ— K.

Denotaremos E(p, o, q) = Epq(cr). Asi, para todo p,q € Q, Epq es un subconjunto de 3. De esta
manera, E puede ser vista como una matriz

E:QxQ— K=,

llamada matriz de transicién. Cada subconjunto de ¥ puede extenderse a un subconjunto de X*
poniendo, para p,q € @,

E,y X" — K,
Epy(s), siseX
qu(S)Z{Opq gy

De manera que, E puede ser vista como un subconjunto de @) X @Q; es decir, como una matriz
Q x @ con entradas en K* . Por lo tanto, como K> es un semianillo, podemos utilizar las
operaciones correspondientes. Ahora bien, para cada n € IN, definimos las matrices

E":QxQ— K>,
E’=1¢,E'=E,...,E" = EE"',n > 2, donde

E), = Z quEf'q_l, con p,q € Q.
re@

Claramente, si s € X* y |s| # n, entonces E}, (s) = 0, conp, q € Q. Luego, { £}, }nen es localmente
finita. Asi, podemos definir
o0
Epy = Z Ep,
n=0

y en consecuencia, obtenemos la matriz

E :QxQ— K>
E* :1Q+E+E2+...+E"+...

llamada matriz de transicién extendida. Para cada s € ¥*, consideremos la matriz
E*(s) = [E},(s)] € K9*9.
Sis=aj---a,, entonces

E*(s)=E"(s) = E(a1) -+ Elay) = E*(a1) - E* ().

Divulgaciones Matemadticas Vol. 22, No. 2 (2021), pp. 10-22



18 Fernando Ortiz - Luz Solé

4 Resultados tedricos

Teorema 4.1. Para cualesquiera p,q € Q, el subconjunto E;, es la suma de todas las etiquetas
de caminos ¢ :p — q en A.

o0
Demostracion. Sean p,q € Q, como Ej, = E E}, es suficiente comprobar que Ej, es la suma

pg=1
de todas las etiquetas de los caminos de longitud n.

Sin =0, entonces
0, sip=gq
0 )
By = .
{¢7 sip#q
donde 6 es la identidad de K= .

Si n =1, entonces
E;q = Z Epr(lQ)rp = Z EpTESq-
reqQ reEQ

Supongamos que el resultado es cierto para n — 1, n > 2; es decir,

E;Lq_l = Z Epr Eriry - By, 1q = Z EPTE:Lq_Q'
T1 T 1€Q re@
Entonces,
Epy = Z Ep Byt = Z Epr, Z EriryErirg -+ Brog
reQ rEeQ T2, T €Q
= Z Epr  Eryry - By g = Z EPT‘E;L;Z'
T, TnEQ reQ

Asi, EJ, es la suma de todas las etiquetas de los caminos con longitud n. Luego, E,, es la
suma de todas las etiquetas de los caminos ¢ : p — ¢ en A.

Corolario 4.1. El comportamiento de A es |A| = IE*T, con I visto como un vector fila y T
como un vector columna.

Demostracion.
Al= > > Ip)T(q) = > Up)E;,T(q) = IET.
P,gEQ ¢ P,q€Q

O

Definicién 4.1. Sean K un semianillo conmutativo y ¥ un alfabeto finito. Un subconjunto A
de Y*es llamado regular si existe un K-autémata A tal que |A| = A.

Cuando consideremos dos K-autématas A = (Qa, X, Fa,1a,Ta) y B=(Qp5,2,Ep,Ip,Tp),
asumiremos que Q4 N Qp = 0.

Divulgaciones Matemadticas Vol. 22, No. 2 (2021), pp. 10-22
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Definicién 4.2. Sean A, B, dos K-autématas, el K-autémata unién de Ay B es dado por
AUB = (Qau, %, Eaus.Laus, Taun)

donde, Qaup = Q4 U @B,

~ J1a(p), sip€Qa _ JTa(p), sipeQa
Taus(p) = {IB(m, sipeqy  Ta®= {TB@), sipeQp

Ealp,a,q), sip,g€Qa
EAUB(p7OC,q) = EB(p7a7q)7 si p,q € QB
0, en otro casob

Observacidon 4.1. Un camino en AU B es un camino en A o es un camino en B.

Proposiciéon 4.1. La union de dos subconjuntos requlares de ¥* es un subconjunto regular de
.

Demostracion. Sean A y B dos subconjuntos regulares de ¥*, vy A, B dos K-autématas tales que
|A| = Ay |B] = B. Consideremos el K-autémata AU B, entonces, para todo s € ¥*,

AUBI(s) = Y Y Lis®lTavs(@) | ()= > Y Lius(p)kTaus(q).

P,q€QAauB © P,q€EQAUQE k

donde k € K es tal que existe un camino ¢: p — g en AU B con |c| = ks,

JAUB|(s) = > > IakTal+ > > Isp)kIs(g
P,q€Qa k P,9€Qp k

= |Al(s) + |B|(s) = A(s) + B(s) = (AU B)(s).

Asf, JAUB| = AU B. O

Definicién 4.3. Sean A, B dos K-autématas. El K-autémata producto (o interseccién) de A y
B es dado por A x B = (Qaxp, %, Eaxp,Iaxp,Taxp), donde

Qaxp=QaxQp, Laxs(p,q) = 1a(p)IB(q),
Taxp(p,q) = Ta(p)Ts(q), Eaxs((p,q), o, (p',q")) = Ea(p,a,p')Ep(q, 2, q').
Observacion 4.2. Un camino ¢ : (p,q) — (p',q’) en A X B, con etiqueta |c| = ks, puede ser visto

como un par ¢ = (¢, "), donde ¢ : p — p es un camino en A, con || =k1sy ¢’ :q — ¢ es
un camino en B, con |¢’| = kss, con kiksy = k.

Proposicion 4.2. La interseccion de dos subconjuntos regulares de ¥* es un subconjunto reqular

de ¥*.

Divulgaciones Matemadticas Vol. 22, No. 2 (2021), pp. 10-22



20 Fernando Ortiz - Luz Solé

Demostracion. Sean A y B dos subconjuntos regulares de ¥* y A, B dos K-autématas tales que
|A| = Ay |B| = B. Consideremos el K-autémata A x B. Entonces, para todo s € X%,

|A x B|(s) = Z ZIAxB(]% el Taxs®'sq) | (5)

(r.q),(p',q')EQaXQB ¢

> > L)@, ) Ta@)Ta(d) | ()

P.p'€QA439,:9'€QB (c’,c'")

donde ¢’ : p — p’ es un camino enA y ¢ : ¢ — ¢’ es un camino en B,

=Y S Lk Ta@) @)k Ts(d)

P, €QA3q,9' €EQB k1,k2

— 3 > L)k Ta(W')15(0)k2Tr(q')

PP’ €QA3q,9' €EQB k1,k2

donde |c'| = kys, |¢”'| = kas y kiky = k con ks = ||,

Z ZIA Yk Ta(p Z ZIB Vk2TB(q")

P, €EQa k1 4,9’ €EQp k2
=| X Xnmleme)) | Y S m@liTs6) ) ()
PP EQa ¢ ,9'€Qp

= [Al(s)[B|(s) = (JA[N[B])(s) = (AN B)(s)
O
Definicién 4.4. Un K-autémata A = (Q,%, E,I,T) es llamado normalizado si I = {i} y

T = {t} (o simplemente I =iy T = t) son dos subconjuntos simples distintos, y no existen arcos
q HLEIN i, t BLEIN q, con k #£ 0, es decir, E(q,,i) = E(t,a,q) =0 paratodog € Q y a € X.
Proposiciéon 4.3. Para cada K-autdmata A existe un K-autémata normalizado A tal que
|A'| = |A] N D>

Demostracion. Sea A= (Q,X, E,I,T) un K-autémata y con&deremos Q'=QUiUt, donde iy
t son dos nuevos estados dlstmtos Definimos la nueva matriz E' como sigue:

Epq, Zl Epq, Ept = Z Ep Ty, By = Z lpEpqTy, Epi =FEy = Eyq = 0,

PEQ q€Q P,q€EQ

E/

donde I, = I(p) y T(q) = T,. Un célculo simple determina que E;f = IEtT, donde E* =
E+E?+...4+ E"+ ... = EE*. El K-autémata A’ = (Q',%, E’,i,t) es normalizado, y usando
el corolario 4.1 se tiene

\A| = E;f =IE*T = [E*TNE" = A nE*
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Proposicién 4.4. Sea A un subconjunto regular de >* y sea k € K, entonces kA es un subcon-
junto reqular de X*.

Demostracion. Sea A un K-autémata tal que |A| = A, y sea k € K. Consideremos el K-autémata
kA= (Q,%,E,kI,T), donde (kI), = kI, (I visto como un vector fila), entonces

kAl = > klEr Ty =k > L,EnT, = k|A| = kA.

P,q€Q P,q€EQ

O

Proposicién 4.5. Un subconjunto A de ¥* es reqular si, y sélo si, el subconjunto A’ = ANTT
también lo es.

Demostracidn. Sea A un K-autémata tal que | A| = A. Entonces, existe un K-autémata (normali-
zado) A’ tal que |A'| = |A|NEt = ANYt = A'. Reciprocamente, supongamos que ANST = A es
un subconjunto regular de £*. Como A'(#) = 0 (ya que £ (0) = 0), podemos escribir A = kf+ A’
donde k = A(6). Ahora, como 6 es un subconjunto regular de ¥*, entonces por las proposiciones
4.1 y 4.4 se tiene que A es regular. O

Proposicion 4.6. Si A y B son subconjuntos requlares de ¥X*, entonces AB también lo es.

Demostracion. Sea A =k + A, B=10+ B ,con A = ANYt, B = BNt k= A0) y
[ = B(0). Entonces, AB = klf + kB +14" + A'B’. Basta probar que A'B es regular. Para esto,
sean A = (Q1,%, Ev,i1,t1) y B=(Q2,%, Es, i, t3) dos K-autématas normalizados que reconocen
ad y B’ respectivamente. Consideremos el K-autémata normalizado C = (Q, X, E, i1, t2), donde
Q@ es la union disjunta de Q1 y @2, salvo la consideracién t; = is. Luego un arco en C es un arco
en A o es un arco en B. Asi, claramente

C| = E, = |A||B|=A'B.

_ * *
ints — £, B

ipty igto

O

Teorema 4.2. Un subconjunto A de ¥ es reqular si, y sélo si, existe un enteron > 1 y E una
matriz n X n cuyas entradas son subconjuntos de ¥ tal que A = Efr

Demostracién. Supongamos que A es un subconjunto regular de X%, y sea A = (Q, %, E, i, 1)
un K-autémata normalizado que reconoce a A. Sin perdida de generalidad supongamos que

Q={1,---,n},coni =1yt =n. Comoi##t se tiene que n > 1. Ahora, por el corolario 4.1
se tiene que |A| = E} = Efn = A. Reciprocamente, si A = Effn, donde E es una matriz n X n
de subconjuntos de ¥ y n > 1, entonces poniendo @ = {1,--- ,n}, I =1y T = n, obtenemos un
K-autémata A = (Q, %, E,l,n) que como antes |A] = Ef = A. O

Corolario 4.2. Si E es una matriz n X n de subconjuntos de X, entonces para cualesquiera
1 <4, j <n, los subconjuntos E7; y E;; son requlares.

Demostracion. Inmediato desde el teorema 4.2 O
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5 Conclusion

SiK=Ny A= (Q,%X,E,I,T) es un K-autémata, entonces ) es un conjunto finito, I y T son
dos subconjuntos de ) , y E es un subconjunto de @ x X x ); luego, si I,T y E son no ambiguos
se sigue que A es un autémata finito en el sentido convencional. Asi, los K-autématas, con K un
semianillo conmutativo, extienden naturalmente a los autématas. Mas atin si A es un subconjunto
regular de ¥* con respecto a IN, existe un IN-autémata no ambiguo A tal que |A| = A.
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