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Presentacion

El Comité Editorial de Divulgaciones Matemadticas se complace en presentar el Vol. 17,
No. 1, 2016, volumen de reactivacion de la revista. En el presente ntiimero estdn contenidos
los articulos procesados durante el periodo 2008-2015 que fueron evaluados y aceptados para su
publicacion.

Ante el silencio administrativo y la no emisién de respuestas por parte de la revista a los
autores que sometieron articulos en el periodo antes mencionado, la gran mayoria de éstos re-
tiraron sus trabajos de Divulgaciones Matemdticas. Sin embargo, quedaron algunos casos
donde se habian emitido cartas de aceptacion para ciertos manuscritos. Ante esta situacion,
dada la reorganizacién y reestructuracién de la revista, y buscando enmendar en lo posible los
inconvenientes causados, el Comité Editorial decidié consultar a los autores de los mencionados
trabajos, si habian publicado sus articulos y si atin deseaban publicarlos con nosotros. Estos son
los trabajos que se presentan en este ntimero.

El trabajo editorial relacionado con este nimero es el resultado del esfuerzo de algunos miem-
bros del Departamento de Matematica de la Facultad Experimental de Ciencias y al apoyo técnico
de la mencionada facultad. Los Editores queremos expresar nuestro agradecimiento a todos aque-
llos que hicieron posible este niimero. A los autores de los trabajos que se presentan, que dieron
su voto de confianza a la nueva directiva de la revista. A la labor desinteresada de los arbi-
tros que evaluaron los articulos: su trabajo permitié satisfacer los estandares de calidad de la
revista y mejorar sensiblemente la forma de los trabajos. Al equipo editorial de Divulgaciones
Matemadticas, y en especial al Prof. José Heber Nieto por su aporte para la secciéon de Prob-
lemas y soluciones. A todos, mil gracias.

Por dltimo, el nuevo Comité Editorial de Divulgaciones Matemdticas quiere pedirle dis-
culpas a toda la comunidad matemética venezolana por los posibles inconvenientes causados y

los invitamos a darnos un voto de confianza sometiendo sus trabajos en la revista para evaluacién
y posible publicacion.

Dr. Alirio Pena ! Dr. Tobias Rosas Soto.2

Dr. Vinicio Rios®

IEditor en Jefe de Divulgaciones Matemdticas
2Editor del presente ntimero y Editor Adjunto de Divulgaciones Matemdticas
3Editor Asociado y Miembro del Comité Editorial de Divulgaciones Matemdticas



Presentation

The Editorial Board of Divulgaciones Matemdticas is pleased to present the Vol. 17, No.
1, 2016 reactivation volume of the journal. Articles contained in this issue are those processed
during the period 2008-2015 and were evaluated and accepted for publication.

Given the administrative silence and no response from the journal to the authors who submit-
ted their articles in the mentioned period, the vast majority of them withdrew their works from
Divulgaciones Matemdticas. However, there were some cases where letters of acceptance had
been previously emitted for certain manuscripts. In that situation, given the reorganization and
restructuration of the journal, and looking forward to amending the inconvenience caused as far
as possible, the Editorial Board asked those authors with letters of acceptance if they still wished
to have their works published with us, as long as the same were not published elsewhere. The
articles of those authors who gave positive answers are the works presented in this number.

The editorial work fulfilled in this issue is an outcome of the effort of some Faculty members
from the Mathematics Department of the Experimental Faculty of Sciences at The University of
Zulia. Editors want to express their gratitude to all of those who made this issue possible. To
the authors of the presented works, who gave their vote of confidence to the new policy of the
journal. To the selfless work of the referees who evaluated the articles: their work guaranteed the
quality standards of the journal and significantly improved the way of working. To the editorial
team of Divulgaciones Matemadticas, and especially to Professor José Heber Nieto, for his
contribution to the Problems and Solutions section. To all of you, thanks a lot.

Finally, the new Editorial Board of Divulgaciones Matemdticas want to apologize to all
Venezuelan mathematical community for the caused inconvenience and invite you to give us a
vote of confidence by submitting their work to our journal for evaluation and possible publication.

Dr. Alirio Pena * Dr. Tobias Rosas Soto.?

Dr. Vinicio Rios®

4Chief Editor of Divulgaciones Matemdticas
5Editor of the present issue and Adjunct Editor of Divulgaciones Matemdticas
6 Associate Editor and Member of the Editorial Board of Divulgaciones Matemdticas
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Aproximaciéon de operadores no lineales por
polinomiales de Volterra-Stieltjes

Approximation of nonlinear operators by Volterra-Stieltjes polynomials

Nelson Viloria (nelson@ula.ve)

Departamento de Matematicas.
Facultad de Ciencias. Universidad de Los Andes.
Mérida - Venezuela.

Resumen

Establecemos una aproximacién (tipo Weierstrass) para operadores definidos sobre el es-
pacio de funciones regladas, G[a, b], via la representacion integral (tipo Riesz) de operadores
no lineales.

Palabras y frases clave: operadores no lineales, operadores polinomiales, aproxima-
cion, Weierstrass, funciones regladas, integral de Dushnik.

Abstract

We establish a Weierstrass approximation for operators defined in the space of regulated
functions, G|a, b, via Riesz integral representation of nonlinear operators.

Key words and phrases: nonlinear operators, polynomials operators, approximation,
Weierstrass, regulated functions, Dushnik integral.

1 Introduccion

La aproximacion de operadores (funcionales) no lineales por operadores (funcionales) polinomia-
les, es decir, los Teoremas de Weierstrass en espacios de Banach, fue obtenida por Istratescu [5].
Posteriormente, Baesler-Dauvaget [2] tratarén el problema analogo donde los espacios de Banach
son espacios de funciones (Cla,b] y Lyla, b]) y los operadores polinomiales son sumas parciales de
series de Volterra.

En este trabajo, mostraremos dos resultados: primero, que todo funcional continuo, definido
sobre un subconjunto compacto de funciones regladas por la izquierda, es aproximable por fun-
cionales polinomiales de Volterra-Stieltjes. Y luego, que todo operador continuo, definido sobre
un subconjunto compacto de funciones regladas por la izquierda, es aproximable por operadores
polinomiales de Volterra-Stieltjes. En ambos casos, procedemos via la representacion integral (ti-
po Riesz) de operadores y funcionales no lineales. Con ese propésito fue necesario generalizar, al
caso multilineal, las reprentaciones integrales realizadas por Honig [4], caso lineal, y Prandini [6],
caso bilineal.

Recibido 1/2011. Revisado 2/2011. Aceptado 4/2011.
MSC (2010): Primary 47H60; Secondary 41A65.
Autor de corresondencia: Nelson Viloria



2 Nelson Viloria

2 Funciones Regladas

Consideremos [a,b] C R un intervalo cerrado y X, W espacios de Banach.

Definicién. z : [a,b] — X es una funcion reglada si x solo tiene discontinuidades de primera
especie, esto es, si

i) Para todo t € [a,b) existe x(tT) = HLI)I x(t+e),

i) Para todo t € (a,b] existe x(t™) = 11'%1 z(t —e).
Por G([a,b], X) designamos el espacio de Banach de las funciones regladas de [a,b] en X, consi-
derado con la norma del supremo.

Es directo de la definicién que toda funcién continua es reglada. Otros espacios de funciones
de uso frecuente (de variacion acotada, monotonas, Lipschitz, absolutamente continuas, Darboux,
con primitiva, etc.) estan estrechamente relacionadas con el espacio de las funciones regladas.

Definicién. z : [a,b] = X es una funcion reglada por la izquierda si
i) z(a) =0,
ii) z(t™) = z(t), para todo t € (a,b].

El espacio de las funciones regladas por la izquierda, G~ ([a,b], X), es un sub-espacio cerrado de

G([a,b], X).

Definicién. z : [a,b] = L(W, X) es una funcion simplemente reglada si, para todo w € W,
la funcion

z-w:[a,b — X
t — x(t)w, es reglada.

En Arbex [1] se muestra que el espacio de las funciones regladas, G([a,b], L(W, X)), esta
contenido en el de las simplemente regladas, G?([a, b], L(W, X)), y son iguales si, y solo si, W es
de dimension finita.

3 Funciones de semivariacion acotada

Consideremos [ay,b1], [az,b2], ..., [am,bm] CRy X1, Xo,..., X, Y, Z espacios de Banach.
m

Definiciéon. Una particién de un m-bloque, H[ambr] C R™, es un congunto finito del tipo
r=1

m
P = HPT’ con P. una particion de [a,,b,], donde los puntos de esta verifican que a, =ty <

r=1
m m

oo <tyry = by. Hacemos n(P) = H n(r) y|P| = H |P.|, con |P,| la norma de la particion P,.
r=1

r=1

m
Denotamos por IE”( 1_[[%7 br]) al conjunto de todas las particiones del m-bloque.
r=1

Divulgaciones Matematicas Vol. 17 No. 1 (2016), pp. 1-13



Aproximacién de operadores no lineales por polinomiales 3

Definicién. Sean z : H[ar,br] — ZyP= HPT’ con P € P(H[ar,br]) Y ar =ty <
r=1 r=1 r=1
. < ty(ry = bp. Fijando r, consideramos un entero positivo i(r) con 1 <i(r) < n(r) y definimos:
Para m =1,

Para m > 2,
r—1 m
Ajryz H aj,bj] x H a;,b;
Jj=1 J=r+1
por
(Ai(r)z)(slv sy Sr=1,Sr+41y - -0 Sm) =
2(517 B Sr—lati(r)7 Sply s sm) - Z(sla R Sr—lvti(r)—lv Sr4lyeeey Sm)

Considerando q, 1 < q < m, podemos calcular

Al(l) (Az(Q)( .. Az(q)Z) ‘e )(5q+17 ey Sm)
al que denotamos por

Ai(l)Ai(2) ce Al(q)z

Definiciéon. Un operador A : HXT — Y es m-lineal o multilineal si es lineal en cada
r=1

variable. Escribimos A € L(X1,...,Xn;Y) si A es m-lineal y continuo (i.e., existe M > 0 tal

que [|A(z1, .., zm)|| < M|zl [|2m]])-

Definicién. Sea K : H ar,b.] — Z. La variacion Vitali de K en H ar,b,| estd dada por

r=1 r=1

VK] = supp V,[K],

donde
n(P) m
VP[K] = Z ||Ai(1)---Ai(m)K||7PEP(H[0’T76T]>'
i(1),...,i(m) r=1
Si VK] < o0, diremos que K es de variacion acotada en H[ar,br] y escribimos
r=1

KeBV(Har, al )

m

Definicién. Sea K : [ [lar,b:] — L(X,Y). La semivariacion de Vitali de K en [ [ [ar, b,]

r=1 r=1
estd dada por

Divulgaciones Matematicas Vol. 17 No. 1 (2016), pp. 1-13



4 Nelson Viloria

SVIK] =sup SV, [K],
P

n(P)
K] = sup Ajay - Dim) K (2501).im) || Ti1).igm) € X
H‘T’i(l),.,i(ﬂl)Hél 2(1),,7,(m)

Si SV[K] < o0, diremos que K es de semivariacion de Vitali acotada y escribimos

K e SV(ﬁ[ar, b, L(X, Y)).

r=1
Teorema 1. BV(H[ar,br],L(X, Y)) C SV(H[ar,br],L(X, Y)> Ademds, si
r=1

r=1
m

H[a,.,b,.],L(X, Y)), entonces SV[K| < V[K].

r=1

KeBV(

Demostracién. Dados K € BV(H[ar,bT],L(X,Y)) P e ]P’(H[ar,br]> Y i), itm) € X,

r=1 r=1
1 <i(r) <n(Py), r=1,...,m, tales que ||x;1)..i(m)|| < 1, entonces
n(P) n(P)
Ajry - Ay K (31)..i0m)) || < Z Ay - Ay K|
i(1),...,i(m) i(1),...,i(m)
< V[K].
Luego, SV[K] < V[K]. O

m

Definicion. Sea K : H[aT,bT] — L(X1,...,Xm;Y). La semivariacion de Fréchet de K en

r=1
H[ar, b.] estd dada por
r=1

SF[K] =sup SF,[K],
P
donde
n(P)
SFP [K] = sup Z Ai(l) e Ai(m)K(wi(l)a RN ,xi(m)) Ty € X,

i 1S i), i(m)
Si SF[K] < oo, diremos que K es de semivariacion de Fréchet acotada y escribimos

m

K e SF(H[a,,,bTLL(Xl,...7Xm;Y)>.

r=1

Divulgaciones Matematicas Vol. 17 No. 1 (2016), pp. 1-13



Aproximacién de operadores no lineales por polinomiales 5

De forma anéloga al teorema anterior se prueba el siguiente resultado.

Teorema 2. BV( H[ar, brl, L(X1, ..y Xim; Y)) C SF( H[ar, brl, L(X1, ..y Xim; Y)) . Ade-
r=1 r=1
mds, si K € BV(H[ar,br],L(Xl, . ,Xm;Y)>, entonces SF|K] < V[K].
r=1

4 Integral de Dushnik

Definicién. Sean e, (e,)pep puntos de un espacio topoldgico E. Escribimos e = Ilair% e, cuando,
€
para toda vecindad V de e, existe P, € P tal que
P>P, e, eV

m

Definicion. Sean K : H[a,.,br] = L(X1,.... Xm;Y) y @ ¢ [ap,by] = Xpyr = 1,...,m. Si

r=1
existe
n(P)
Eg}» Z Ai(l) cee Ai(m)K(xl(gi(l))a e 7xm(£1i(m))
i(1),...,i(m)
m
con §iry € (Ligry—1tiery) y P= IP’( H[aT, br]), este limite es llamado la integral de Dushnik
r=1
de x = (x1,...,%m) con respecto a K y la denotamos por

b1 bm
/ / Aoy s K (51, s 8m)(@1(51), -+ s Tm(Sm))-
al Am
En Honig [3] se muestra que, para funciones continuas, la integral de Dushnik y la integral de
Riemann-Stieltjes coinciden.

Definicién. z € Q,([a,b], X) si, y solo si, para todo € > 0 el conjunto {t € [a,b] |||z(t)|| > €} es
finito.

En Honig [3] se muestra que el espacio de las funciones regladas se puede descomponer como
suma directa de las regladas por la izquierda y €2,.

Teorema 3. Si K € SF(H[ar,br],L(Xl,...,Xm;Y)) y zr € G(lap, b,), X)), r=1,...,m,

r=1
entonces

b1 b
i) Ezxiste A, x :/ / oy s, K (51,0 oy Sm)(@1(81)s -« oy T (Sm))s
al Am,

it) A, es m-lineal,
i) [Ny xl| < SE[E][[za]]- - [Jem]],

i) Si z, € Qo([ar, br], X,), para algin r =1,...,m, tenemos que A, x = 0.

Divulgaciones Matematicas Vol. 17 No. 1 (2016), pp. 1-13



6 Nelson Viloria

Demostracion. Si x, = 0, para algin r, o K = 0, el resultado es inmediato. Por tanto, conside-
remos . #0,r=1,...,m,y K # 0.
i) Veamos que el criterio de Cauchy se verifica.

Sea € > 0, entonces para todo r, » = 1,...,m, por caracterizacién de las funciones regladas,
existe P.(e) € Pla,,b,] tal que

w (zr) < izl ‘
P, (e) 2,5'F[K]H.%‘1||||37m”

Si P > P(e) = H P,(¢), podemos obtener P de P(¢) intercalando un nimero finito de

r=1
puntos en las particiones P.(e). Inductivamente, todo se reduce al caso en el cual P se
obtiene insertando un punto en alguna particion Py (€) para algin k, k = 1,...,m. Sea O
el punto considerado, en algun intervalo de Py(€). Asi,

Op = 0py = Z Aj1y .- Ai(m)K(fﬂl(&u)), o r—1(Gik—1)),

i (&iry) — 2k(Eor)s Thr1 (Gikr1))s - - - axm(gi(m)))

n(P)
+ Z Az’(l)~'~Ai(m)K<x1(£i(1))w~~axk1(£i(k—1))7

i(1),...,i(m)

v (o,) — r(&ity—1)s Trr1 Cier1))s - - - ,xm(fi(m)))

De donde,
n(P)
xl(fi(l))
JP_O'P(S) = Z AZ(l)Al(m)K(HﬁElH cey
i(1),...,i(m)
2SF K] [|za]] - - ||zm]| T (Ei(m)) €
(@ (Eiry) — 2k(€0)))s -+ -
eljzl] () - lzml| ) 2SF[K]
(P)
m1(571(1))
i(1),...,i(m)
2SF K] ||z - - ||zm]| xm(&(m))) €
xr — X i _ gee ey .
Luego,
€ € € €
- < SFIK F[K = — 4 — —¢.
llor =oroll = SFIKlGepmg +SFIKlsgpmg =3 T2 =

Divulgaciones Matematicas Vol. 17 No. 1 (2016), pp. 1-13



Aproximacién de operadores no lineales por polinomiales 7

y, por tanto,
P,P>P(e)=>|lo, —0,|| <e

ii) Es directo de la definicion de la integral.

m

iii) Para cualquier P € IP’< H[ar, br}>, tenemos

r=1
n(P)
z1(&i(1)) Tm (&i(m))
oo || = 3 Ai(l)...Ai(m)K( III(II) T <||> Nzl |zl |
i(1),...,i(m) ! m

De donde,

ol < SE[E][[z1]] - - [|zm]]
Asi, pasando al limite, resulta

[Agez|| < SFIK]||za|] - - [Jzm]]-

iv) Sin pérdida de generalidad, supongamos que x; € Qq([a1,b1], X1). Entonces, por la defini-
cion de Qq, para todo € > 0 existe Pj(€) € Play, by] tal que

{t€ labi] Il O] = srmymerea | © Pale)-

m
De donde, si P = H P, con P; > Pi(e) y las otras particiones son arbitrarias, entonces

r=1
n(P)
SE[K]||zal - - |zmll
loall=|| > A AWK( 6 (&),
§(1),i(m)
z2(&i(2)) Tm (€i(m)) €
H"L?H v Hl"mH ) HSF[K] <€
Por lo tanto, A, z =0.
O
Tal como en el caso bilineal ([6, Theorem 4.3]) se tiene que
Teorema 4. Sean K € SF<H[ar,br],L(Xl,...,Xm;Y)> y z € G(lar,b.],X,), para todo
r=1

r,r=1,...,m. Entonces,

b by
Asz/ ds, - de, K (81, ..y 8m)x1(81) -+ T (Sm)-
QAm, al

Divulgaciones Matematicas Vol. 17 No. 1 (2016), pp. 1-13



8 Nelson Viloria

5 Representaciéon Integral tipo Riesz

Demostraremos ahora dos teoremas de representacién integral tipo Riesz, para operadores y
funcionales multilineales. Esos teoremas serén piezas fundamentales para expresar operadores y
funcionales polinomiales como operadores y funcionales de Volterra-Stieltjes, es decir para probar
los Teoremas 7 y 8, de la ultima seccién.

m
Definicién. Sea K : H[a,., be],— L(X1,...,Xm; Z), escribimos

r=1
K¢ SFam(H[a,,br],L(Xl,...7Xm;Z))
r=1
st K(81,...,8i—1,04,Sit1,---,8m) = 0 para todo i,i=1,...,m.

Teorema 5. La aplicacion K — A, donde

bm by
AKP/ dSm.../ do, K (1, 8m)71(51) - T (510)

m al

es una isometria entre los espacios de Banach

SFa"‘(H[a'T7bT]7L(X1>' 7XmaZ)>

r=1
Y
LG~ ([a1,01], X1), - -, G~ ([ams bin], Xim ); Z).
Ademds,
K(s1y.oy8m)(T1, .., Tm) = Ay (X(al,sl]ffl» ce X(am,sm]fm)
Y

1Al = SFIK].

Demostracion. Por el Teorema 3, la aplicacion esta bien definida, es lineal y continua; ademas,

IAll < SFIK].
Inyectividad: Si K # 0, existen 7, € (a,,b.] y T € X,,r =1,...,m tales que

K(Tl,...,Tm)((fl,...,ifm) #0

Sea z, = X(q,,7,1Zr € G~ ([ar, br], X;), entonces A, # 0, pues

b, by
AK(E = / / dslu.smK(sly'~'7Sm)(X(a1,‘rl](81)j1a~~~7X(am,7'm](sm)fz'm)
am ay

K(11,. oy Tm)(Z1y - ooy Tm)-

Divulgaciones Matematicas Vol. 17 No. 1 (2016), pp. 1-13



Aproximacién de operadores no lineales por polinomiales 9

Sobreyectividad: Dada A € L(G™ [a1,b1], X1), ..., G~ ([am, bm], Xim); Z), si existe

K e SFym ( H[ar, br], L(X1,..., Xm; Z)) tal que A = A, entonces
r=1
K(Tl, e ,Tm)(i'l, ey ffm) = A(X(al,n]fh e 7X(am,'rm]jm)a
Tr € (ar, by y T € Xpyr = 1,...,m. Tomemos esta como la definicién de K.

Debemos probar que: a) SF[K] < ||A||y b) A, = A.

a)SFP [K} = sup Z Az(l) c.. Ai(m)K(ji(l)v ey fi(m)) : ji(r) e X,
1Z:m IS |i),i(m)
n(p)

- 7Sllp Z A(X(f,(m 1, L(l)] 1(1)’ e ( i(m)—1,t 1(rn)] 1(m))

NZim <1 | (i), i(m)

n(p1) n(pm)

= sup A Z X(ti1y—1, 1(1)] i(1)s - Z X(tigmy—1:tiom)] ¥ Li(m) < lIA]

[1Zim [I<1 i(1)=1 z(m) 1

b) Tenemos que A, A, € L(G~([a1,b1], X1), ..., G~ ([am,bm], Xm); Z). Para probar la igualdad
A, = A, basta ver que coinciden en los elementos de la forma X(4, 7,171, -+ s X(am ,rn]Tm DUES
estos forman un conjunto total en G~ ([a1,b1], X1),..., G~ ([@m, bm], Xim), respectivamente. De

heChO A X(al,n]xlv ce. aX(am,T,n]an) =

/ / ds,. 31 e sm)(X(al,n](Sl)jla e 7X(am,'rm](sm)j3m)

Am

—K’Tl,.. (1’1,.. CCm)

- A(X(al,‘rl]xlw”aX(am,‘rm]fim) O

Consideremos ahora el caso de operadores entre espacios de funciones. Necesitaremos, para
esto, la siguiente definiciéon.

m

Definicién. Sea K : [a,b] X H[ar,b,«] — L(Xy,...,Xm;Y). Definimos
r=1
Kt H[aﬁbr] — L(X1,..., Xm;) y Kem : [a,b] — L(X1,...,Xm;Y) por
r=1

Kt (s1,..y8m) = K(t,81,...,8m) = Kgn(t).

Ademiés, consideremos las siguientes propiedades:
(G°) : K es simplemente reglada como funcion det, i.e.,

Kgm € G7([a,b], L(X1,..., Xm;Y)).
(SF*) : K es uniformemente de semivariacion de Fréchet acotada como funcion de
(81, 8m), 1.6,

SF“[K] = sup SF|K'] < co.
t€la,b]

Divulgaciones Matematicas Vol. 17 No. 1 (2016), pp. 1-13



10 Nelson Viloria,

(SFY.) : K satisface (SF“)y K* € SFym | [] [ar,br], L(X1, ..., Xm; Z)) paratodo t € [a,b].
r=1
Cuando K verifica ambas (G7) y (SF™), escribimos

KecGe.SFe ([a,b] < [lar b:], (X1, ... ,Xm;Y)>.

r=1
Analogamente para K € G7 - SF}...

Teorema 6. La aplicacion K — A, donde

b by
AKx(t):/ do oo [ Ao K (51, )21 (51) - T (5m0)

es una isometria entre los espacios de Banach

G7 - SEn <[a7b] x H[ar,br},L(Xhm,Xm;Y))

r=1
Y
L(G™([a1,01], X1), -, G ([am, b, X ); G([a, 8], V).
Ademds,
K(t,s1,. . 8m)(Z1, - Tm) = Mg (X(ar,s11Z10 -+ s X(am 5] Zm ) ()
Y

1Al = SF[K].

Demostracion. Para t € [a,b], Ksm es de semivariacion de Fréchet acotada. Por otro lado, z, es
reglada, para r = 1,...m, entonces A, (1,...,%;,)(t) esta bien definida. Como en la prueba
anterior, la linealidad y la inyectividad son consecuencias directas de la definicion. Ademas, para
t € la,b],

(Aez) @O < SFIK ||| - |||
Luego,
[Agz|] < SEUIK] [l - [[am]]-
Por lo tanto,
IAkll < SFUK].

Sobreyectividad: Sea A € L(G~ ([a1,b1], X1), ..., G ([am,bm], Xm); G([a,b],Y)). Por el teore-
ma anterior, existe

s

K€ SFam( [ar,br],L(Xh...,Xm;G([a,b],Y)>

r=1

tal que

Divulgaciones Matematicas Vol. 17 No. 1 (2016), pp. 1-13
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b by
Ax:/ dsm~--/ ds, K(51,. ., 8m)21(51) -« 2 (Sm)s

m 1

donde
R(Sl, BN Sm)(jl, s a'fm) = A(X(al,sl]jla s aX(am,sm]jm)'
Definiendo
K :[a,b] x [Jlar. 0] — L(X1, ..., Xpm; Y)
r=1
por
K(t,s1,. s 8m) (@1, s Tm) = (K(81, -+ 8m) (T1, -, Zm)) (1),

tenemos

A(X(ar,510T15 - s X(am,sm]Tm) (1) = K(t, 51, .., 8m) (T1, -+ o s Trn).

Por lo tanto,

bm, bl
Malt) = [y [ oK s s)ni() (o).

m 1
Mostremos ahora que K € G° - SF. <[a, b] x H[a"’ bl L(X1, ..oy Xon; Y)>
r=1

a) K(t,ay,...,am)(T1,- ., Zm) = (K(a1,. .., am) (@1, ..., %m))(t) = 0.

b) K es uniformemente de semivariacion de Fréchet acotada en (si,...,$,,). De hecho, sean
m

P =] PP €Plar,b] y Zipy € X, con ||Ty(r)|| < 1 para todo i(r), 1 < i(r) < n(r),¥r =

r=1
1,...,m.
n(P)
Entonces, Z Ai(l) . Ai(m)K(t) (‘(Ei(l)a e afi(m)) =
i(1),...,i(m)
n(Py) n(Prm)
= A D Xt or i Tis - D Xttim—s i) Timy | (@)
i(1)=1 i(1)=1
n(Pr) n(Pm)
<||A Z X(ti(l)—lvti(l)]i’i(l)’ tt Z X(ti(m)fluti(m)]ji(m)
i(1)=1 i(1)=1
n(P1) n(Prm)
< ||AH Z X(ti(l)—lvti(l)]ji(l) Z X(ti(nL)flati(wn)]ji(m) < ||AH
i(1)=1 i(1)=1
Luego,
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SF[K' <||A]| Vt € [a,b].
De donde,
SFU[K] < [[A]].

c) K es simplemente reglada como funcién de ¢; pues como A toma valores en G([a,b],Y), por
la definicion de K, tenemos que, para todo (s1,..., Sy ), la funcién

¢:la, b)) —Y
definida por

o) = K(t, 81,y 8m)(Z1, -y Tm),

para todo (Z1,...,Tm), es reglada.

6 Aproximaciéon de operadores no lineales
Definicién. Si h,, € G- SE*([a,b]™ !, L,,(X;R)), el funcional
Pm - Gi([avaX)—)Rv

definido por

m b b
(pm)(t) :ho(t)+Z/ dsn~--/ Ao, b (t, 51, -, sp)2(s1) - - 2(sn),

es llamado funcional polinomial de Volterra-Stieltjes, de grado m.

En Istritescu [5] se muestra el Teorema de Weierstrass, el cual expresa que el conjunto de
todos los operadores polinomiales continuos, definidos sobre un subconjunto compacto de un
espacio de Banach, es denso en el conjunto de todos los operadores continuos, en ese mismo
compacto. En su prueba, utiliza tres importantes teoremas del Anélisis Funcional: el Teorema de
Hahn-Banach, el Teorema de Krein-Milman y el Teorema de Riesz-Katutani.

Teorema 7. Sean A C G~ ([a,b], X) compacto y p: A — R continuo. Entonces, para todo € > 0,
existe un operador polinomial de Volterra-Stieltjes p,, tal que

16 — pml] < e,
para todo x € A.

Demostracion. Del teorema de Weierstrass [5, Theorem 2.1] tenemos que todo funcional conti-
nuo, definido sobre un subconjunto compacto de un espacio de Banach, puede ser aproximado
uniformemente por funcionales polinomiales. Por el teorema 5, estos son funcionales polinomiales
de Volterra- Stieltjes. O
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Definicién. Si h,, € G° - SF*([a,b|™* !, L,,(X; X)), el operador
Py Gi([aa b]vX) — Gi([a’vb]aX),
definido por

m b b
(me)(t):ho(t)—i—Z/ dsn-.-/ Ay, hn(t, 51, ..., sp)(s1) -~ 2(sn),

n=174a

es llamado operador polinomzial de Volterra-Stieltjes, de grado m.
También en Istrdtescu [5] se muestra el Teorema de Weierstrass para funcionales, el cual
expresa que el conjunto de todos los funcionales polinomiales continuos, definidos sobre un sub-

conjunto compacto de un espacio de Banach, es denso en el conjunto de todos los funcionales
continuos, en ese mismo compacto.

Teorema 8. Sean A C G~ ([a,b], X) compacto y P : A — G~ ([a,b], X) continuo. Entonces, para
todo € > 0, existe un operador polinomial de Volterra-Stieltjes P, tal que

||Px — Pnx|| < e
para todo x € A.

Demostracion. Del teorema de Weierstrass [5, Theorem 2.5] tenemos que todo operador conti-
nuo, definido sobre un subconjunto compacto de un espacio de Banach, puede ser apro-ximado
uniformemente por operadores polinomiales. Por el teorema 6, estos son operadores polinomiales
de Volterra- Stieltjes. O
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Abstract

It is proved that for certain kinds of K-spaces X, the spaces (Cy(X, F), 8p) has the convex
compactness property if E is a Banach space. Also, if X is a real-compact K-spaces then
(Cy(X, E), Bp) is a nuclear space if and only if X is finite and F is finite dimensional.

Key words and phrases: P-spaces, K-spaces, Do-spaces, real-compact spaces, convex
compactness property, nuclear spaces.

Resumen

Se prueba que para ciertos tipos de K-espacios X, los espacios (Cy(X, E), 3,) tienen la
propiedad de compacidad convexa si E es un espacio de Banach. También, si X es un K-
espacio real-compacto, entonces (Cy(X, E), 3p) es un espacio nuclear si y solo si X es finito
vy E es finito dimensional.

Palabras y frases clave: P-espacios, K-espacios, Do-espacios, espacios real-compactos,
propiedad de compacidad convexa, espacios nucleares.

1 Introduction

Let X be a completely regular Hausdorff space, E' a Banach space. By Cj(X) we will denote
the set of all bounded real-valued continuous function on X and Cy(X, E) denotes all bounded
continuous functions from X into E. C,(X) ® E denotes the tensor product of Cy(X) and E [5].
Sentilles in [6] defined locally convex topologies 5y and 8; on Cy(X), which yield the spaces of
M (X) and M, (X) of tight and o- additives Baire measures on X as dual spaces. Koumoullis in
[4] defined a new topology 3, on Cy(X), and redefined the topology S on Cy(X) which yield
the spaces M,(X) and M (X) of perfect and uniform Baire measure on X as dual space. For
the vector case see [2],[3],[8].

Let us recall that a completely regular Hausdorff space X is called a K-space if it has the
weak topology determined by the family of its compact subsets, that is to say that a set A C X
is closed iff AN K is closed for all compact subsets K of X. A locally convex space is said to have
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the convexr compactness property if for every compact K its closed absolutely convex hull is also
compact. The easiest way for a locally convex space E to have the convex compactness property
is that of being complete or quasicomplete in the Mackey topology [5]. A spaces X is said to be
a Dg—space if its real-compactification ¥ X and its topological completion 6 X coincide. If F'is a

locally convex space and B # () is a convex, circled and bounded subset of F, then F; = U n B
n=1

is a subspaces of F. The gauge function Pg of B in F} is easily seen to be a norm on Fli. The
normed space (Fy, Pg) is denoted by Fg. A linear map u : F — F is said to be nuclear if it is of
the form

z — u(x) = Z A fr(2)Yn

o0

where Z | An |< 00, {fn} is an equicontinuous sequence in £’ and {y, } is a sequence contained
n=1

in a convex, circled and bounded subset B of F' for which F'g is complete. A locally convex space

F is said to be nuclear if every continuous linear map of E into any Banach space is nuclear.

2 Nuclearity and the Convex Compactness Property

Theorem 1. Let X be a K-space and a Dy-space, E a Banach space and H C Cy(X, E). Then,
the following conditions are equivalent:

(a) H is uniformly bounded, equicontinuous, and H(z) is relatively compact in E for every
reX.

(b) H is Bp-relatively compact.
(¢) H is pp-precompact.

Proof. We see (a) = (b). Suppose that H is a uniformly bounded, equicontinuous subset of
Cy(X, E) such that H(z) is relatively compact subset of E for every x € X. Then, the pointwise
closure H of H is also equicontinuous and by Ascoli’s Theorem it is precompact in the compact-
open topology on Cy(X, E). Now, since H is uniformly bounded, we have that on H, f3, is the
compact-open topology and so, H is also So-precompact. Also, since X is a K-space, it is know
that (Cy(X, E), B) is complete ([1]). Then in this case, H will also be By-compact and since
B is the finest locally convex topology agreeing with the pointwise topology on the uniformly
bounded subsets of Cy(X, E), we have that H will also be B.-compact. But, we have that X is
a Dg-space, then 3, < B implies that H is 3,-compact so H is relatively 3,—compact.

(b) = (c) is trivial. Finally, we see (¢) = (a). Suppose then that H is S,-precompact. Since
Bo < By it follows that H is also fp-precompact then H is Sp-bounded which also implies that H is
uniformly bounded. Now, since f is the finest locally convex topology agreeing with the compact-
open topology on uniformly bounded subset of Cy(X, E), it follows that H is precompact respect
to the compact open topology, then by Ascoli’s theorem H when restricted to each compact
subset of X is equicontinuous. But X is a K-space then it follows that H is equicontinuous.
Now, let « € X and we prove that H(x) is relatively compact. Since H is pre-compact in the
pointwise topology, every net { f,} in H has a Cauchy subnet {fg}. Therefore, { fz(z)} is Cauchy
in F for every x € X. Then the result follows. O
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Theorem 2. Let X be a K-space and a Dy-space and E o Banach space. Then, (Cy(X, E), B,)
has the convex compactness property.

Proof. Let A be a 3,-compact subset of C,(X, E). Then, the absolutely convex hull of A will be
Bp-precompact and by Theorem 1, the closed absolutely convex hull of A will be 8,-compact. O

Theorem 3. Let X be a realcompact K-space, the (Cy(X), Bp) is a nuclear space if and only if
X is finite.

Proof. Clearly if X is finite, then (Cy(X),8p) is topologically isomorphic to IR", being n the
cardinality of X. Now, since IR" is nuclear, the conclusion follows. Now let us suppose that
(Cp(X), Bp) is nuclear, then every bounded subset is 8,-precompact ([5]), thus the closed unit
ball B = {f € Cy(X) : ||f]l < 1} is B,—precompact. Now, since every realcompact space is
topologically complete, by Theorem 1, B is Bp-compact and since Sy < 3, we have that B is
Bo-compact which implies that X is discrete ([7]). Then, X is a realcompact metric space. But
then M,(X) = M;(X) and since X is a P-space, we have that both Sy and 3, are Mackey’s
topologies ([1], [3]), and so, By = 5, and (Cy(X), Bo) is a nuclear space, which implies that X is
finite ([1]). O

Theorem 4. Let X be realcompact K-space and E a Banach normed space. Then, (Cy(X, E), 8,)
is a nuclear space if and only if X is finite and E is finite dimensional.

Proof. If X is finite and F is finite dimensional then, as in the proof of Theorem 3, (C,(X, E), 8,)
is topologically isomorphic to E™ for some n. Then, (Cy(X, E), 5,) is a nuclear space. Conversely,
suppose that (Cy,(X, E), 8,) is nuclear. For afixed e € E, we have that (Cy(X), 8,) is topologically
isomorphic to the subspace Cy(X) ® e of (Cy(X, E), 5,). Since every subspace of a nuclear space
is again nuclear, we get that (Cy(X),p) is nuclear, and by Theorem 3, X is finite. Also, we
know that E is embedded as a subspace of (Cy(X, E), 8,) and so, E is a normed nuclear space,
then F is finite dimensional. O

Theorem 5. If X is a K-space and E is Banach space then (Cy(X, E), B,) is sequentially com-
plete.

Proof. Let {f,} be a Cauchy sequence in (Cy(X, E), Bp). Since X is a K-space, (Cy(X, E), fo) is
complete ([1]) and since Sy < B, we have that {f,} is Sp—convergent to function f € Cp(X, E).
We claim that {f,} also converges to f in (Cy(X, E), 3,). In fact, since 3, has a base W of
Bp—closed absolutely convex sets which are weakly closed and since | p | (||fn — f||) = 0 by the
Dominated Converge Theorem, if U € W then there exist Ny > 1 integer such that for every
n > NOa

) — i) 1] | (L — FI) 1€ My(X)

then f, — f € U and the theorem holds. O
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Resumen

El problema de la estabilizacién de sistemas no lineales subactuados ha atraido la aten-
cion de la comunidad de control en afios recientes. Con el método denominado IDA-PBC
(Interconexién y Asignaciéon de Amortiguamiento Control basado en Pasividad), desde el
punto de vista tedrico, se ha logrado describir el comportamiento dindmico de una amplia
clase de dichos sistemas, obteniéndose su representacion en la denominada forma Hamilto-
niana controlada por puertos, mediante la cual se facilita el disefio de un controlador por
realimentacion que permite estabilizarlos en torno a un punto de equilibrio deseado. EI ob-
jetivo general de este estudio es analizar la estabilidad de sistemas mecanicos subactuados
de grado 1 mediante el método IDA-PBC. Dentro de este enfoque, para lograr el objetivo
de control, se interpreta el mecanismo de estabilizacion en términos del intercambio de la
energia del sistema, para lo cual se siguen dos etapas basicas: (1) la etapa del moldeado de la
energia, la cual consiste en modificar la funcién de energia total del sistema para asignar el
estado de equilibrio deseado; y (2) la etapa de inyeccién de amortiguamiento para alcanzar
la estabilidad asintotica. El éxito de la aplicacion de este método reside en la posibilidad
de resolver el conjunto de ecuaciones en derivadas parciales, cuyas soluciones proveen las
funciones de energia asignables al sistema en lazo cerrado. El sistema TORA (“translational
oscillator with rotational actuator”) es un prototipo de sistema mecanico subactuado que ha
merecido gran atencién por la comunidad de control no lineal, y en este trabajo, partien-
do de la representaciéon Hamiltoniana controlada por puertos basada en la energia total del
sistema considerada como energia cinética mas energia potencial, se obtiene un controlador
que logra estabilizar en forma global y asintética el punto de equilibrio alcanzando un exce-
lente desempefio. Las simulaciones numéricas mostradas al final del trabajo confirman esta
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apreciacion.

Palabras y frases clave: Control no lineal, Sistemas mecanicos subactuados, Método IDA-
PBC, sistema Tora.

Abstract

The problem of the stabilization of not linear systems underactuation has attracted the
attention of the community of control in the recent years. The so called IDA-PBC method
(Interconnection and Damping Assignment Passivity Based Control), from the theoretical
point of view, it has been achieved to describe the dynamic behavior of a wide class of
the above mentioned systems, obtained a port controlled Hamiltonian form, the controller
stabilizes globally and asymptotically the equilibrium point. The general objective of this
study is to analyze the stabilization of mechanical systems underactuation degree one using
IDA-PBC method. In this method, in order to achieve the control objective, the stabilization
mechanism follows two basic stages: (1) energy holding stage, which consists on shaping the
total energy function of the system in order to assign the desired equilibrium state, and (2)
damping introduction stage, necessary to achieve asymptotic stability. The success of the
application of this method resides in the possibility of solving the set of equations in partial
derivatives, which solutions provide the assignable functions of energy to the system in closed
loop. The TORA system (“translational oscillator with rotational actuator”) is a prototype
of a underactuated mechanical system widely studied by the non linear control community.
In this paper, a controller is designed taking into account the port controlled Hamiltonian
approach based on the total energy of the system, considered as the sum of kinetic and po-
tencial energies, the controller stabilizes globally and asymptotically the equilibrium point,
showing an excellent preformance. The numerical simulations confirm this appreciation.

Key words and phrases: Non linear control, underactuated mechanical systems, IDA-
PBC method, Tora system.

1 Introducciéon

El método IDA-PBC persigue una dinamica en bucle cerrado con funcién de Hamilton Hy(q, p)
y una matriz antisimétrica también llamada de interconexién generalizada de la forma Jy(q,p) =
—Ji(q,p)T que permite aumentar los grados de libertad en el disefio. Las ecuaciones de estado
en lazo abierto y cerrado se deben ajustar exactamente. Esto quiere decir que la ley de control u
debe calcularse de modo que

q | 0 I, V.H _ Vo Hq
415 5 reet n[BE] o
donde R4(q) > 0 es la matriz de disipacion en bucle cerrado. Las principales dificultades de este
método aparecen en el caso de sistemas subactuados, donde el conjunto de funciones de Hamilton
H, alcanzables en bucle cerrado es limitado, y depende de la resolubilidad de un sistema de
ecuaciones diferenciales parciales. En efecto, en el caso subactuado existe una matriz de rango
m < n siendo n el nimero de grados de libertad, que representa las direcciones en las que la ley
de control no tiene efecto, cumpliéndose que GG = 0, es decir, si G es una matriz constante,
las filas de G forman el nicleo de G. Si se premultiplica (1) por G se obtiene:

Gl[—(}n ISH%Z}:GL[L@ —Rd][%g} 2)
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Esta ecuacion ha de cumplirse para cualquier valor de la ley de control y, por lo tanto,
representa una restriccion en el conjunto de sistemas hamiltonianos alcanzables en bucle cerrado
definidos por las matrices (Hg, Jg, Rq). Una correcta eleccion de los pardmetros (Hg, Jq, Rq)
debe ser compatible con estas ecuaciones de ajuste y al mismo tiempo representar una dinamica
en lazo cerrado con las propiedades deseadas en términos de estabilidad. Proporcionar métodos
de calculo de las (Hgy, J4, Rq) adecuadas y de leyes de control para el ajuste lazo abierto-lazo
cerrado es la esencia del método IDA-PBC.

En este trabajo se considera el problema de la estabilizaciéon asintotica del sistema TORA
utilizando una ley de control sintetizada mediante la aplicacion de la metodologia IDA-PBC, con
la cual se obtiene regulacion y estabilizacion por realimentaciéon de la salida del sistema estudiado.

En la seccién 2 se describe el modelo matematico del Sistema Tora, y en la seccién 3 se
presenta el anélisis y disenio del controlador que logra estabilizar el sistema, utilizando el Método
IDA-PBC aplicado a sistemas mecanicos subactuados desarrollado en [1]. En la seccion 4 se
presenta la descripciéon y construcciéon de los programas de simulacién numérica para el sistema
estudiado. En la seccion 5 se presentan algunas simulaciones numéricas que verifican la eficiencia
del controlador disenado, y por ultimo, en la seccién 6 se presentan las conclusiones del trabajo.

2 Método Matematico del Sistema TORA

El denominado sistema TORA (translational oscillator with rotational actuator) fue introducido
por primera vez en [2]. La Figura 1 ilustra el sistema TORA consistente de una plataforma
oscilante traslacionalmente de masa mq, la cual es controlada via una masa rotacional excéntrica
de masa mo. El problema es de interés como un caso de estudio en el diseio de controles no
lineales, debido a que el modelo exhibe una interaccién no lineal entre sus movimientos traslacional
y rotacional.

QO

ut)

AN

Figura 1: El Sistema TORA

La matriz de inercia del sistema posee la forma

my + mo mar cos(ga)

M = mar cos(ga) mor? + 1 ®)
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donde ¢ es el angulo de rotacién de la masa mo, r es su radio de excentricidad, e I es el momento
de inercia. Si denotamos por ¢; la posicion generalizada del sistema, por ¢ = [¢ qg]T, por g la
constante de gravedad, y por V(q1,¢2) la energia potencial de la masa mg, el Lagrangiano del
sistema, viene expresado como:

. .. . i
L) =5l @10 | £ ]~V @
con energia potencial dada por
1
Vg, q2) = §K¢I% + magr cos(gz). (5)

siendo K la constante de rigidez del resorte.
Si denotamos por 7 la fuerza actuadora sobre el punto de giro de mg, las ecuaciones de
Euler-Lagrange para el sistema TORA adoptan la forma:

(my + ma)d1 + mar cos(gz)ga — mor sen(qg)q'g2 +Kqg =0
(6)

mar cos(qa)di + (mar? + I)ga + magrsen(ga) = 7

resultando asi un sistema con 2 grados de libertad, con grado de subactuacién 1, y con g2 como
coordenada actuada. De tal manera que se satisfacen las hipétesis Hy, Hy y Hs, con G = [0 1]7.

Denotando ¢; = mi + ma, co = mar, c3 = mor> + I y definiendo el momento de inercia
generalizado mediante p = M ¢, la matriz de inercia M se escribe como:

M@ = oot 20" )

donde, a fin de obtener M (q2) inversible, debe asumirse la siguiente relacion entre los pardmetros:

cies —c2 >0 (8)

3 Estabilizacion del Sistema TORA

3.1 Realizacion Hamiltoniana.

El sistema Hamiltoniano Generalizado es:
t=JVH+ G(z)"u (9)

donde la matriz J es antisimétrica, siendo la mas sencilla:
0 I,
N "

Si se asume que el sistema no posee amortiguamiento natural, las ecuaciones del movimiento

pueden escribirse como:
g | 0 I, V.H 0
HE R AN a
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donde I,, es la matriz identidad n x n, V H, V,H son los vectores columna gradiente de
HH respecto de g y respecto de p, y u € R" es la funcién de control. La matriz G € R"*™ es
determinada por la manera como el control v € R™ ingresa en el sistema, y es invertible en el caso
que el sistema sea completamente actuado, o sea, n = m. En esta investigacion se considera el
caso mas dificil en que el sistema es subactuado, es decir, menos controles que grados de libertad,
y asumimos que rango(G) = m.

Para el sistema TORA n =2y m =1 — m < n — Sistema subactuado de grado 1.

La energia total del sistema viene dada por: H = Energia Cinética + Energia Potencial

1 _
H= §pTM 'p+ V() (12)

donde ¢ € R™, p € R" representan la posicién generalizada y el momento generalizado,
M(q) = MT(q) > 0 es la matriz de inercia del sistema, y V(q) es la energia potencial.
Para el sistema TORA la matriz M es la matriz de inercia y viene dada por la ecuacion (7)
como sigue:
M= C1 C2 COS(QQ)
o cos(qz) cs

y la energia potencial viene dada por la ecuacién (5) como sigue:

1
Vig) = §KQ% + magL(1 — cos(gz))-

Se busca con el método IDA-PBC hacer coincidir el comportamiento del sistema en lazo

abierto con la dindmica objetivo.
La din&mica objetivo segtn éste método viene dada por:

& = (Js— Rg)VH,y (13)

donde J; es la matriz de interconecccion y Ry la matriz de amortiguamiento, cuyas estructutras
son las siguientes:

7 - 0 M~'M, R |0 0
T -MaMTY Ja(qp) |0 YT | 0 GKLGT

siendo M, la matriz de inercia deseada cuya estructura es:

a a
M, = { rm2 ]
as as

3.2 Moldeado de la energia.

En la teoria de control, basado en pasividad (PBC), la entrada de control usualmente se descom-
pone en dos términos (véase [3]).

u = ues(qvp) + udz(q7p) (14)

donde el primer término es designado para alcanzar el moldeado de la energia, mientras que a
través del segundo término se introduce amortiguamiento al sistema. Por otro lado, como es bien
sabido, el aporte de amortiguamiento en sistemas pasivos se logra via realimentacién negativa de
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la nueva salida pasiva, la cual en este caso viene dada por GTVpHd. Esta es la razén por la cual
se elige para el término wug; de la ecuacion (14) la expresion:

ugi = K,G"'V,Hy (15)

donde se toma K, = KI > 0. Esto justifica el bloque (2,2) en la definicién de Ry.
Al igualar el sistema en lazo abierto y la dindmica objetivo, resulta lo siguiente:

QEERIIEINBE
Al 55113 aler )5

donde Hy es la energia total deseada que mantiene la misma forma de la energia total original
del sistema y esta expresada por:

(16)

1
Hy = §PTM[;1P +V(q) (17)

Para obtener el término de moldeado de la energia en el controlador, se reemplazan (14) y
(15) en (16) y se obtiene:

q | 0 I, V.H + 0 " — 0 M~ My VeHq (18)
p| | =1, O V,H G T =MgMTY Jy(q,p) VyHg
donde el término R4 de (16) se ha cancelado con el término de (15).
La primera fila de la ecuaciéon (18) produce una identidad para ¢ como sigue a continuacién:

G=V,H=M"'M;V,H,
G=M'p=M"MM;'p=M""p

Con lo que se consigue que la primera ecuacién es una igualdad.
De tal manera que ¢ equivale a:

q= [ q } =M1p (19)

donde p = [ Zl ] y M es la matriz de inercia dada por la ecuacion (7), entonces se procede a
2
calcular M~! como sigue:
1 _
Mol L s o cos(qz2) (20)
o —co cos(qa) c1

donde &; = cje3 — (e cos(ga))?.
Se sustituye las ecuaciones anteriores en (19) resultando lo siguiente:

: q1 —1 1 c3 —c9 cos(q2) Q1
P— . :M = — N
1 [ (Ip) } P=5 { —cz cos(g2) ¢l } { g2 }
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donde la primera ecuacién correspondiente a ¢; es la siguiente:

. 1
q1 = 5 [cap1 — cap2 cos(g2)] (21)

y la segunda ecuaciéon correspondiente a ¢o es la siguiente:

. 1
G2 = — [—cap1 cos(qz) + c1p2] (22)

01
Ahora se resuelve la segunda fila de la ecuacion (18) correspondiente a p como sigue a conti-
nuacion:
Gues = VyH — MgM =V (Hy + JoM; 'p (23)

Si el sistema fuese subactuado, o sea si G fuese invertible, para determinar wu.s bastaria
premultiplicar por G~!. En el caso de estudio el sistema es subactuado, luego G ya no es invertible,
sino a lo sumo de rango por columnas méaximo, y por lo tanto el control u.s Gnicamente ejerce
influencia sobre los términos en el espacio imagen del operador G. Esta observacion conduce
al siguiente conjunto de ecuaciones de restriccion, las cuales deben satisfacerse para cualquier
escogencia de Ueg.

G+ {V H — MyM~ 'V Hy+ JoM;'p} =0 (24)

donde G es un anulador izquierdo de rango maximo de G (o sea, GG+ = 0).

La ecuacion (24) es un conjunto de ecuaciones diferenciales parciales (EDP) no lineales con
incognitas My y Vg, y con Jy siendo un pardmetro libre, mientras que p es una coordenada
independiente. Si puede obtenerse una solucién para esta ecuacién, la ley de control resultante
ues vendria dada por:

tes = (GTG) (VoH — MM ="V Hy + JoM~'p) (25)

Las ecuaciones en derivadas parciales (24) pueden de manera natural ser separadas en términos
que dependen de p y términos que son independientes de p, o sea, aquéllos que corresponden a
la energia cinética, y aquéllos que corresponden a la energia potencial, respectivamente. En tal
sentido, la ecuacion (24) es equivalente al par de ecuaciones:

GH{Vy (p" M 'p) — MyM 'V, (p" M~ 'p) + 2J5M; 'p} =0 (26)

GH{V,V - MMV, V} =0 (27)

La primera ecuacién es una ecuacién en derivadas parciales no lineal que debe ser resuelta
para los elementos desconocidos de la matriz de inercia en lazo cerrado M. Conocida esta My, la
ecuacion (27) es una ecuacion en derivadas parciales lineal, y por lo tanto maés facil de resolver,
de manera que la mayor dificultad esta en resolver (26). Una simplificacion, que disminuye con-
siderablemente las dificultades, es asumir la existencia de una matriz de inercia My de términos
constantes, lo cual permite concentrarse inicamente en hallar la energia potencial deseada V.

Afortunadamente, esta simplificacion puede llevarse a cabo en el caso de algunos sistemas
subactuados, en los cuales la matriz de inercia es funcién solamente de la coordenada actuada.

En esta investigacion, se sigue la orientacion de [1] y [4], donde para obtener una reduccion
de las EDP (26) y (27), se plantean las siguientes hipotesis:

Hipétesis H1: El sistema posee grado de subactuacién 1, es decir, m =n — 1.

Hipdtesis H2: La matriz de inercia depende solamente de la coordenada actuada.
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Hipétesis H3: El sistema posee dos grados de libertad, y, sin pérdida de generalidad, la matriz

G viene dada por G =[0 1]”.

La hipoétesis H3 es crucial en el presente desarrollo. Las hipotesis H1 y H2 garantizan que
el término GTV,, (pTMp_lp) en la EDP (26) es nulo. En tal caso (26) puede ser resuelta para
una matriz constante My, para lo cual, sobre la base de su libertad de escogencia, basta tomar
Jo = 0. Esto permite concentrarse en el moldeado de la energia potencial solamente, de manera
que la EDP a resolver se reduce a:

G+ {M;M'VV;} =0 (28)
De esta forma la segunda fila de la ecuacion (18) queda:

p=—VyH + Gues = —MgM 'V, Hy (29)

[ ]_ [ VeH o} _
= = 5o [+ ]

{ ar  as } 1 { cs ) } { Vo Hy ]

az az | 8 | —cocos(qz) c1 Ve Ha

Ademés como la matriz My es constante, entonces Vo, Hg =V, Vay Vg, Hi = Vg, Vy

[ ]_ [ VeH o} B
= == [ e

y al sustituir quedaria:

_ 1| aics —agcacos(qz)  —aicacos(qz) + azcr VaVa (30)
81 | agcz —ascacos(qz)  —agca cos(gz) + azcy Vg Va |-
La primera fila de p es py:
p1 = _vqu =
1
=5 [(a1cs — agca cos(q2)) Vg, Vi + (—arcz cos(qa) — aze1) Vg, Vil (31)
Vo H = Kqi se sustituye en (31) y se tiene la EDP que permite la busqueda de la V;.
1
Kq = [(a1c3 — azca cos(ge)) Vg, Va + (—aica cos(gz) — azer) Vg,V (32)

o

Claramente el sistema TORA satisface las hipotesis H1, H2 y H3 comentadas anteriormente,
por lo tanto, la atencién puede concentrarse en la resolucion de la EDP de la ecuacion (32). Para
ello se define la matriz M, mediante:

aq ag
az ag

Md:{ ], con a; >0 y ajaz—a3>0 (33)

La ecuacion (32) puede reescribirse como:

o1

ascy — aics cos(qa)

|:a163 — agca cos(qa)

azci — a1y cos(fh)] VaVat Vo, Va = {
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La ecuacién anterior puede intentar resolverse usando el comando pdsolve del programa Maple
pero se obtiene una soluciéon extremadamente complicada, valida para cualquier conjunto de
valores de los parametros a1, as y as. Para resolver esta dificultad, se recurre a un subconjunto
de valores posibles para estos pardmetros que reducen la complejidad de la ecuacién.

Se denota:
7 aicg —azcacos(qz2) bz + by cos(go)

= = 35
Yo ager —ajcacos(qa) by + ba cos(ge) (35)
donde by = asey, b = —aqca, b3 = ajc3 y by = —agcs. Una simple divisiéon en el término de la
derecha de (35) da lugar a:
b bsbs — b1b 1
71:4+(32 14) (36)
Y2 o bo ba b1 + by cos(gz)
de manera que se obtiene:
b
D= o baby — bybs =0, (37)

V2 _bz

l:%(:)agziﬂc—gal:owal. (38)
Y2 a1 C1

En lo sucesivo, para simplificar, se toma inicamente el valor positivo de la constante o sobre
el conjunto:

es decir,

{(a1,a2,a3) € R®: a1, as, y az satisfacen (38) y ademas, as = aa; } (39)
Sustituyendo as = aa; y §; = cic3 — (c2c0s(q2))? en la ecuacion (34) y tomando en cuenta

que o = , /i—f, finalmente se consigue la EDP para hallar la Vj:

« 1 K
avql Va+ aquVq = [Veres + ¢ cos(gz)] (40)

La aplicacion del método de las caracteristicas a la ecuacion (40) conduce a la solucion de la
EDP. Se toma como condicién inicial:

viqi(s) = s, q2(s) =0y Va(s) = f(s).

Para asignar el punto de equilibrio en el origen a la funcién V; puede elegirse la funcion f(s)
como f(s) = L Ry(q1 — ags)?, donde se ha introducido Ry como un parédmetro de disefio y con lo
cual se obtiene finalmente para la energia potencial deseada:

1 K aqg?
Vy = 5Rd(ql —ag)® + P <—32,/clcg + q1g2~/c1¢3 + acs cos(q) — aea + caqy SQH(QQ)) (41)
1

Se sabe por el Principio de Lagrange que:

Puntos Puntos Puntos Puntos
de equilibrio = criticos de y de equilibrio = minimos de
del sistema Va estables Vy
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Se procede a calcular los puntos criticos de la funcién Vg, es decir, V Vg =0

oV, K (/ + co se
Td — Ru(gr — ags) + ( C1C3Q2 T C2 H(QQ))
q1 ay
?  Ruer — ag)o K (—a/cicsqe + \/e1¢3q1 — acasen(qz) + c2q1 cos(qz))
q2 ai
ovy OV
Zhd _ YV v H, —
Ig1  0Oge 0= Valla=VqVi
K (,/clcqu + ¢ sen(qg))

=0

Ra(q1 — agqa) +
ay

(—a\/c1e3q2 + /eicsqr — acasen(gz) + c2q1 cos(qz))

a1

=0

K
—Ra(q1 — ag2)a +

Resultando ser ¢ = 0 y g2 = 0, de manera que son puntos criticos de V; y por lo tanto, puntos
de equilibrio del sistema TORA.

Se evalua la funciéon Vy en (0, 0), entonces V;(0,0) = aca — ace = 0. Para verificar si el punto
(0,0) es un punto minimo se procede a calcular el Hessiano:

%vy %Vy
943 991092
Hess(Vy) =
9%Vy 2%Vy
0q10q2 8q§ (0,0)
R —Rqa + 7K\/§+KCQ

Hess(Vy) =
—RdOé + K\/clngrKcz RdOéz + Ka/cics+Kacs

ai

Para que exista un minimo en la funcién V; los menores deben ser positivos:

e Determinante 1: Ry > 0.

ay

~ ey — » > c 2
e Determinante 2: —Ry« (_Rda+KV°1°3 KCQ) — (*RdO&‘F Kivcﬁ’m) > 0. Al resolver
resulta lo siguiente
(K\/cics + Keo)

a1

Ry <2

(42)

Por lo tanto, si se cumple que Ry < 2@, entonces el Hess(V4(0,0)) es definido
positivo, asi (0,0) es un minimo y es un punto de equilibrio estable.

Una vez encontrada la V; correcta se procede a determinar la funcién de control u.s que
permita estabilizar el sistema TORA.

Se retoma la ecuacion (18) para despejar la u.s que logre que el sistema en lazo cerrado tenga
el mismo comportamiento de la dindmica objetivo. Para ello se toma la segunda fila expresada

por la ecuacién (29) como sigue:

p=—V,H+ Gues = —MgM ™V, Hy
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Gues = VgH — Mdelqud, tomando en cuenta que G no es inversible al resolver se obtiene
lo siguiente:

1
Ups = A [aaics — agea cos(q2) Vg, Vi + (—aaica cos(qz) + azer) Vg, Val + Vg, H (43)

Al sustituir los céalculos correspondientes a ‘gg‘f, ‘g‘;: y % en la ecuacion (43) resulta al

simplificar:

Ues = — (aaics — ‘;3162 cos(qz)) {Rd(ql —agq) +

K(\/cicaqa + 2 sen(qz))} B

a1

— K
_( aalc2 coS(S(IQQ)) + asc1) (—Rd(q1 _ aq2)a + ;1 ( /—Clc3(q1 — agqz) — acy Sen(qQ) + coqu COS(%))) _

2
_casen(g2) cos(@2) 12 o0y cos(qn) + erpd] + %“(q) +magLsen(qz).  (44)
1

g

3.3 Inyeccién de Amortiguamiento

Una vez encontrada la u.s, se procede a calcular la funciéon de control u que garantiza la estabiliza-
ci6n asintética del sistema TORA. Se sabe que u = ues(q, p) +uaqi(q, p) y que ug; = —kvGTV ,Hy
de tal manera que:
VpoHq= M;'p
ug = —kv[0 1M 'p
Como la matriz de inercia deseada tiene la forma:

1
My=| “ " | entonces Mt =—
aay a3 O

as —Qa
—Qaq aq

2 2
} donde 62 = ajaz — a“aj.

La inyeccién de amortiguamiento viene dada por:

w _@[0 | @ Tom p1
@ —Qag ay b2

al resolver se obtiene:

kv
Ugi = *(T[*Oéalpl + a1ps]
2

Finalmente la funcién de control que garantiza que el sistema TORA en lazo cerrado se com-
porte igual que la dinamica objetivo propuesto por método IDA-PBC y que logra la estabilidad
asintotica del sistema.

kv
U= Ues — ?[—aalm + a1ps]
2

Ues €s la calculada y corresponde a la ecuacion (44). Sustituyendo u.s se consigue que la funcion
de control wu es la siguiente:

B (aaies — azea cos(qz))
o1

u =

N K(\/cic3qz + c2 SeH(‘D))} B

{Rd(QI — ag2) o

—qacg cos + asc K
(o 5(q2) sc1) (—Rd(th — agz)a+ p (Veres(q1 — age) — acz sen(g2) + c2q1 605(42))) -
1 1
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_ 3 sen(gz) cos(qz)

2] cap1p2 sen(qz)
62
1

kv
[c3p? — 2¢ap1p2 cos(go) + c1p3 + magLsen(q2) — — [—aa1p1 + aip2]. (45)

61 52

Una vez encontradas cada una de las funciones necesarias para la aplicaciéon del método IDA-
PBC, es posible presentar el sistema TORA en lazo cerrado, sustituyendo Vg, H y u:

1

. 1 .
G1 = 5 [cap1 — cap2 cos(qz)] q2 = 5 [—cap1 cos(qz) + c1p2]
1 1

p1=—-Kq p2 =—Vg,H+u

Sustituyendo V4, H y u en el sistema de EDO anterior se tiene que:

. 1 R 1 .
@ =5 [e3p1 — cap2 cos(q2)] @2 =5 [—cap1 cos(g2) + c1p2] p1=—Kq
1 1
_ K -
P = — (aaics 12302 cos(g2)) |:Rd(q1 ~og) + (1/c1cdq2a—|— co Sen(qg)):| B
1 1

B (—aajez cos(g2) + aser)
o1

K
(—Rd(tn —ag2)a+ - (Veies(q1 — age) — acz sen(gz) + caqa COS((D))) -
1

_ 2 sen(gz) cos(qz)

2] cap1p2 sen(qz)
62
1

kv
[c3p? — 2cap1p2 cos(ge) + c1p3 5 + magLsen(g2) — 5 [—aaip1 + a1p2]. (46)
1 2

Por otro lado, se determina la dindmica objetivo del sistema TORA como se muestra a
continuacion. De la ecuacion (1) se sabe que la dinamica objetivo tiene la forma:

[ a } = [Ja — Rq)VH,.
p
Una vez realizadas las sustituciones y céalculos se obtiene el sistema para la dindmica objetivo:

. 1 . 1
=5 [cap1 — capa2 cos(g2)] @2=5 [—c2p1 cos(gz) + c1p2]
1 1

—aics — K
i = - momer (@) [, gy ¢ KWATR T e))

51 ai

a (—a1cz cos(q2) + aaicy)

K
<_Rd(‘h —ag2)a + - (Veies(q1 — age) — acz sen(qz) + caqa COS(qz))) -
1

o1
c2 sen cos c sen kv
*w [csp? — 2c2p1p2 cos(gz) + c1p3] %(qz) + magLsen(q2) — 3 [—aaip1 + a1p2].
1 1 2
_ g K
P2 = — (aaics 6?02 cos(q2)) |:Rd(q1 —ag)+ (\/6163!12;- c2 Sen(‘n))] _
1 1

B (—aaicz cos(g2) + azer)
61

K
(*Rd(lh —agz)a+ - (Veies(q1 — age) — acz sen(qz) + caqa 608(42))) -
1

_ c3sen(g2) cos(qz2)
o7

c2p1p2 sen(gz)
01

2

kv
[esp? — 2cap1p2 cos(gz) + c1p3] + magLsen(q2) — 5 [—aa1p1 4 a1p2] . (47)
2
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4 Programas de Simulacién Numérica.

Para corroborar el comportamiento esperado de los sistemas controlados se disenaron programas
utilizando la herramienta computacional Matlab 7.1. Para simular un sistema no lineal controlado
utilizando Matlab, se requieren dos programas llamados: Programa de simulacién y Programa
del sistema o modelo a simular. El programa de simulacion permite definir los lineamientos
béasicos de la simulacion: tiempo de simulacién (inicial y final), condiciones iniciales y tipo de
algoritmo de simulacion (ode23, ode45,...); inclusive se puede definir los parametros del sistema
controlado y hasta graficar los resultados de la simulacién. Este programa consiste en un conjunto
légico de instrucciones de ejecuciéon secuencial denominado script en el ambiente Matlab. El
corazoén principal de este programa es el algoritmo de simulacién. En esta investigacion se utilizé
el algoritmo ode45, el cual es un método de resoluciéon de ecuaciones diferenciales ordinarias
mediante formulas de Runge-Kutta de cuarto y quinto orden.

El modelo a simular se presenta por medio de un programa o funcién, o function en Matlab,
en el cual se plantean explicitamente las ecuaciones diferenciales asociadas al sistema de control.
Esencialmente, posee dos parametros de entrada, el tiempo ¢ de simulacién y la variable de estado
x, representadas por (q1, g2, p1 y p2), debido a que éstas son las variables utilizadas directamente
por los algoritmos de simulacion. Junto con las ecuaciones diferenciales que representan el modelo
del sistema, aparece la ley de control disenada, la cual puede estar definida a través de variables
auxiliares locales. A diferencia del script, el modelo a simular requiere un encabezado con la
palabra function < salida >=< nomarch > (t,x), donde < salida > corresponde al vector &
que refleja la dindmica del sistema, < nomarch > es el nombre original del programa, que tiene
la extension .m y el par (¢,z) representan las variables de tiempo y de estado correspondientes
de la simulacién y del sistema a simular.

El diseno de estos programas de simulaciéon numeérica, permiten proporcionar informacion
numérica y grafica, sobre la funcion correcta de Hy, Jy, Rq y la ley de control para el ajuste lazo
abierto-lazo cerrado, que permitan que el sistema en lazo cerrado tenga el mismo comportamiento
de la dinamica objetivo.

Para el sistema TORA, se disenaron 6 programas descritos como: 3 programas de simulacion
y 3 programas del sistema o modelo a simular. Los dos primeros denominados VDESTORA Y
SIMVDESTORA como se muestra en el anexo A, estan dirigidos a verificar si la V; hallada en
la resolucién de la EDP, cumple con ser una funcién de Lyapunov. Los dos siguientes programas
denominados TORALAZ y SIMTORALAZ como se muestra en el anexo B, estan dirigidos a
corroborar el comportamiento de la dindmica en lazo cerrado. Asimismo, los programas denomi-
nados TORADIN y SIMTORADIN como se muestra en el anexo C, estan dirigidos a corroborar
el comportamiento de la dinamica objetivo.

5 Simulaciones Numeéricas.

A continuaciéon se presenta los resultados obtenidos utilizando los programas computacionales
VDESTOR Y SIMVDESTOR, los cuales fueron disefiados para comprobar que la V; hallada al
resolver la EDP, es la funcion Lyapunov que se necesita para calcular la funcién de control que
permita estabilizar el sistema TORA.

Al ejecutar dichos programas se obtiene los siguientes resultados para la funciéon Vy del sistema

TORA:

(1) Grafica la funcion.
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Figura 2: Grdfica de la funcion Vy

(2) Grafica las curvas de nivel de la funcion.

Figura 3: Curvas de nivel de la funcion Vy

(3) Determina si la funcion es céncava o convexa en (0,0).
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Ingrese x: 0
Ingrese y: 0
valores propios=
22.7129

90.0000

Existe un minimo y la funcién es convexa.

(4) Puntos criticos de la funcion

X:
1/18%33~ (1/2) *atan(i*131~(1/2),-2%33"(1/2))-1/18%i*x131~(1/2)}

1/18%33~(1/2) *atan(-i*131~(1/2),-2%33~(1/2))+1/18*i*131~(1/2)

0.

y=
atan(i*131~(1/2),-2%33~(1/2))
atan(-i*131~(1/2),-2%33~(1/2))
0.

0.

(5) Hessiano y gradiente en (0,0).

grad=
0 0
hess—
90.0000 0
0 22.7129

Para el modelo del sistema TORA, se realizaron simulaciones computacionales con los progra-
mas TORALAZ, SIMTORALAZ, TORADIN y SIMTORADIN, usando la plataforma de Matlab
7.1. Con estas simulaciones se muestra el desempenio del controlador propuesto. Se emplearon
para el sistema TORA, los parametros contenidos en el Cuadro 1 que fueron tomados de [4].

Se tomaron para la matriz My, los valores a; = 1, as = aay, a3 = 4, con a =, /Z—f = ,/%.
Se debe tomar en cuenta que el parametro de diseio Ry debe cumplir:
(K\ /c1C3 + KCQ)

Ry <2 ,
ar
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Parametro || ¢1 | ¢ | ¢3 | k
Valor 121 |11 |5

Cuadro 1: Parametros para el sistema TORA

lo que conlleva a que el Hess(V;4(0,0)) sea definido positivo, lo que implica que (0,0) es un minimo
y es un punto de equilibrio es estable. Sustituyendo:

Ry < 5 O (12)(11)11+ 1) 130,5
(1)

2

Se realiz6 la simulacion, con las condiciones iniciales ubicadas en ¢ = 1, g2 = 5, p1 =0y
p2 = 0.Después de algunos ensayos para obtener la mejor respuesta transitoria, la cual corresponde
a la etapa de rediseno de las funciones, se seleccionaron Ry = 90 y K, = 70.

Es importante senalar, que para obtener una rapida convergencia a la estabilizacion del sis-
tema, se anade a la funcién de control propuesto el término —50p; .

La respuesta del sistema con la dinamica objetivo propuesto por el método IDA-PBC, se
muestra en las Figuras 4 y 7. Como puede verse, el sistema exhibe su respuesta en forma de
oscilaciones amortiguadas, y la estabilizacién se produce a los 100 segundos.

Posicidn del Caro Posicidn Angular
1 2
=0 20 \JWW\/W#
-1 2
0 50 100 150 0 50 100 150
tiempo t tiempo t
Velocidad del Camo Velocidad Angular
10 10
) (i
0 |PW e a0 A
i i Ill J i
50 100 150
tiempao t
o T
2
a
o
=
= o 1
100 150

tiempo t

Figura 4: Simulacion del Sistema TORA con la dindmica objetivo: Comportamiento de las varia-
bles.

Una tipica respuesta del sistema en lazo cerrado con el controlador, se muestra en las Figuras
7?7 y ?77. Como puede verse, el sistema exhibe su respuesta en forma de oscilaciones amortiguadas,
y la estabilizacién se produce a los 100 segundos.
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Plano de Fase Plano de Fase
2 10
1 §
ot a0
Bl 5
-10
4 05 0 05 1 0 4 0 5 10
ql pl
Plano de Fase Plano de Fase
10 10
& 5
=0 w0
4 -5
-0 -10
4 05 0 05 1 E -1 0 i 2
al Q2

Figura 5: Simulacion del Sistema TORA con la dindgmica objetivo: Plano de Fase.

Posicidn del Camo Posicidn Anguiar
1 2
o0 90 WWW
8 2
0 8 10 1 0 0 00 150
tiempo t tiempo t
Velocidad del Garro Velocidad Anguiar
10 1
= GMM\/\W o0 N\Unlﬂ [V VP
-10 -10
[} 50 100 150 0 50 100 150
tiempo t tiempo t
Variable de Cantrol Variables

u

=
q1.q2,p1,p2

=

%

k]

Figura 6: Simulacion del Sistema TORA en lazo cerrado: Comportamiento de las variables y
funcion de Control.
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Plano deFase Plana de Fase
2 10
1 5
] w0
1 5
2 -10
4405 0 05 1 0 5 0 5 10
q pl
Plano deFase Plana de Fase
10 10
5 5
=0 a0
5 5
40 10
4 05 0 05 1 2 04 0 1 2
q 1

Figura 7: Simulacion del Sistema TORA en lazo cerrado: Plano de Fase.

Esto demuestra que una vez aplicada la funcion de control propuesta, el sistema en lazo cerrado
tiene el mismo comportamiento de la dinamica objetivo; por lo tanto, el método IDA-PBC, resulta
ser efectivo para estabilizar el sistema TORA.

Para ilustrar la naturaleza global de la ley de control obtenida se realizan simulaciones cam-
biando las condiciones iniciales del sistema. De esta manera se prueba la naturaleza global de
la ley de control obtenida, ya que para diferentes condiciones iniciales, se observa que la con-
vergencia es preservada tal como lo predice la teoria. También es importante destacar que dicha
ley de control logra estabilizar el sistema en un tiempo de simulacién o tiempo de asentamiento
perfectamente aceptable.

El sistema TORA es un prototipo de sistema mecénico subactuado que ha merecido gran
atencién por la comunidad de control no lineal, y en este trabajo, partiendo de la representacién
Hamiltoniana controlada por puertos, basada en la energia total del sistema considerada como
energia cinética mas energia potencial, se obtiene un controlador que logra estabilizar en forma
global y asintética el punto de equilibrio.

6 Conclusiones.

De acuerdo a los objetivos propuestos en la investigacién y en atenciéon a los resultados obtenidos
luego de aplicada la metodologia propuesta, se emiten las siguientes conclusiones.

e En el presente trabajo se ha desarrollado un esquema de control basado en el método IDA-
PBC para el sistema prototipo TORA. La principal caracteristica de este método es que
explota la estructura fisica del sistema, en este caso, se aprovecha que toda la informacién del
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comportamiento dindmico del sistema mecanico esté contenida en las funciones de energia
y de disipacién, en consecuencia el diseno del controlador se ha concentrado en el manejo
y modificacién de estas variables.

Para el moldeado de la energia total se tom6 ventaja de la posibilidad de obtener una
matriz deseada con términos constantes, y para la sintesis de la energia potencial deseada
se obtuvo una reducciéon del conjunto de pardmetros posibles para la matriz deseada, que
facilita enormemente la resolucién de la ecuaciéon en derivadas parciales caracteristica del
método IDA-PBC.

Al final se realizaron simulaciones numeéricas que muestran el excelente comportamiento del
controlador disenado, reduciendo significativamente las oscilaciones de la plataforma, y con
un tiempo de asentamiento perfectamente aceptable.
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7 Anexos.

ANEXO A

% %Programa VDESTORA:

function F=VDESTORA(x,y)

cl=12;

c2=1;

c3=11;

alpha=sqrt(c3/c1);

al=1;

%a2=alphax*al;

K=4;

Rd=90;

F=(1/2)*Rd* (x-alphaxy) . 2+K/al*((-alpha*sqrt(cl*c3)*y."2)/2+sqrt (cl*c3) *x.*y
+alpha*c2*cos (y)-alpha*c2+c2*x.*sin(y)) ;

% %Programa SIMVDESTORA

clear all
%Vd=(1/2)*Rd* (x-alphax*y) ~2+K/al* ((alpha*sqrt(cl*c3)*xy~2)/2+sqrt (cl*c3)*x*y
-alpha*sqrt(cl*c3)*y~2+alpha*c2*cos(y)+alpha*c2*y*sin(y)-alpha*c2+c2*x*sin(y)

-alpha*c2*y*sin(y))
while menu = 10
menu=0;

[x,y]=meshgrid(-2:0.2:2,-2:0.2:2);

z=VDESTORA (x,y) ;

disp(® (1) grafica la funcidn’)

disp(® (2) grafica las curvas de nivel de la funcidn’)

disp(’ (3) dibuja los gradientes en el grafico de curvas de nivel de la funcidn’)
disp(® (4) determina si la funcidn es cdncava o convexa’)

disp(’ (5) Puntos criticos de la funcidn’)

disp(’ (B8) Hessiano y Gradiente’)

disp(’ (10) Salir del Programa’)

menu=input(’elija la opcion a estudiar: ’);
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switch menu

case 1
mesh(x,y,z)

case 2
contour (x,y,z)

case 3
[x,y]l=meshgrid(-2:.2:2,-2:.2:2);
z=VDESTORA (x,y) ;
contour(x,y,z)
hold on
[px,pyl=gradient(z);
quiver(x,y,px,py)
case 4
clear all
syms X y
z=VDESTORA (x,y) ;
a=input (’Ingrese x: ’);
b=input (’Ingrese y: ’);
di=diff(z,’x’,2);
d2=diff(z,’x’,’y’);
d3=diff(z,’x’,’y’);
d4=diff(z,’y’,2);
all=subs(dl,{x,y},{a,b});
al2=subs(d2,{x,y},{a,b});
a21=subs(d3,{x,y},{a,b});
a22=subs(d4,{x,y},{a,b});
hess=[all,al12;a21,a22];
valores_propios=eig(hess)
c1=0;
c2=0;
for i = 1l:length(valores_propios)

if (valores_propios(i)>=0)

cl=cl+l;

else

c2=c2+1;

end
end
if (c1==1)&(c2==1)

fprintf (’La funcidén es indefinida’);

end
if (c1==2)&(c2==0)

fprintf (’Existe un minimo y la funcidn es

end
if (c1==0)&(c2==2)

convexa ’);

fprintf (’Existe un maximo y la funcidn es cdncava’);

end
pause
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case b5

clear all

syms X y

z=VDESTORA (x,y) ;

disp(’Puntos Criticos de la Funcidn:’)
[x,y] = solve(diff(z,’x’),diff(z,’y’))
case 6

clear all

syms x y

z=VDESTORA (x,y) ;

m=input (’ Ingrese x: ’);
n=input(’Ingrese y: ’);
disp(’Gradiente y Hessiano la Funcidn:’)
di=diff(z,’x’,2);

d2=diff(z,’x’,’y’);
d3=diff(z,’x’,’y’);

d4=diff(z,’y’,2);

db=diff(z,’x’);

d6=4diff(z,’y’);
al=subs(d5,{x,y},{m,n});
a2=subs(d6,{x,y},{m,n});
all=subs(dl,{x,y},{m,n});
al2=subs(d2,{x,y},{m,n});
a21=subs(d3,{x,y},{m,n});
a22=subs(d4,{x,y},{m,n});

grad=[al,a2]

hess=[all,al12;a21,a22]

pause

end

end

ANEXO B

% %Programa TORALAZ:

function xdot=TORALAZ(t,x)
%4TORALAZ .m

%%Control del Sistema TORA Lazo Cerrado
VAN

%%Parametros del sistema
cl=12;

c2=1;

c3=11;

alpha=sqrt (c3/cl);

al=1;

a2=alphaxal;
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K=5;

%a3 PUEDE SER MAYOR QUE 2.
a3=4;

%hParametros de Disefio
kv=70;%PUEDE VARIAR.
Rd=90;%Puede ser mayor de 65.

%%0tros Parametros que no influyen
%g=32.2;%pie/seg 2.

g=981;%cm/seg"2.

%g=9.81; %m/seg~2.

m2=1;

L=1;

deltal =cl*c3-c2*c2*cos(x(2)).*cos(x(2));
delta2= al*a3-(c3/cl)*alxal;

%%Ley de control

u=- (alpha*al*c3-a3*c2*cos(x(2))/(deltal) .*(Rd*(x(1)-alpha*x(2))

+(K*sqrt (c1*c3) *x(2) /al) - (K*c2*sin(x(2)) /al))

- (-alpha*al*c2*cos(x(2))+a3*cl)/deltal) .*(-Rd*(x(1)-alpha*x(2))*alpha
+(K*sqrt (c1*c3) *(x(1) -alpha*x (2))/al) - (Kxalpha*c2*sin(x(2))/al)+

(K*c2*x (1) . *cos(x(2)) /al)) - (c2*c2*sin(x(2)) . *cos (x(2) )/ (deltal) * (deltal))
c*(c3%x(3) . *x(3)-2%c2*x(3) . *x(4) . *cos (x(2) ) +cl*x(4) . *x(4) ) +c2* (x(4) . *x(3)
.xsin(x(2))/deltal) +m2*g*L*sin(x(2)) - (kv/delta2) x(-alpha*al*x(3)+al*x(4))
-50%x(3);

%%Ecuaciones de estado

xdot=[(1/deltal)*(c3*x(3)-c2*x(4) .*cos(x(2)));
(1/deltal) * (-c2*x(3) .*xcos (x(2))+c1*x(4));
(-K*x(1));
((c2*xc2*sin(x(2)) .*xcos(x(2))) /deltal*xdeltal) * (c3*x(3) .*x(3) -2*c2*x(3)
*x(4) . *xcos(x(2))+cl*x(4) . *x(4) ) - ((c2*x(3) . *x(4) . *sin(x(2))) /deltal)
-m2xg*Lxsin(x(2))+ul;

%%Fin de TORALAZ.m
% %Programa SIMTORALAZ:

%SIMTORALAZ.m
%Programa de generacidén de los graficos TORALAZ.m

%Tiempo de simulacién
ti=0; tf=150;

%%Condiciones Iniciales:
x0=[1 0 0 0]°;

%%Simulacion:
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[t,x]=0de45(’TORALAZ’, [ti tf],x0);

%%Posicién del Carro (x(1))
subplot(3,2,1),plot(t,x(:,1),%c?)
title(’Posicidn del Carro?’)
xlabel(’tiempo t’)

ylabel(’ql’)

%hPosicidn Angular (x(2))
subplot(3,2,2),plot(t,x(:,2),’b?)
title(’Posicién Angular’)
xlabel(’tiempo t’)

ylabel(’q2’)

%%Velocidad del Carro (x(3))
subplot(3,2,3),plot (t,x(:,3),’r?)
title(’Velocidad del Carro’)
xlabel(’tiempo t?)

ylabel(’p1’)

%hVelocidad Angular (x(4))
subplot(3,2,4) ,plot(t,x(:,4),’g’)
title(’Velocidad Angular’)
xlabel(’tiempo t’)

ylabel(’p2’)

%%Paréametros del sistema
cl=12;

c2=1;

c3=11;

alpha=sqrt(c3/cl);

al=1;

a2=alpha*al;

K=5;

%a3 PUEDE SER MAYOR QUE 2.
a3=4;

%JParametros de Disefio
kv=70;%PUEDE VARIAR.
Rd=90;%Puede ser mayor de 65.

%%0tros Parametros que no influyen
%g=32.2;%pie/seg 2.
g=981;%cm/seg 2.

%g=9.81; Ym/seg"~2.

m2=1;

L=1;
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deltal =cl*c3-c2*c2*cos(x(2)) .*cos(x(2));
delta2= al*a3-(c3/cl)*alx*al;

%hLey de Control

u=- (alpha*al*c3-a3*c2xcos(x(:,2))/(deltal).*(Rd*(x(:,1)-alpha*x(:,2))+
(K*sqrt (c1*c3)*x(:,2)/al) - (K¥c2*sin(x(:,2))/al))-
(-alpha*al*c2*cos(x(:,2))+a3*cl)/deltal) .x(-Rd*(x(:,1)-alpha*x(:,2))*alpha+
(Kxsqrt(c1*c3)*(x(:,1)-alpha*x(:,2))/al) - (Kxalpha*c2*sin(x(:,2))/al)+
(K*xc2*x(:,1) .*xcos(x(:,2))/al))-(c2xc2*sin(x(:,2)) .*cos(x(:,2))/(deltal)
*(deltal)) .*(c3*x(:,3).*x(:,3)-2%c2*x(:,3).*x(:,4) .*xcos(x(:,2))

+cl*x(:,4) . *x(:,4))+c2% (x(:,4) .*x(:,3) .*sin(x(:,2))/deltal)
+m2*g*L*sin(x(:,2))-(kv/delta2)*(-alpha*al*x(:,3)+al*x(:,4))-50*x(:,3);

%%Control (u)

subplot(3,2,5) ,plot(t,u,’k’)
title(’Variable de Control’)
xlabel(’tiempo t’)
ylabel(’u’)

%%Todas las Variables
subplot(3,2,6) ,plot(t,x)
title(’Variables?’)
xlabel(’tiempo t’)
ylabel(’ql,q2,pl,p2?)

pause

figure

%%Plano de Fase
subplot(2,2,1),plot (x(:,1),x(:,2))
title(’Plano de Fase?)
xlabel(’ql’)

ylabel(’q2’)

%%Plano de Fase
subplot(2,2,2),plot (x(:,3),x(:,4))
title(’Plano de Fase?)
xlabel(’p1?)

ylabel(’p2’)

%%Plano de Fase
subplot(2,2,3),plot (x(:,1),x(:,3))
title(’Plano de Fase’)
xlabel(’ql’)

ylabel(’p1’)

%%Plano de Fase
subplot(2,2,4),plot (x(:,2),x(:,4))
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title(’Plano de Fase’)
xlabel(’q2’)
ylabel(’p2’)

%Fin de SIMTORALAZ.m
ANEXO C

% %Programa TORADIN:

function xdot=TORADIN(t,x)
%%TORADIN.m

%%hControl del Sistema TORA Dinadmica Objetivo
AN

%hParametros del sistema
cl=12;

c2=1;

c3=11;

alpha=sqrt(c3/cl);

al=1;

a2=alphax*al;

K=5;

%a3 PUEDE SER MAYOR QUE 2.
a3=15;

%%Parametros de Disefio
kv=70;%PUEDE VARIAR.
Rd=90;%Puede ser mayor de 65.

%%0tros Parametros que no influyen
%g=32.2;%pie/seg 2.

g=981;%cm/seg"2.

m2=1;

L=1;

deltal =cl*c3-c2*c2*cos(x(2)).*cos(x(2));
delta2= al*a3-(c3/cl)*alxal;

%%Ecuaciones de estado

xdot=[(1/deltal)*(c3*x(3)-c2*x(4) .*cos(x(2)));
(1/deltal) *(-c2*x(3) .*cos(x(2))+c1*x(4));
-(((al*c3-alpha*al*c2*cos(x(2)))/deltal) . *(Rd*(x(1)-alpha*x(2))
+(K*sqrt (c1*c3) *x(2) /al)+(K*c2*sin(x(2))/al1))) - (((-al*c2*cos (x(2))
+alpha*al*cl)/deltal) .* (-Rd*(x(1)-alpha*x(2))*alpha
+(K*sqrt (c1*c3)*(x(1) -alpha*x(2)) /al) - (K¥alpha*c2*sin(x(2))/al)
+(K*c2%x (1) . *cos(x(2))/al1))) ;- (((alpha*al*c3-a3*c2*cos (x(2)))/deltal)
.*x(Rd*(x(1) -alpha*x(2))+(K*sqrt (c1*c3) *x(2) /al)+(K*c2*sin(x(2))/al1)))
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-(((-alpha*al*c2*cos(x(2))+a3*cl)/deltal) .* (-Rd*(x (1) -alpha*x(2))*alpha
+(K*sqrt(c1*c3) *(x(1) -alpha*x(2))/al) - (K*alpha*c2*sin(x(2))/al)
+(Kxc2*x (1) .*xcos(x(2))/al))) - ((-kv*alpha*al*x(3) +kvxal*x(4))/delta2)
-10*x(3)];

%%Fin de TORADIN.m
% %Programa SIMTORADIN:

%SIMTORADIN.m
%Programa de generacidn de los graficos toradin.m

%Tiempo de simulacién
ti=0; tf=150;

%%Condiciones Iniciales:
x0=[1 pi/2 0 0]’;

%%Simulacioén:
[t,x]=0de45(’TORADIN’, [ti tf],x0);

%%Posicién del Carro (x(1))
subplot(3,2,1),plot (t,x(:,1),%¢c?)
title(’Posicidn del Carro?’)
xlabel(’tiempo t’)

ylabel(’ql’)

%hPosicidén Angular (x(2))
subplot(3,2,2),plot(t,x(:,2),’b?)
title(’Posicién Angular’)
xlabel(’tiempo t?)

ylabel(’q2’)

%%Velocidad del Carro (x(3))
subplot(3,2,3),plot (t,x(:,3),’r?)
title(’Velocidad del Carro’)
xlabel(’tiempo t’)

ylabel(’p1’)

%hVelocidad Angular (x(4))
subplot(3,2,4) ,plot(t,x(:,4),’g’)
title(’Velocidad Angular’)
xlabel(’tiempo t’)

ylabel(’p2?)

%%Todas las Variables
subplot(3,2,[5 6]),plot(t,x)
title(’Variables?’)
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xlabel(’tiempo t’)
ylabel(’ql,q2,pl,p2?)

pause
figure

%%Plano de Fase
subplot(2,2,1),plot (x(:,1),x(:,2))
title(’Plano de Fase?)
xlabel(’ql’)

ylabel(’q2’)

%%Plano de Fase
subplot(2,2,2),plot (x(:,3),x(:,4))
title(’Plano de Fase?)
xlabel(’p1’)

ylabel(’p2’)

%%Plano de Fase
subplot(2,2,3),plot (x(:,1),x(:,3))
title(’Plano de Fase’)
xlabel(’ql’)

ylabel(’p1’)

%%Plano de Fase
subplot(2,2,4),plot (x(:,2),x(:,4))
title(’Plano de Fase’)
xlabel(’q2’)

ylabel(’p2’)

%Fin de SIMTORADIN.m
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1 Introduction

Boundary value problems for second order ordinary differential equations (ODEs) were initiated
by I'in and Moiseev [25] and studied by many authors, see the text books [20, 27], the papers
[14, 16, 33] and the references therein.

The asymptotic theory of ordinary differential equations is an area in which there is great
activity among a large number of investigators since it has many applications in real world
applications [21, 22, 23, 24, 9]. In this theory, it is of great interest to investigate, in particular,
the existence of solutions with prescribed asymptotic behavior, which are global in the sense that
they are solutions on the whole line. The existence of global solutions with prescribed asymptotic
behavior is usually formulated as the existence of solutions of boundary value problems on the
whole line.

In [13], the existence and multiplicity of nonnegative solutions for the following integral bound-
ary value problem on the whole line were studied:

(p)a" (1)) + Aq(t) f(t, 2(t),2'(t)) =0, tER,

ar lim a(t) = by lim_p(t)a'(6) = [ g1(s2(s),'(5))0(s)d, (11)

t——o0

az lim_x(t) + by Jim_p(0)a’(t) = [, gals,a(s).a'()(s)ds.

where A > 0 is a parameter, f,g1,92 € C(R x [0,00) x R,[0,4+00)), ¢,% € C(R,(0,+0o0)) and
p € C(R,(0,+00)) N CY(R). Here, the values of fjoooo gi(s,x(s), ' ())ds (i = 1,2), [T ds

—oo p(s)
and sup,cp ¢(s) are finite and a1 + a2 > 0, b; > 0 (¢ = 1,2) satisfying D = asbi + ai1bs +
+00 ds
a1as f—oo 2(5) > 0.

In recent years, many authors have studied the existence of positive radial solutions for ellip-
tic systems in annular/exterior domains, which is equivalent to that of positive solutions for the
corresponding systems of ordinary differential equations (see [11, 30, 19, 18, 10, 29] and the refer-
ences therein). The usual method used is the fixed point theorems of cone expansion /compression
type, the upper and lower solutions method and the fixed point index theory in cones.

In [28, 12], the following system and its special case were discussed:

[6p(u' ()] + Ma () £ (£, u(t), v(t)) = 0, t € (0,1),

[6p (V' (D))" + pha()g(t, u(t), v(t)) =0, € (0,1), (1.2)

where ¢, () = |z[P~%z,p > 1, A, u are nonnegative real parameters, h; € C((0,1), (0,00)),i = 1,2,
f,9 € C(]0,00) x [0,00),[0,00)), h; may be singular at ¢ = 0 and f(0,0) = g(0,0) = 0 and
f(u,v) > 0,9(u,v) > 0 for all (u,v) > (0,0). The existence, nonexistence and multiplicity of
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positive solutions for (1.1) were obtained by using the upper and lower solution method and the

fixed point index theorem.

Theory of impulsive differential equations describes processes which experience a sudden
change of their state at certain moments. Processes with such a character arise naturally and
often, for example, phenomena studied in physics, chemical technology, population dynamics,
biotechnology and economics. For an introduction of the basic theory of impulsive differential
equation, we refer the reader to [26].

In [32], Liu studied the existence of solutions of the following boundary value problem for
second order impulsive differential system on the whole line with Dirichlet boundary conditions

(o) @ (2" (1)) + f(t,2(t),y(t)) =0, a.e.teR,

[e(W)@q(y' ()] + 9(t, 2(1),y(1)) =0, a.e.t€R

(1.3)
t—1}+moox(t) =9, t_l}r_nooac(t) =0, t—1}+mooy(t) =9, t—I}I;IlOO y(t) =0,
Ax(ty) = Te(te, x(te), y(tr)), Ay(te) = Je(tr, x(tr), y(tr)), k € Z,
where p, 0 € CO(R, [0,00)), p(t), o(t) > 0 for all t € R with
+0o0 ds +00 ds
ffoo pd(s) < 400, ffoo ngs) < +o00, (14)

®,(x) = |z|[P~2z and P,(x) = |z|? 2z are one-dimensional p-Laplacian, f, g defined on R? are
Carathéodory functions, - -+ < tg < tp41 < tpyo < --- with

lim tp = —o0, lim tp = 400,
k——oco k—+oo

Ax(ty) = z(th) —x(t;,) and Ay(ty) = y(t)) —y(t, ) (k € Z), {I},{Jx} with I, J : R3 - R(k €
Z) are discrete Carathéodory sequences.

This paper is a continuation of [32]. We consider the existence of positive solutions of the
following boundary value problem for second order differential system on the whole line with
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mixed boundary conditions with impulse effects:
[@(p(t)" (1)) + p() f(t,y(t), y'(t)) =0, ae teR,
[W(o(t)y' (1)) +q(t)g(t,z(t),2'(t)) =0, aeteR

lim z(t) =0, lim p(¢t)2'(t) =0,

t——oo t—+o0
(1.5)
Jim y(t) =0, lim o(t)y'(t) =0,
Ax(ts) = Ao,oTo(ts, y(ts) ¥/ (t6)), A®(p(ts)a’ (£,)) = AvsTi(ts, y(ts), ¥/ (t)), 5 € Z,
Ay(ts) = BooJolts, 2(ts), o' (), AU(o(t)y (ts)) = Bys i (ts, x(ts), 2 (ts)), s € Z,
where
(a) p,0€ COR,[0,+00)) with
fOOO p(g)d$<+00 f+00 ds dS*+OO,
(1.6)
0 oo ds
. Q(s 2ds < 400, [; gc(ls)ds = +o0,
(b) p,q € C°(R,(0,00)) with
+o0 0
o P(s)ds < +oo, f,oo p(s)ds = 400,
(1.7)
JoF g(s)ds < +o0, [°_q(s)ds = +o0,
() ®(z) = ¥, (2) = |z["""?z and ¥(z) = ®,(z) = |2z[">"x are one-dimensional p-

Laplacians, their inverse operator are defined by ®~! and ¥~!, respectively, with ®~!(z) =
—2 —1 _ -2 1 1 _
2|12z and U™ (z) = |z|2 %z, -+ - =1,
(d) f defined on R? strongly o-Carathéodory function (see Definition 2.1), g defined on
R3 strongly p-Carathéodory function (see Definition 2.2), f,g are nonnegative functions, and
[p(t)f(t,0,0))% + [q(t)g(t,0,0)]? > 0 on each subinterval of R,

(e) e <t < g1 < pgo < - with lim ¢ = —oo, lim tp = 4oo, A.T(tk)
k——oc0 k— 400

a(ty) — x(ty) and Ay(ty) = y(t)) — y(t;)(k € Z), Aa'(ty) = 2/(t]) — /() and Ay'(ty) =
y () =y (t;)(k € Z),

(F) Io, Iy : {ts: s € Z} x R? — R are discrete o—Carathéodory functions (see Definition 2.3),
Jo,J1: {ts : s € Z} x R? — R is a discrete p—Carathéodory function (see Definition 2.4), Iy, Jo
are nonnegative functions, I7, J; are non-positive functions,
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(g) AO,S; Al,sv BO,57 Bl,s >0 SatiSfy

Z AQJ < 400, Z Bo)j < +o00, s €7,

j=—o00 j=—o00

. A . Bo s
lim %~ = lim %57 =0,
§—+00 f1,571 P(s) s——+00 ft571 2(s)

+oo +oo
Z ALJ' < 400, Z Bl,j < 400, s € Z,

j=s Jj=s

Als _

Ale = lim Pl —
s——00 f::'” p(s)ds s——00 f::‘"l q(s)ds

The purpose of this paper is to establish sufficient conditions for the existence of at least one
positive solution of BVP(1.5). The technical tool used in this paper is the well known Schauder
fixed point theorem. For applying this theorem, the most crucial things are to construct a
nonlinear operator and to prove the compactness property of the nonlinear operator. Since
the problem is considered on whole line, we need to show the equi-continuous properties of the
image of a bounded set on each sub intervals (there are infinitely many sub intervals), the equi-
convergence as t — t;(i = 0,£1,£2,...) and the equi-convergence as t - —oc and as t — +o0.
One sees from (1.6) that both % and % are not measurable on R while (1.4) tells us both % and
% are measurable on R. So this paper is a continuation of [32]. Furthermore, (1.7) makes both
the nonlinearities t — p(t)f(t,u,v) and t — ¢(t)g(t,u,v) be non-Carathéodory functions. An
example is presented to show us that the main results in this paper are interesting.

By a solution of BVP(1.5) we mean a couple of functions (z,y) with z,y € C(ty, tp11](k € Z)
such that both

D(pa’) : t = D(p(t)'(t)) and V(gy') : t — W(o(t)y'(t))

are derivative on each interval (tx,tx+1](k € Z), and the limits

lim xz(¢), tlir}looy(t), lim p(t)z'(t) and lim o(t)y'(t)

t——o0 t——+oo t——+oo

exist, and all equations in (1.5) are satisfied. We call (z,y) a positive solution of BVP(1.5) if
(z,y) is a solution of BVP(1.5) and [z(¢)]? + [y(¢)]?> > 0 for all ¢ € R.
The remainder of this paper is organized as follows: the preliminary results are given in

Section 2, the main results are presented in Section 3. An example is given in Section 4.

2 Preliminary Results

In this section, we present some background definitions. The preliminary results are given too.
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Denote N
( _1+f—oo p(u)’ ( ):]‘—"_j;g p(S)dS,

To(t) *1+foo.9(u)a ():1+L+OOQ(5)d5'

Definition 2.1. h: R xR x R — R is called a strongly o— Carathédory function if it satisfies

(i) t = h (t,To(t) W ) s measurable on R and for each r > 0

lim h (t To(t)u, Y n®) ) = 0 wniformly for all |u|,|v|] < r.

t——o0 o(t)

(ii) (u,v) = h (t,m(t) W ) is continuous for a.e. t € R.

(iit) For each r > 0, there exists nonnegative number M, > 0 such that |u|, |v| < r implies

’h (t,To(t)u, %v)‘ < M,,t €R.

Definition 2.2. h: R xR x R — R is called a strongly p— Carathédory function if it satisfies

(i) t = h (t, oo(t)u, %‘5“”1}) is measurable on R and for each r > 0

t_l}r_n h (t oo(t)u, W ) = 0 uniformly for all |u|, |v| <.

(i) (u,v) = h (t, oo(t)u, %v) is continuous for a.e. t € R.

(i5t) For each r > 0, there exists nonnegative number M, > 0 such that |u|,|v| < r implies

‘h <t7ao(t)u, %0)‘ <M, ,teR.

Definition 2.3. K : {t;: s € Z} x R xR — R is called a discrete p— Carathédory function if it

satisfies

(i) (u,v) = K (ts,To(tS) w ) is continuous for all s € Z.

(i) For each r > 0, there exists nonnegative constants N, > 0 such that |ul, |v| < r implies

o(t

‘K (tS,To(ts) Y n), )( <N, for all s € Z.

Definition 2.4. H : {t;: s € Z} x R x R — R is called a discrete p-Carathédory function if it
satisfies

(i) (u,v) = H (ts,ao(ts)u, %v) is continuous for all s € Z.

(ii) For each r > 0, there exists nonnegative constants N, > 0 such that |ul, |v] < r implies

)H (ts,ao(ts) ,% )‘ < N, for all s € Z.
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Definition 2.5. [17]. Let E be Banach spaces. An operator T : E — E is completely continuous

if it is continuous and maps bounded sets into relatively compact sets.

Lemma 2.1. (i) [Schauder|[[17]: Let X be a Banach space and Q@ C X a nonempty, bounded,
open and convex subset of X centered at zero point. Let T : Q — X be a completely
continuous operator with T(Q) C Q. Then T has a fized point in Q.

(ii) [Schaufer][17]: Let X be a Banach space and T : Q — X be a completely continuous
operator with Q@ = {x € X : © = ATz for some X\ € [0,1]} is bounded. Then T has a fized

point in €.
Define
L(tyterr] € Co(ts7ts+1], s e,
x/(ts,t5+1] € C%ts,ts11],s € Z,
X=1z: the following limits exist:
lim z(t), lim p(t)2'(t),s € Z,
t—td t—td
m 2@ p(t)z'(t)
t—lzgloo oo(t)’ t—liﬂ:moo @—1(o1(t))
and
Y(ta,tagr] € Co(t57ts+l]v s € 2,
yEts,t5+1] € Co(t57ts+1]7 s € Z7
y — : the following limits exist:
lim y(t), lim o(t)y'(t),s € Z,
t—td t—td
; y(t) : o(t)y'(t)
t—lggloo 7o(t)’ fl}I:Eloo w=1(71(t))
For z € X, define ||z|| = ||z||x = max<{sup 28l gup LB O] For y € Y, define
' * ter 07 g TN ®) [ ’
_ _ ly(®)] o)y’ ()]
y|| = ||y|ly = max < sup , SUD G—1(x .
Il =l = ma {sup B33, sup 20234
Lemma 2.2. Suppose that fioo st is convergent. Then X is a Banach space with the

norm || - ||x and Y a Banach space with the norm || - ||y. E = X x Y is also a Banach space
with the norm ||(x,y)|| = max{||z||x, ||y|ly } for (z,y) € X x Y.

Proof. In fact, it is easy to see that X is a normed linear space. Let {x,} be a Cauchy sequence
in X. Then ||zm — xn|| = 0, m,n — +oo. It follows that

sup ENG)

teR

— 0,m,n = +o0,

Jim 2@lek (O =z, @]

terR 27 (o1(®) — 0,m, n = o0.
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So

[zm (£) =5 ()]

Sup oo(t)

tE(ts,tst1]

— 0,m,n = +o0, s € Z,

Qfm(t)_ lim Tn(t)

n — X0
A S A S| 0men = oo,

p(O)|z, ()=, (t)]

te(tlgltﬂsm o oy~ 0,m,n — +oo,
lim I’(t)ﬁﬁn(t) — lim f’(t)mln(t)

t=too 271O1(1)  yofoo TH(O1(D)

’—>0,m,n—>+oo.

Then both lim  lim 2% and lim  lim 289220 exist, Define
n—+oo t—+oo o0(t) nostoo totoo @ L(o1(E)

B lirrzr x(t),t = tg, B lirqr ' (t),t = ts,
z [ts,ts+1]<t) = t=ts T [tsats+1](t) = t7ts
x(t), t€ (ts,tst1]s 2'(t), t€ (ts,tst1].

z t Talig,i,p01(0) .
We know that ¢ — 2teterl® 5o ontinuous on [ts,ts+1](s € Z). Thus t — Toltes bl @ o

oo(t) oo(t)
Cauchy sequence in Clts,ts41]. Then %{t)“] uniformly converges to some Zg, in Clts,ts41]
t ’
as n — +oo. Similarly %&;“] uniformly converges to some Yo, in Clts,ts41] as n — +o0.
Define

‘TO(t) = TOs(t)a yO(t) = %s(t)v te (tsats+1]a s €Z.

Then xg, yo are defined on R and is continuous on (s, ts41] and the limits 1in£r xo(t), lim+ yo(t)(s €
t—td t—t?

Z) exist. Furthermore, we have nli}rfoo i’;((:)) = x0(t) and ngrfoo % = yo(t) for every t € R.
From SUPMW — 0,m,n — +o00, let m — +o0, we get sup |zo(t) — i:;((f)) — 0 as

teR 0 teR
n — +o0o0. So

. _ . . mn(t) _ . . Tn(t
g olt) =l lim e =0 IR m
exists.
Similarly we have sup |yo(t) — % — 0 asn — 4o00. So
teR
: _ ; Pz, (t) g ; p(t)zy, (t)
JSm vt = dim lim 35y = ln I s56im)

exists.
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Since for some ¢,, € R we have for t € (ts,ts11] that

() — 3 Awy(ty) — e, — [* Tl g

ts<t
< [ [ (s) = el g
= fi 1p((gs1 = p(sl)(il zg) ~ Yo(s )‘ ds
< L B s [ #5E - )

— 0 as n— +oo.

So lim [2,(t) = 3 Aw(ts) — ] = [ T00l) g5 Then

n—+4o0 to<t pLs

i _(o0(0an(t) ~ 5 Acofte)eafte) —ca ) = [, DLy

n—-4o0o to<t
Hence {7t — [0 (1) (1)) for all ¢ € (L, tes](s € R).

So t — o(t)xo(t) is an element in X and x,, — z¢ as n — +o0o. We know that X is a Banach
space. Similarly we can prove that Y is a Banach space. So E = X x Y is a Banach space. [

Lemma 2.3. Suppose that fjoo st is convergent. Then M C X is relatively compact

if and only if the following items valid:

(i) Both {t — f(t) RS M} and {t — % x e M} are uniformly bounded.

(ii) Both {t — f(t) cx € M} and {t — % cx € M} are equi-continuous on (ts,ts11]
(s €Z).

(iit) Both {t — 2l e M} and {t — % cx € M} are equi-convergent as t — too.

Proof. (<). From Lemma 2.2, we know X is a Banach space. In order to prove that the subset
M is relatively compact in X, we only need to show M is totally bounded in X, that is for all
€ > 0, M has a finite e-net.

Given & € M, for any given € > 0, by (i)-(iii), there exist constants A > 0,d > 0, and positive
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integer sg such that

z(u1) _ x(u2)

oo(u1)  oo(uz)

< g, ur,ug Stog, OF Up, U 2> Lsy,

P(ul)x/(ul) _ P(uz)x’(uz) ‘ S %’ U1, U S tfso or U1, Us Z t807

“P*I(Ul(ul)) =1 (o1 (u2))

ol = o {sup 20, sup 2220} < 4

Ho1(1))
% — % < 5, ur,ug € (s, tsy], Jur —ua| <90, s = —s0,—80+1,--- ,50 — 1,
’5(—1?(2((51% ‘ii’i (55)) < §yut,u2 € (ts toq]s Jur —u2l < 6,8 = —s0,—so+1,--+,80 — L.

Define X|j,_ sorta0) {x|[t7507ts01 tx € X}. For x € X|[t7507t50], define

[|z||s, = max sup 2Bl gup QAR
" t€lt-sgstog] " bl gty T )
Similarly to Lemma 2.2, we can prove that X};__ : | is a Banach space with the norm [ 1]s0-
Let Mlj;_, +.,) = {t = x(t),t € [t_so,ts,] : @ € M}. Then M|;_, ;1 is a subset of
Xl
X|[t_50,t50]. Thus, there exist x1,x2, -,z € M such that, for any x € M, we have that there
exists some i = 1,2, --- , k such that

sortsol” By Ascoli-Arzela theorem, we can know that M|[t—sowtsg] is relatively compact in

| (t) —: (t)] p(t)|z’ (1)~ (t)] e
T — Ti||s, = Max sup e sup f’ < 3.
H H ’ {te[t_so,tso] o® tE[t—sqstsg] e el) } v
Therefore, for x € M, we have that
x(t)—x; t)|x' (t)—x; (t
e — 2l x :max{§2£| 0 oup 1) ()= )}
<max{ sup EO=mOl g BO-nO] g leO-n@)]
s retg o(t) bt aq tog] a(t (>t a(t)
Pz’ (t) =3 (t)] pla’ (t) =z (t)|z’(t) p(t)|z’ (t)—x;(t)]
tg{pso ®=T(01 (1)) ’te[i‘:ftm] (01 (1)) ’f;fo =T (01 (1)) }
We have that
sup 12O-z:®l < sup z(t) _ w(t—s)

Uo(t) ao(t)  oo(t—sg)

t<t_qq t<t_
w(t_sg)  Ti(t—sg) Ti(t—sg)  wi(t) € | € € _
+ GO(t—SOO) Go(t_SZ) + t<sup ao(t_,:;) o0 (t) <gtsts=
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Similarly we can prove that

t:?_p @P(f%il((tt))) <e t;uPU Ix(tgo(m;(t)\ <e tiltp p(t)\w ((tgl(ﬂtﬂ))(t)l <e
Then ||z — z;||x <e.
So, for any € > 0, M has a finite e-net {U,,,Uy,,- - , Uy, }, that is, M is totally bounded in
X. Hence M is relatively compact in X.
(=). Assume that M is relatively compact, then for any e > 0, there exists a finite e-net of
M. Let the finite e-net be {U,,,Us,, -+ , Uy, } with ; C M. Then for any x € M, there exists

U,, such that x € U, and
[z < |lz — @ | + ||2i]] < € + max {||zy]| : i =1,2,--- ,k}.

It follows that {||x|| : « € M} is uniformly bounded. Then (i) holds.

Since the limit lim £ exists, then
t—tg
im 20 = o0y
ﬂ(tg) - tlfﬂ IO % _ tlirfi Ty = s
70 (t) e t)a' (t
:0(t)7t E (ts>ts+1] %,t 6 (t87t5+1]

are continuous on [ts,ts11]. So for any € > 0 there exists § > 0 such that

fl(ul) o fl(ug)

oo(u1) oo(uz) <6
p(u)Ti(u1)  p(u2)T;(u2)
‘@ﬂm(m)) (o (u2))| < ©

for all uy,ug € [ts,ts41] with |u; —us| < 6 and i = 1,2,--- k. Then for any € > 0 there exists
6 > 0 such that
solun) ~ solua)| <6
plur)z’ (u1) pluz)z’ (uz)
|l - gl <,

for all uy,us € (ts,ts41] with |ug —ug| <dand i =1,2,--- k.
For € M, there exists a ¢ such that € U,,. Then we have for uj,us € (ts,ts11] (s € Z)
with |u1 — UQ| < ¢ that

w(u) _ w(uz) z(u1) _ wi(ul) wi(uy)  mi(ug)

zi(u2)  z(ug)

oo(u1) oo (uz) oo(u1) oo(u1) oo(ur)  oo(uz) oo(uz2) oo(uz) < 3e.
{t — ((t)) x € M} is equicontinuous in (ts,tsy1]. Similarly we have {t — % tx € M}

is equicontinuous in (ts,tsy1]. It follows that (ii) holds.
Now we prove that (iii) holds. It is easily seen that there exists a positive integer sy such
that

X, (ul) X, (ug)

O'o(ul) O'g(uz)

<€
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for all uy,ue <t_5,,i=1,2,---,k. For z € M, there exists a 4 such that z € U,,. So
z(ur) _ z(u2) z(ur) _ xi(ua) zi(u1)  mi(uz)
oo(u1)  oo(uz)| = |oo(u1)  oolui) ogo(u1)  oo(uz2)
z;(u2) z(u2)
oo(u2)  ooluz) < 36, ur,up S tog,.

Then {t 2 e M } is equi-convergent as t — —oo, similarly we can prove that is equi-

oo(t)
convergent as t — +oo and {t — % rxeM } are equi-convergent as ¢ — £oo. Hence

(iii) holds. O

Lemma 2.4. Suppose that fioo %ds is convergent. Then M CY is relatively compact if

and only if the following items valid:

(i) Both {t — g)((tt)) Ty € M} and {t — % ty € M} are uniformly bounded.

(it) Both {t IO M} and {t — % [y € M} are equi-continuous on (ts, tei1]
(s e ).

(ii1) Both {t — fo((tt)) ty € M} and {t — % ty € M} are equi-convergent as t — Foo.

Proof. The proof is similar to Lemma 2.3 and is omitted. O
In the sequel, we suppose that fjoo %ds and fioo %ds are convergent.

Lemma 2.5. Suppose that y € Y. Then u € X is a solution of BVP

[@(p)u' ()] +p(O)f(t,y(t),4'(t) =0, ae teR,

lim u(s) =0, lim p(t)u'(s) =0,

t——o0 t—+o00
(2.8)
Au(ts) = AO,sIO(tsa y(ts)ay/(ts))v ERS Z’
Aq)(p(ts)u/(ts)) = Al,sll(tsa y(ts)vyl(ts))v seEL
if and only if
u(t) = tzd Ao,sIo(ts, y(ts),y'(ts))
(2.9)

Ty <fj°° p(u) (), () ) — 3 ALJ-h(tj,y(tj),y'(tj))) ds.

tj>s
Proof. Fix y € Y, then

= max < su |y(t)| su g(t)|y’(t)| =r oo
lslf = {p r0t)" ek w—1<n<t>>} R
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Since f is a strongly p—Carathéodory function, then there exists nonnegative number M, > 0
such that

. . -1 T ’
7000 = 1 (1l 565 245 0 =0

t——o0

(2.10)

—1 T ’
£ ty(@),y' )| = |f (£ ro(0) 28, T 2Or B < 1t e R,

Furthermore, Iy, I; : {t; : s € Z} x R? — R are discrete o—Carathéodory functions, then there

exist nonnegative constants Mo ., My, > 0 such that

o (ts,y(ts), ' (ts))] < Moy, s € Z,
(2.11)

|Il (t57y(ts)ay/(ts))| < Mi,,s €Z.

Suppose that v € X is a solution of (2.8). Then from the boundary conditions we get that

B(p(t)'(t) = ;7 p(r)f (r,y(r), o' (r))dr — t; ALty y(t), 4/ (t5)), t € R.

’U,/(t) = ﬁé_l ( t+oop(7")f(7“7y(7“)7y/(7"))d7“ - Z Al,jll(tj7y(tj)7yl(tj))> .

ti>t

It follows that
u(t) = Z AO,SIO(tsvy(ts)ay,(ts))

te<t

+ffoo p(ls)q)il <f5+oop(u)f(uay(u)vy/(u))du - Z Al,jll(tjvx(tj)7y(tj))> ds.

tj>s
So u satisfies (2.9). We now prove that v € X. In fact, we see that

u|(ts,ts+1]7 pul|(ts,ts+1] € Co(tsvts-l-l]a s € Za

lim u(t), lim p(t)u/(¢)(s € Z) exist.

t—td t—td

Now we prove that

lim 20w g (2.12)

: u(t) _
lim =0, Jm 5=y

t—=oco 70(t)

Once sees for t € (ts,ts11] that

Mo, 3 Ao Jle ,J(ls)q)_1<fj°° P(H)MrdqutgsAl,ij) ds
Ju(t)] < ts<t + 2
ool = T L=

oo p(u) o p(u)

s Ae, e pgs)qfl(.fj“p(u)Mrdu+tz>SA1,jM1,,»>ds
j,

Jj=—o0
S MO,r 1+f15 du + 1+fi du

oo p(u) oo p(u)
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Since

Z Ao, j A
lim — = lim ——/—%5—-=0
s—+o0 1+ftoo pﬂ(lu) s——+00 fts i p(fu) ’

I st (f:rm p(w)Mpdust 3 Al,le,r> ds
=

lim
t——+oo [T 50y

= lim &~ (f—i-oo (u)MTdu—l— Z ALjMLT) :O,

t—-+oo t;>t

then lim =% — 0. One sees for ¢ € [ts—1,ts) that
ttoo o0(t)

, S LA p(r) f(ry(r),y (r)dr+ 3 Al,le,r>
p(t)|u' ()] < tg>t

-1(01(t)) — @*1(1+ft+°o p(s)ds)

R ( £ D) (). (r)dr 22,40 )

1+ft < p(s)ds + Ml,r 1+f+°° (s)ds

“+oo
Z AlJ
—1 | S () fry(r).y (r)dr
S(b 1+f+oo (s)ds +M17"1+f+oop( Yds

Since

oo p(r) F(ry(r),y' (r))dr
lim L Py (mydr e Ft,y®),y'(t) =0,

t——00 1+ f;7° p(s)ds t——o0
+o0
2 A
lim —2—— = lim S ——
s——00 1+f p(s)ds §——00 1+ftt:+l p(s)ds ’

then tl}il_noo % = 0. Tt is easy to see from wu(t) and p(¢)u/(¢) that tl}I—noo ;‘0((';)) = 0 and

: pH)uw'(t)
tl}g}w B-1(01 (1) = 0. Then u € X.

On the other hand, if u satisfies (2.9), we can prove that u € X is a solution of BVP(2.8)
easily. O
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Lemma 2.6. Suppose that © € X. Thenv € Y is a solution of BVP

[ (o) )] + q(t)g(t, z(t), z'(t) =0, a.e.teR,

lim v(s) =0, lim p(¢t)v'(t) =0,

t——o0 t—+o00
A”U(ts) = BO,SJO(t&x(tS)v'T’,(tS))v s € Zz

qu(g(ts)v/(ts)) = Bl,le(tsﬂ x(t5)7x/(t5))’ s€Z
if and only if

’U(t) = Z BO,sJO(tmx(ts)»x/(tS))

ts<t

t;>s

t _ “+ o0
+f—oo ﬁq} ! (fé q(u)g(u,x(u),x’(u))du— Z Bl,jjl(tj7x(tj)ax/(tj)>
Proof. The proof is similar to that of the proof of Lemma 2.5 and is omitted.

Define the operator T on E by T(z,y)(t) = (T1(z,y)(t), To(x,y)(t)) with

T1($,y)(t) == E AO,sIO(tsay(ts)ay/(ts))

ts<t

ot (fjw p(u) f(u,y(u)y' (u)du— 3 Al,jll(tj»y(tj)vy,(tj))>
t ths
+f700 FO) ds,

and

Tg(x,y)(t) = Z BO,SJO(tmx(ts)am/(ts))

ts<t

I q(u)g(uw(u),w’(u))du—g Bi; Jl(tj,a;(tj),;c’(tj))>

o) ds.

+ W<

Lemma 2.7. The following results hold:

(i) T: E — E is well defined.

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)

(ii) (x,y) € E is a solution of BVP(1.5) if and only if (x,y) is a fized point of T in E.

(iit) T : E — E is completely continuous.
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Proof. From Lemma 2.2, E' is a Banach space. From Lemma 2.5 and Lemma 2.6, we know that
(i) and (ii) hold. Note Lemma 2.3 and Lemma 2.4, the proof of (iii) is similar to that of the proof
of Lemma 2.4 in [32] and is omitted. O

3 Main Theorems

In this section, the main results on the existence of solutions of BVP(1.5) are established. To
establish the first result, we need the following assumption:

(A) There exist nonnegative constants A4, ; > 0,B1; > 0(j =0,1,---,m), a;; > 0,b; ; >
0(¢=1,2,j=0,1,---,m),and 7, ;,03; > 00t =1,2,j =1,2,--- ,m) satisfying

7 (b (¢, i)

m
o (Al,o + > Ay jlul™ v"ld’) ,u,v € Rja.e. t € R,
j=1

glt,oo(t u,wv <V | B+ By j|u|™i|v|?27 | ju,v € Rya.e. t € R,
p(t) 5 = 3J

m
I (ts, ot )u, 28 D0) | S aro + 3 anglul o], w0 R s €2,
j=1

Jo (t&UO(ts)u, Wv)‘ <bio+ Y bijlu/™7 w7, u,v e R, s €Z,
s =

I (tsﬂ'o(ts)u, Wv)‘ <o <a270 + > a27j|u71vj|v|"1~i> ,u,v € R s € Z,
s ~=

Ji (ts, 00(ts u,wv <VU[byg+ bo_ilu|™d |v|723 | ,u,v € R, s € Z.
p(ts) s = »J

We denote
o=max{m ;+ 01, To;+02;: j=1,2,---,m},
=—oo AO s
Ay =sup ﬁa
scZ o p(u)
Foo (u)du)
By = sup L f (s ds,
teR 1+f o 70 VT p(s)

et Zt- sA ¥
du fioo ( p(f) 1 )ds,

oo p(u)

Cy =sup
teR

1+ft
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_ —1 ff p(u)du
Dl_Uqlilel]gq) (1+f+°° e)ds)’

Z SlA]
Ey =04 sup®” <M>7

SEZL
Py = Aja1,0+ (B1+ D1)A1 o + (C1 + Ev)asg,,

Q= Aja1;+ (B1 + D1)A1; + (C1 + Er)az;,i = 1,2, ,m

and . 5
Ay = sup Sisg= 22
? sEIZ) 1 2t
. t \Il_l(f:w q(u)du)
By =sup im0 0,
71(2}-25 Bu)
Ca=mp gy gy S it
_ —1( _JF=a(w)du )
Dy = o sup ¥ (Lt
_ -1 E] s+1 By »J
Ey = oy, ilellz)‘l’ <1+ft = q(s)ds> ’
Py = Asaz o+ (B2 + D2)By g + (C2 + E2)ba o,
sz = A2a/2,i + (B2 + DZ)Bl,i + (CZ + E2)b2,i,i = 1) 27 cee,Mm,
A= max{Pl, PQ},
m m
B:max{ZQll, > Qf}
i=1 i=1
Theorem 3.1. Suppose that (a)-(g) and (A) hold and ffoo %ds and ff %ds

are convergent. Then BVP(1.5) has at least one positive solution if
(i) 0 €(0,1) or

(ii) c =1 and B< 1 or

(iii) o > 1 and B(A+ B)7~! < e=0"""

Proof. We will apply Lemma 2.1 to show the results. Let X,Y, E and T be defined in section 2.
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From Lemma 2.7, T : E — E is a completely continuous operator and (z,y) € E is a solution of
BVP(1.5) if and only if (z,y) is a fixed point of T in FE.
For (z,y) € E, we have

_ 20| W)z’ (1] ly()| Wlyol | _
Iz, y)l| = max {igﬂg w0t U &t 0y SUP 7ory» SUP 5—1&1@))} =r < too.

So

N 1 T ’
(5,50 = |1 (£ o(0) 185, L@ oQU 0|

m>

<o <A1,0 + A1,j|y||”*j+"1’f> ,a.e.t € R,
=1

1,5

@)

To(t)

o)y’ ()
v (71()

<o (Al,() + > A
i=1

i=
g (&, x(t),2'(1)| < ¥ (Bl,o + 2 Bl,j||$|T2’f+”2’j> ,a.e.t €R,
j=1

m
o (£ y(ts), y' (E))] < ar,0 + 30 ajllyl|™o 77,5 € 2,
j=1

| Jo (ts, z(ts), ' (ts))] < bio+ o byjllz||™94729, s € Z,
j=1

11 (ts,y(ts),y' ()] < @ <a2,0 + 2 azjll?/ll“"*‘””’) ;8 €L,
j=1

|J1 (ts,l‘(ts),w/(ts))l <y (bg)o + Z bg)j |.’17||T2’j+02’j> .5 € L.
j=1

One knows that

1, 1<p<?2,

¢p(u +v) < Up[ﬁbp(u) + ¢P(v)]’u’v = 0 with o, = { 2p—1 p =2

Then (2.15) implies for ¢ € (ts,ts41] that

T1(x,1
PEB < S 3, Aol Toltss y(t), ¥ (1)

oo oo 727 (fj“p(unf(u,y(u),y'<u>>|du + Y Ay

tj ZS

h(zrj,y(tj),y/(tj))) i
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S oo Aoys UL ) .
S?mfi’@w+2amwwﬁ”)
P =1

oy ! (u)du Tl ido1
i S T (A + 3 Al )

—oo p(u)

—oo p(u)

o t o~ Zf qu] - o
LT el A (Ey: (a2o+ 22 azllyl|™ " “)
< A (a1 o+ Z ay||(z,y)||™ it ‘) + B (Al,o + > A1,i||(5€7l/)|71’i+01‘i)
i=1

+6'Quw+2ammxynﬂ*ﬁj

i=1

m
< P+ 3 Qi gt

i=1
On the other hand, we have for ¢ € (¢;,ts41] that

M
1(o1(1))
_ +o0
s@@w¢«tpwmwmmmmﬂgmmwmmwwo
32
1 [ L e 3 mite
<o (Lt (s i)
—i—M@ as o + Za || ||7'1J+‘711
LT p(yds © | 420 2llY
J+ p(u)du UL ) T1,;+01,5
< Jq(I) (m) <A1,O+]§1A1,J||y|| b v
— 27 a1 AL s T1,jT01,5
+0o, 07! (M) <a2,o +j;1 az,j|ly||™F “)

m m
(Ao B Ayt ) 4 B (oo + £ anllleros )
i=1

i=1

<Pt 3 Qi@ gl
=1
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It follows that

sup [T1 (@, y) ()] < P + ZlQill(:c,y)l\“”*‘“'i- (3.17)
€ i=
Similarly we get
sup [To(z, y) (1) < P>+ ZIQ?II(% Y[t (3.18)
€ i=

It follows from (3.17) and (3.18) that
(T1(, y), To(z,y))|| < A+ Bmax{||(z,y)||”, 1} < A+ B+ Bl|(z,y)||°.

(i) o€(0,1).
Since o € (0,1), change 79 > 0 such that A+ B + BrJ < ry. Let Qp = {(z,y) € X x Y :
|(2,y)|| <ro}. Then we get

[(T1(z,y), Ta(x,y))|| < A+ B+ Brg < ro.

So TQy C Q. Thus Lemma 2.1 implies that the operator T has at least one fixed point in
Q. So BVP(1.5) has at least one solution.
(i) o =1and B < 1.

Let 7o = 4+ such that A+ B+ Brg = ro. Let Qo = {(z,y) € X xY : [|(2,9)|| < ro}. Then
we get

| T (2, y), Ta(z,y)|| < A+ B+ Bro < ro.

So Ty C Qp. Thus Lemma 2.1 implies that the operator T has at least one fixed point in
Q. So BVP(1.5) has at least one solution.
(ili) o >1and B(A+ B)°! < ="
1

P

Let 79 = (%) ° . Tt is easy to show from %

Qo ={(z,y) € X XY :||(z,y)|| <7o}. Then we get

< & that A+ B+ Br§ <ro. Let

Ty (2, y), Ta(z, )|l < A+ B+ Brg <ro.

So TQo C €. Thus Lemma 2.1 implies that the operator T has at least one fixed point (x, )
in Qy. So BVP(1.5) has at least one solution (z,y).

Since Iy, Jo, f,g are nonnegative functions and I;,.JJ; are non-positive functions, we know
by the definition of T'1,T5 that (x,y) is a nonnegative solution of BVP(1.5). Furthermore, if
there exists £ € R such that [z(#)]? + [y(£)]?> = 0, suppose that ¢ € (ts,ts11] for some s € Z,
from [B(p(t)a' (1)) = —p(t) F(t, y(t),y'(£)) < 0 and [W(a(®)y ()] = —a(®)g(t 2(t),2'(1)) < 0,
I, J; are non-positive, we have p(¢)2’(t) and o(t)y’(t) is nonincreasing on R. From the bound-
ary conditions in (1.5), we have p(t)z'(t) and o(t)y’(¢t) are nonnegative on R. Since Iy, Jy
are nonnegative and z,y are nondecreasing on R, we have z(t) = y(t) = 0 on (ts,t]. Then
p(t)f(t,0,0) = q(t)g(t,0,0) = 0 on (ts, t], a contradiction to (d). Thus (z,y) is a positive solution
of BVP(1.5). O
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Theorem 3.2. Suppose that (a)-(g) hold and there ezist non-decreasing functions My, , M z,, My,
and My, , Mg, My : R3 — [0, +00) such that

7 (b (b, i)

< My(|ul, [v]),u,v € R,a.e. t €R,

g(ta (t)u wv) < My(Jul, |v]),u,v € Rya.e. t € R
» 00 ) (%) = g ) y Uy ) )

Lo Caltely)| < My, (ful, ol), w0 €R, 5 € 2,

Iy <t8a70( o

=S

(tsa oo

~
=

 EGltel )| < My, (jul, Jol), w0 € Ry s € Z,

ts)u,

(ts)u, %v)‘ < My, (|ul, |v]),u,v € R, s € Z,
<ts,'ro(ts)u

(ts)u

J1 (ts,ao ,wv)‘ < My, (ul, |v]),u,v € R, s € Z.

P(tS)

Then BVP(1.5) has at least one positive solution if

L +oo I \rl((f%(s»ds > B
s 1 — oo o(s s=
v | M) 2, Bost | L sup ===t P T, a7 (12T
(3.19)
-1
St Ao g,
+ | 14sup —=——2>—— | M, (r,r)| <1,
( 1R 70(t) g( )
and
L +oo It ¢71((”%(S))ds iﬂfh,s
: 1 . — oo p(s . s=
L | Mio(nr) 20 Ao+ | 1+ sup =530 SUP T o 11 (1T
(3.20)

ft ¢71(01(5))ds
+ | L sup === —— | My (r,7)| <1

Proof. Consider the set Q = {(z,y) € X xY : (x,y) = AXT'(z,y), A € [0,1]}. For (z,y) € Q, we
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have by the definition of T’

[@(p(t)z" ()] + Ap() f(t,y(2),y' (1)) =0, ae tER,
[T (o(t)y ()] + Ag(t)g(t, z(t),2'(t)) =0, a.e.tER,

lim z(¢t) =0, lm p(t)z'(t) =0,

t——o0 t——+oo

lim y(t) =0, lim o(¢)y'(t) =0,

t——o0 t—+4oo
Ax(ts) = )‘AO,SIO(t57y(ts)»y/(ts))v AD(p(ts)z'(ts)) = )\Al’sfl(ts,y(ts),y'(ts)),S €Z,

Ay(ts) = ABo,sJo(ts, x(ts), ' (ts)), AU (o(ts)y (ts)) = AB1,sJ1(ts, x(ts), 2 (ts)), s € Z.
From the assumption, we have

If &y(@), 9 (@) < My(llylls [lyl]), ae t €R,
lg (¢, 2(t), 2 (1))] < My([|z]], [l]]), a.e. t € R,
Lo (ts,y(ts), ' (t:))| < M ([lyl], [1yll), s € Z,
[Jo (ts, w(ts), &' (8s))] < Mo ([[]], ||2]1), s € Z,
11y (te,y(ts), ' (t:))| < M, ([lyl], [1yll), s € Z,

|J1 (ts,x(ts),x’(ts)ﬂ < MJ1(||xH7 HxH)»S €ZL.

Then
) = | e ¥ (5)ds| | 5 Mo To(ts,y(t), 9/ (15)
< s [ SRR A + 2 Ao Holts (t),/ (1))
01(s)) (®)|=" ()] ly(ta)l  elta)ly’ ()]
< ot oo 0 dssup 5oy + 2, Ao M o (6 )
< ot [ T s sup $REG + 5 Ao, (lyl] i)

Since lim o¢(t) =0 and lim o¢(t) = 400, we have
t——o0 t——+o0

s I B s = lim 07 (04 (1) = 1.

t~>+oo t——+oo
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Then
. Jt 2lee g, N oo
) < sup == sup QS + M (ol ) 3 Ao
Similarly we have
It \P*Q(rsl(s»ds +oo
O < up o= up LW O 0L (] ) S A

teR teR s=—00

On the other hand, we have for ¢t € (¢x, txt1]

(e )] _ ¢ ( LOIELO] )
o1(t) @1 (o1(t))

< 5w 2 ARG )] + 55t [ Ip(s) 1 (5,0(5), /() lds

< 5w EtAls\fl( () Y AN+ 55 [ Ip(9)]1f (5, 9(5), 9/ (5)) s
+oo ,
< 1 lyta)l  o(ta)ly’ (ts)] y(s)| ey’ ()]
- lJrftk+1 p(s)ds ‘g:%:+1 AlwsMII (‘ro(ts) P W (7 (ts ) f |Mf (T (s)” \p—l(fl(s))) ds

+oo
1 1 +oo
S T )i Sz%lAl’sM“ (Ul N1l + @ Jo ()M (lyll, [1yl]) ds

th41

< =Ry .
S SUD T M ([yl]; yl) + My (lyll, [yl

It follows that

+oo
j2(1)] I e A >
oo(t) = SUP o (0) f e it vas M (1l i) + Mo ([l ||y||)s=X_IOo Ao,

[l g
+sup =S M (|lyll [ 1yl]) -

Hence

P x!
x| = maX{fgp bl up | <P<t>(t)<t>>|}

o1

+oo
+oo e <o%< ) gs 2 A
< My (lyll-llgll) 20 Aos + | 14 sup ==z SUP = ptwras 1 Il 111
It ’1((01)(5)) ds
| 1+ sup == My (|lyll.llvll) -
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Similarly we have

+oo

+00 [ 1((7'1)( ) gs ;ﬂBl,s
<M B 1 = 2 — M,
Iyl < Moo (Jlzll. l2fl) 35 Bo.s + |1+ sup 0] SUP T, a0 7 (], [|[])
A= 1((T1>(3) ds
{1 sup L= e g (a2 ).
teR
Case 1. If ||z|| <|lyl||, then
+oo
+00 It <r§< D gs o, B
ol < Ml ) 55 Bo {1+ sup E=g vy o8, (ol
ft Lry (s $)) ds
1+?€1§+§)) My Iyl [lyl]) -
From (3.19), then there exists M > 0 such that ||y|| < M. So
+oo
400 It ©71((U,1)(5))ds . Zk:+1A1 s
HZL’H SMIO(MaM) Z A(LS+ 1+sup —= Uo?t&) sup +f p(s)ds MI(MaM)
s=—00 teR keZ tk+1

gt 1<(ol><))ds
1+2161£T”(t) My (M, M).

Then Q = {(z,y) € X xY : (z,y) = \T'(z,y), A € [0,1]} is bounded. Hence Schaufer’s fixed
point theorem implies that 7" has a fixed point (z,y). Similarly to Theorem 3.1, we can prove
that (z,y) is a positive solution of BVP(1.5).

Case 2. If ||y|| < ||z]|, then

oo

+00 st 1<ol)<s>>dq g%lfh,s
II»”CHSMzo(llx\l,l\wll)sgwflo,s+ L+ sup o0 () SUP T P My ([l [|])
I ‘Vl(("g(s))ds
{14 sup = M (]l
From (3.20), then there exists M > 0 such that ||z|] < M. So
+oo
400 JrE 1<(r§< ) gs %ﬂBLs
<My (M,M B 1 - s = My (M, M
Iol) < Mo M) 2 Bt {15 =t | R o a7 (0D
S <(n)< ) 4s
+ 1"‘?2}}2# Mg (M, M).
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Then Q = {(z,y) € X XY : (z,y) = \T'(z,y), A € [0,1]} is bounded. Hence Schaufer’s fixed
point theorem implies that 7" has a fixed point (z,y). Similarly to Theorem 3.1, we can prove
that (z,y) is a positive solution of BVP(1.5). O

4 An example

In this section, we present an example to illustrate the main theorems.

Example 4.1. Consider the following problem consisting of the differential equations

1,1 2t/ o1y 3
[(e7ta’())3]) + e 2 (Al o+ A (%) (ﬁ) > =0, aeteR,

(4.21)
—2t, 1 (4\\5)/ 4 o—2t a(t) \ ™! carw) )7 ’
(/)] + e (Buo+ B (55) (g —0, aeteR
the boundary conditions
. _ : tod () — : 21 (1) —
Jim a(t) =0, lim e'a!(t) =0, lim y(t) =0, lim e*y'(t) =0, (4.22)
and the impulse effects
s T1,1 e—Qa‘ IS 71,1
Aote) =2 [ovo v (2425) ™ ()]
Tl 1 —2s /( ) 1,1 3
Ale=5a2/(s))3 =27° (a20+a21 ezs (5 Hy ) ) ,SEZ,
(4.23)

(s 72,1 e Sx /
Ay(s) = 3° {bLo +b11 (H(-e) ) ( 5 1+1e—2e> ]

z(s 721 e Sz (s 721\ ©
A(e—st/(s))5 = (bz o+ bg 1 (#) (Vﬁ) ) .8 € Z.
Corresponding to BVP(1.5), we find that
ts =s, s €Z, (e) holds,

p(t) =e7t, o(t) =e 2, p(t) = e 2, q(t) = e, (a) and (b) hold,

AO,S = 2%, BO75 = 3%, Al,s =279, Bl,s =3"% s€eZ, (g) h()ldS7
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One sees that

oo(t) =1+¢€t, o1(t) =1+ %673’5,

m(t) =1+ 5¢*, n(t) = 1+ e,
i V(e Y
ft,u,v)=(A1o+ Ay (W) Yirie ™ )

o2.1\ O
_ lu] )7 e'Jv] ’

J1,1
_ lul ™! s o]
Iy (ts,u,v) —al,O+al,1 (1+%e2ts W )

Jul T2,1 etslvl 72,1
Jo (ts,u,v) = b1+ b1 <1+ets) Yitie s ’
I'U«‘ T1,1 eztslvl 71,1 3
I (ts;u7'l)):— az0+ az1 (1+%62ts) W ’

g2.1\ O
_ lul )™ e’ o] ’
Ji (ts,u,v) = — <b2,0 +b21 (1+ets) W .

—1
£ (ro(tyu, =G0 | < (Ao + Avalulm 2 olr)?,

—1
g (ta oo(t)u, wv)‘ < (Bio+ Bl,1|u|72v1|v\"2,1)5 ,

Iy (ts, 70(ts)u, %UH < a1+ ay|u[™ v,
(ts

S

(ts,O—O )u,wv)‘ < b170+b171|u|72=1|v|"2’1,

-1
11 (0 e =2 20) | < (0o analul™ ool )',

-1
J1 (tS, oo(ts)u, WU) ‘ < (bag + bo1|u|™ |v|02,1)5 )

One sees that (d), (f) and (A) hold. By direct computation, we get

o =max{r1+ 011, 21 +021},

D S
Al —SHPT —Sup@ < 2,
SEL €L
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and

1

— 3 qup 3L o~ 3
B daup e < 3
3/ +00 54
Cy = sup — E'7:521d8— V2 bUP(I) <2
1 fe]lg 1+et J—oo e=? 1-In ¥/2 I+et 1-In V2’
+oo d
Dy = sup ¢/ =t p(u)du <1

teR 14 /7% p(s)ds

+oo j
2-7 —s
Elzsup #—sup327<2
Foo 2 Io—2(s+1) ’
sez \ 1T emds oy V 1Hae

Pr<2a10+ (14 35) Avo + (24 2855 ) az0 < 2a1,0 + 3441 + 3.Tas,

Ql < 2(11 1+ (1 + i) A1+ (2 + _\3/2 ) ag1 < 2(1171 + 3.4A171 + 3.70,271,

Z _ 37 335
AQZSHP71+1 o sup 1+1 = <3,
SEL SEL
B, — 5 _qup 5" _5_
2T s TR e S avm
2 t
C, = su 1 f szjgsjd_ \/? bup(;) < 25%
2= D e ) == 2 V3 S0P 145 S 27 V3

— sup et (e )
Do =sup ¥~ () <1

33 s—1
Ez = sup [ fe=nm <3
3
Py < 3@2)0 + (1 + \[) Bl o+ ( \/g[ ) b270 < 3&2’0 + 2-131,0 + 4.3()270,

5/3
Ql < 3@2 1+ (1 + \f) Bl 1+ (2_21:1/%/5 + 3) bg’l < 3042’1 + 2.1B171 + 4.3b2’1,

A= max{Ph PQ} < 204170 + 3.414170 + 3.7&2,0 + 3042’0 + 2.1B1,0 + 4.3()270,

B = max {Q%, Q%} < 2@1)1 + 3.4141)1 + 3.7&2,1 + 3@271 + 2.1B171 + 4.3()2,1.

By Theorem 3.1, then BVP(4.19)-(4.21) has at least one positive solution if
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(i) o €(0,1) or
(i) o =1 and 2a11 +3.4A11 +3.Ta21 +3az1 +2.1B11 +4.3b21 <1 or

(iii) o >1 and 2@1)1 + 3.4141)1 + 3.70,2’1 + 3a2,1 + 2.1B171 + 4.3()2}1(2@1)0 + 3.4A1)0 + 3.7&2707;{-
3&270 —|—2.lBl70 +4.3b2,0 —|—2a171 +3.4A171 —|—3.7a2,1 —|—3a271 +2.1Bl71 +4.3b271)‘7—1 < (070173.

Remark 4.1. Similarly to Theorem 3.1 in [32], we can establish existence result of solutions
for BVP(1.5) under the assumptions that both p(t)f(¢,u,v) and ¢(¢)g(t,u,v) are Carathédory
functions. Since both e~?! is not measurable on R, we know that both t — e=2!f(¢,u,v) and
t — e 2tg(t,u,v) are not Carathéodory functions. Then this kind of similar result can not be

applied to solve Example 4.1.
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Resumen

El problema abordado en esta investigacion se centra en la caracterizacion de los signifi-
cados personales de la derivada en estudiantes de Ingenieria, en el que se analizan los errores
que cometen, las dificultades y conflictos semi6ticos que se hacen presentes en un proceso de
enseflanza y aprendizaje de esta nociéon. Form6 parte de un trabajo de investigacién sobre
los significados personales de la derivada en estudiantes de Ingenieria, del cual se consideran
la descripcién del problema destacando la importancia de esta nocién para los Ingenieros en
proceso de formacion. El trabajo se sustenta en el Modelo Semio6tico Antropoldgico propuesto
por Godino y Batanero (1994) y usado por Arrieche (2002) y Meléndez (2005), actualmente
conocido con el nombre: Enfoque ontosemidtico de la cognicién e instruccién matemaética
(Godino, 2002; Contreras, Font, Luque y Ordoiiez, 2005). Metodologicamente se sigue un
paradigma de tipo mixto, combinando esquemas cualitativos y cuantitativos: por una parte
se cuantifican las respuestas parcialmente correctas, las incorrectas y los diferentes tipos de
errores cometidos, por la otra se analiza la naturaleza de los errores y sus efectos sobre la
calidad de las respuestas. Los significados personales declarados (Godino, 2003) los repre-
sentan los sistemas de practicas discursivas o actuativas puestas en juego en las respuestas
correctas e incorrectas, mientras que los errores y conflictos semioticos del aprendizaje se
reflejan en las discordancias manifestadas entre estos significados y la referencia institucio-
nal. Los errores fueron de tipo conceptual, de operaciones basicas, de aplicaciéon de férmulas,
de procedimiento y de simbologia y nomenclatura. Finalmente, mediante la aplicacion del
analisis semidtico a la solucién del cuestionario propuesto por el investigador, se identifican
potenciales conflictos de significado; en el anélisis semio6tico practicado al cuestionario res-
pondido por el estudiante que obtuvo la mayor calificacion, destacan la ausencia de practicas
discursivas y las validativas se suponen implicitas en los procedimientos.

Palabras y frases clave: Significado personal, analisis semiotico, derivadas.

Abstract

The problem aproached in this investigation is centred in the caracterizaciéon of the
derivate’s personals meanings in ingeneering students, on which are analyzed the errors,
the difficulties and semiotics troubles presents in the process of teching and learnig of this
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concept. It was part of an investigation work about the derivate’s personals significates in
ingeneering students, from which is considered the problem description standing out the
importance of this notion por the Engeneer in training process. The work is supported by
the Semiotic Anthropologyc Model proposed for Godino y Batanero (1994) and used for
Arrieche (2002) y Meléndez (2005), actually known as: focus ontosemiotico of cognition and
mathematical instruction (Godino, 2002; Contreras, Font, Luque and Ordonez, 2005). The
method followed is a mixed paradigm, for the combination of cualitatives and cuantitatives
schemes: first are quantified the partially correct answers, the incorrects and the differents
error’s types; on the other hand, is analyzed the error’s nature and their effects on the
answers quality. The declared personals significates (Godino, 2003) are represented by the
discrsives and actuativas practices systems showed in the corrects and incorrects answers,
whereas the errors and semiotics troubles of the learning be reflected in the discords be-
tween this meanings and the institutional reference. The errors was of conceptual type, of
basics operations, of formula’s application, of proceedings, of symbology and nomenclature.
Finbaly, by application of semiotic analysis to questionnaire’s answer proposed for the re-
searcher, are identified potentials meanings troubles; in the semiotic analysis practiced at
the questionnaire answered for the student with bigger grade, are standed out the absence
of discursives practices and the validates are sopossed implicit in the proceedings.

Key words and phrases: Personal meaning, semiotic analysis, derivate’s.

1 Introducciéon

Este trabajo estd inserto en la linea de investigaciéon perspectivas del enfoque semidtico antropo-
légico para la didactica de la matematica (Arrieche, 2003) y enmarcado en la faceta cognitiva de
la investigacién sobre los significados personales de la derivada en estudiantes de ingenieria, desa-
rrollado en el programa de Maestria en Ensenianza de la Matemética en la Universidad Rémulo
Gallegos. Usamos la nocion de significado en el sentido dado por Godino y Batanero (1994) como
el sistema de practicas (actuativas y discursivas) manifestadas por un sujeto ante una cierta clase
de tareas. Mediante la prueba de conocimientos aplicada se determina el significado personal
declarado, Godino (2003), incluyendo respuestas correctas e incorrectas desde el punto de vista
institucional. La discordancia existente entre los significados personales e institucionales consti-
tuye los errores y conflictos semioticos del aprendizaje, mientras el significado personal logrado es
el que se corresponde con la referencia institucional. Este trabajo se compone del Planteamiento
del problema, Antecedentes de la investigacion, la Metodologia, Analisis y discusion de los datos,
las Conclusiones y las Referencias bibliograficas.

2 Planteamiento del Problema

La derivada es un objeto matemaético de especial importancia para los estudiantes de Ingenieria,
porque es una herramienta béasica para la evaluaciéon del comportamiento de modelos matemé-
ticos representativos de situaciones reales, como es el caso de andlisis de rapidez de variacién,
optimizacion, anélisis de curvas, etc. De alli la necesidad de proporcionar a los estudiantes de
ingenieria la mayor solidez en conocimiento de las derivadas y sus aplicaciones. Al respecto, Me-
léndez (2003), senala que en el caso de los estudiantes de Ingenieria Agronémica en la Universidad
Romulo Gallegos, esta solidez de conocimientos se ve afectada por el bajo rendimiento académico
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en las asignaturas Matematica [ y Matematica II, en las que se ha registrado indices de aproba-
dos alrededor del 11 %, junto con indices de desercién que superan el 50 % y una muy marcada
repeticion de los estudios.

La pregunta: ;Cudles son los significados personales que tienen los estudiantes de ingenieria,
sobre las derivadas y sus aplicaciones?, es la que motiva esta investigaciéon con el propdsito
de indagar sobre las dificultades que enfrentan los estudiantes, los errores que cometen y que
efectivamente aprenden sobre un tema que reviste especial importancia para ellos, asi como las
causas de los indicadores de resultado negativo en el proceso de ensenanza y aprendizaje.

En ese sentido, surgen otras preguntas especificas para tratar de dar respuesta a la pregunta
inicial: de caracter epistémico: ;Qué son las derivadas?, ;Cudl es el origen de las derivadas?; de
caracter cognitivo: ;Qué dificultades, errores y obstaculos presentan los estudiantes de ingenieria
en el estudio de las derivadas?, de caracter Instruccional: ;Cémo se ensenan las derivadas a los
estudiantes universitarios? En este trabajo se intentard responder a la pregunta de caracter cog-
nitivo, mediante la aplicacién de un cuestionario sobre aspectos fundamentales de las derivadas,
a un grupo de 60 estudiantes de Ingenieria Agronémica de la Universidad Rémulo Gallegos de
San Juan de los Morros cursantes de Matemética II.

3 Antecedentes de la investigaciéon

En este apartado se hace referencia a algunos trabajos realizados por investigadores en didactica
de la matemética, en los que se consideran obstaculos epistemolégicos y conflictos semidticos que
surgen durante el proceso de instruccional de la matematica, y de la derivada en particular.

Contreras de la Fuente (2000), en un trabajo sobre limites bajo perspectivas de los enfoques
epistemolégicos y semioticos, senala: “las concepciones y obstaculos epistemoldogicos detectados a
lo largo de la evolucion historica de los conceptos se repiten, con determinadas diferencias, como
concepciones y obstaculos cognitivos en los sujetos durante el proceso de ensenanza-aprendizaje
de los conceptos del Andlisis Matemdtico”.(p. 4) Los obstaculos epistemoldgicos son “barreras”
que impiden o dificultan la consumacién del acto de comprension. A lo largo del proceso de
ensenianza y aprendizaje se van superando estos obstéculos en la medida que se asciende en los
niveles de comprensién, una vez que se va rompiendo con las anteriores y se da lugar a nuevas
concepciones. “El desarrollo del conocimiento no es acumulativo, es decir, cuando se pasa de
un nivel de comprension a otro se da simultdneamente una integracion y una reorganizacion del
conocimiento”(Contreras de la Fuente, 2000).

Inglada y Font (2003), en un trabajo sobre significados institucionales y personales de la
derivada analizan algunos conflictos semioticos relacionados con la notacion %; uno de estos
conflictos se fundamenta en el hecho que Leibnitz consideraba a dy como la diferencia infini-
tamente pequena de dos ordenadas sucesivas y a dx como la diferencia infinitamente pequena
entre dos valores consecutivos de las abscisas, sin embargo, por temor a la critica presentd al
publico un concepto diferencial muy diferente pero que cumplia las mismas reglas, el incremento
infinitesimal.

Otro conflicto lo llaman “La complejidad del paso de la derivada en un punto a la funcion
derivada "(p. 8). Plantean que en los libros de texto que se sometieron al anélisis semiotico, los
autores no son conscientes de esta dificultad o no le prestan la atencién necesaria y, ademaés,
sostienen que determinados usos de la notaciéon 2—; pueden presentar mas inconvenientes cuando
se toma en cuenta la complejidad semio6tica considerada en este punto. Finalmente, plantean
los conflictos semi6ticos relacionados con la notacién incremental y presentan un detalle del
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entramado de funciones semioticas que debe activar el alumno para comprender la definicion de
derivada.

Hitt (2003), analiza las dificultades presentes en el aprendizaje del calculo; sostiene que ademas
de los problemas de entendimiento de los procesos infinitos, debe anadirse los derivados del mal
aprendizaje de precdlculo. Respecto a la derivada, menciona la dificultad para los estudiantes
establecer representaciones visuales de los conceptos matemaéticos, ademas de su resistencia a
hacerlo. Pensar visualmente requiere de procesos cognitivos méas profundos que pensar en forma
algoritmica. Las comparaciones mediante cuadros de visualizaciéon y resolucién de problemas,
en los cuales se separan los sistemas algebraicos de representaciones, las ideas intuitivas y los
sistemas geométricos de representaciones, identifican fallas cometidas por profesores pero también
sostienen que utilizando la idea intuitiva se puede representar geométricamente las condiciones
de los problemas y lograr su solucién mediante los procesos algebraicos; esto es un alerta para
sugerir que los métodos tradicionales son insuficientes, si se quiere buenos estudiantes que hagan
un uso creativo del célculo.

4 Metodologia

4.1 Enfoque Metodolégico

La caracterizacion de los significados de los estudiantes sobre la derivada se lleva a cabo mediante
la aplicacién de una prueba de conocimientos cuyo andlisis se realiza siguiendo un paradigma me-
todologico de tipo mixto, combinando esquemas cuantitativos y cualitativos (Goetz y Lecompte,
1988).

En este sentido, el enfoque cuantitativo se refiere a la determinacién de cantidad de respuestas
correctas, parcialmente correctas e incorrectas y tipos de errores manifestados por los estudian-
tes, con el correspondiente anélisis estadistico; el enfoque cualitativo se desarrolla mediante la
aplicacion de la técnica del anélisis semiotico (Godino y Arrieche, 2001) a las pruebas resueltas
por dos estudiantes. A continuacion describimos la técnica del anélisis semiotico.

La técnica del “analisis semidtico” permite: “caracterizar tanto los significados sistémicos (o
prazeoldgicos) de un objeto matemdtico como los significados elementales puestos en juego en un
acto de comunicacidn matemdtica” (Godino y Arrieche, 2001, p.1). Estos autores sostienen que
mediante este anélisis es posible identificar tanto los conflictos potenciales en la interpretaciéon de
los textos de estudio como aquellos que ocurren durante el proceso de ensenanza y aprendizaje.

Godino (2002) indica que al comparar los significados institucionales atribuidos a un obje-
to matematico por dos instituciones o por una persona y un referente institucional, se pueden
identificar conflictos semiéticos entre esos agentes. Los conflictos semidticos estan representados
por las disparidades entre los significados atribuidos a una misma expresiéon por dos sujetos en
interaccion comunicativa y provocan dificultades y limitaciones en el proceso de ensefanza y
aprendizaje. Mas adelante sefiala Godino (2002): “ Para aplicar esta técnica se requiere disponer
de los textos con la planificacion del proceso instruccional, transcripciones del desarrollo de las
clases, entrevistas y respuestas escritas a las pruebas de evaluacion aplicadas”. En este caso, se
aplica dicho anélisis a la resolucién realizada por el investigador a la prueba de evaluacion de
conocimientos sobre las derivadas, aplicada durante el desarrollo del curso de Matematica II,
correspondiente al Lapso Académico comprendido entre los meses diciembre 2003 y Abril 2004.

Una primera clasificaciéon de las unidades de andlisis semidtico de un texto matemético pro-
puesta por Godino y Arrieche (2001) es la siguiente: “unidades iniciales (apartados o secciones del
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texto), unidades primarias (oraciones o sentencias), unidades elementales (términos y expresiones
que designan cada una de las seis unidades elementales) y unidades secundarias (combinacién de
dos 0 més unidades primarias)”. (p.2)

En cuanto al andlisis aplicado a la prueba, las unidades iniciales son los items o problemas a
resolver y las unidades elementales estan ubicadas en el proceso de comunicacién de la solucion,
y estan representadas por el lenguaje, las situaciones, los actuativos, los conceptos, las propie-
dades y las argumentaciones, entidades propuestas en el enfoque ontosemidtico de la cognicion e
instruccién matematica (Godino, 2003).

4.2 Poblaciéon y Muestra

La poblacién sobre la que se hace este estudio, la constituye los estudiantes del segundo semestre
de Ingenieria Agronémica y la muestra, que fue tomada en el Area de Ingenieria Agronémica de
la Universidad Nacional Experimental Rémulo Gallegos, esté conformada por 60 estudiantes que
presentaron la prueba de conocimientos aplicada.

4.3 Instrumento aplicado

El instrumento utilizado para recoger los datos consisti6é en una prueba de conocimientos, aplicada
a fin de evaluar qué significados atribuyen los estudiantes a las reglas de derivacion de las funciones
algebraicas y trascendentes mas comunes, la regla de la cadena, la derivacién aplicando logaritmos
y la aplicacion de la derivada en un punto de una funciéon para obtener las ecuaciones de las
rectas tangente y normal a la curva. La prueba esta constituida por cinco preguntas o items,
cuya estructura y contenido se detalla continuacién:

Item 1.- Determine f/(z) para: f(z) = (3z* 4+ 227° + 10z — 8) Arcsec(2z)

Item 2.- Determine f'(x) para:f(z) = #ﬁ(m)

Item 3.- Determine f’(z) para: f(z) = csc® (V321 — 2z + 12)
Item 4.- Aplicando logaritmos determine f’(x) para:

(223 4 522 — 67 + 9) €” sec (x)

Jz) = tan (x) log, (x)

Item 5.- Determine las ecuaciones de las rectas Tangente y Normal a:
f(z) = arctan(2x) en xg=-—1

El objetivo de esta prueba es evaluar que significados atribuyen los estudiantes a las reglas de
derivacién: producto de una constante por una funcion, suma algebraica, producto y cociente de
funciones, asi como de las derivadas de las funciones algebraicas y trascendentes mas comunes, la
regla de la cadena, la derivacion aplicando logaritmos y la aplicacién de la derivada en un punto
de una funcién para obtener las ecuaciones de las rectas tangente y normal a la curva.

En este trabajo se hace referencia a los resultados correspondientes al item N° 1; por lo tanto,
el lector interesado en la totalidad de los resultados o de algunos de los items en particular,
debera consultar a Meléndez (2005). En el item 1 se evalua la derivada de: producto de una
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constante por una funcién, de la suma algebraica de funciones potencia (polinémicas), de una
constante, del producto de dos funciones, de una funcion trigonométrica inversa y de la regla de
la cadena.

La respuesta se considera correcta cuando el estudiante:

1. Aplica la férmula de la derivada a un producto de funciones

2. Obtiene la derivada de la funcién polinémica propuesta

3. Obtiene la derivada de la funcién trigonométrica propuesta

4. Aplica la regla de la cadena para derivar una funciéon compuesta
5. Hace las reducciones correspondientes

Las formulas que se debe aplicar para resolver esta pregunta, considerando que k es una
constante, que u es funcién de x y que f’ o v’ es la derivada de una funcién con respecto a x, son
las siguientes:

B =0 (@) =L (kw) =ku'; (") =nu" o

(uv) = u'v 4+ w'; (Arcsec(u)) = —
uvu® —1

Respuesta correcta tipo:
Para obtener la derivada de f(z) = (3z* + 227° + 10z — 8) Arcsec(2z), se debe identificar la
operacion producto de funciones y aplicar la formula:

(uv) = u'v + w’
f(z) = (32" +227° + 10z — 8)/ Arcsec(2z) + (32" 4+ 227° + 10z — 8) (Arcsec(2z))’

Luego se derivan las funciones u = (3z* + 2275 + 10z — 8) y v = Arcsec(2z); como el argu-
mento de v es también una funcion, se debe aplicar la regla de la cadena a una funciéon compuesta:

/

v=hog=hlg@]; v =(ls@N) = (¥ (9)) g () = (Aresec(u)) = ——
f'(z) = (122® — 1027° + 10) Arcsec(2z) + (3z* + 227 + 102 — 8) Qx(éz));_l

Se deriva el argumento de la funcién arcosecante y se hacen las simplificaciones correspon-
dientes, hasta obtener el resultado final.

4
Zry/(22)2 — 1

f(z) = (122* — 1027° 4 10) Arcsec(2z) + (32 + 227° + 10z — 8)

Resultado final:

3zt + 2275 + 10z — 8
xy/(22)? =1

f(z) = (122° — 1027° + 10) Arcsec(2z) +
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5 Analisis y discusion de los datos

Se quiere determinar los significados personales de los estudiantes de Ingenieria sobre las deri-
vadas, haciendo el anélisis de los resultados generales de la prueba de conocimientos mediante
tablas de frecuencia y porcentajes de las diferentes respuestas obtenidas y, la interpretacion de
los mismos.

En tal sentido se han establecido tres categorias de respuesta, de acuerdo con el esquema
siguiente:

e Respuesta correcta: Si el estudiante dio respuesta a todo lo solicitado, sin cometer errores.

e Respuesta parcialmente correcta: Si el estudiante respondié parcialmente o totalmente la
pregunta y cometio errores; sin embargo, algunos o la mayoria de los conceptos preestable-
cidos como respuesta correcta fueron satisfechos.

e Respuesta incorrecta: Cuando el estudiante no dio respuesta alguna o inici6 y/o desarrolld
un procedimiento para resolver la pregunta pero sin satisfacer ninguno de los conceptos que
caracterizan a la respuesta como correcta.

Por otra parte, se clasifican los errores que cometen los estudiantes de la manera siguiente:

o Conflictos semidticos conceptuales: Cuando el estudiante desconoce o ha interpretado mal
tanto la nocién que esta aplicando como las operaciones basicas.

o Conflictos semidticos proposicional: Cuando el estudiante desconoce o interpreta mal una
propiedad.

e Conflictos semidticos procedimentales: El estudiante conoce los conceptos y las propiedades
pero se equivoca al aplicarlos.

e Conflictos semidticos lingiistico: Cuando el estudiante no usa o hace mal uso de la notacién
y/o nomenclatura.

5.1 Resultados generales de la prueba y andlisis de errores

Los resultados de la prueba son expresados mediante el andlisis a las respuestas parcialmente
correctas e incorrectas de los estudiantes en primer lugar, y luego la clasificacién de los errores
cometidos por los estudiantes. En cada caso se hace una trascripcion textual de lo que el estudian-
te escribi6 y los comentarios a que haya lugar. Para el Item 1 los resultados fueron los siguientes:

Item 1: Determine la derivada de f(z) = (3z* 4+ 227° 4 10z — 8) Arcsec(2x).

Se considera parcialmente correcta si el estudiante aplica bien la propiedad de la derivada de
un producto pero comete errores de signos u operaciones elementales en la derivada del polino-
mio, o en la aplicacion de la regla de la cadena al equivocarse en la derivada interna de la funcion
trigonométrica planteada. Algunos ejemplos de respuestas de los estudiantes, son los siguientes:

Respuestas parcialmente correctas:
Alumno 09:

“f'(x) = 122° 4+ 1027° + 10Arcsec(2x) + 13304 +227° 4+ 102 — 8

1
22/ 222 —
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El estudiante no aplica la regla de la cadena a la derivada de Arcsec(2x) al no multiplicar por
2, derivada del argumento; omite el signo negativo a 102~°, no usa los paréntesis para separar
las funciones polinémicas como factores multiplicativos y asume que 222 = (2)%.

Alumno 17:
1

“f(x) = (1223 — 1027% 4+ 10) Arcsec(2z) + ———
f( ) ( ) ( ) (2x)2*1

(2) (3z" +227° + 10z — 8)”

El estudiante no usa bien la formula de la derivada de Arcsec(2x) al omitir el factor 2z en el
denominador.

Alumno 24:
. 1
“f(x) =122% — 1027 % + 10Arcsec(2z) + ———32* + 227° + 10z — &
f(@ Bt V=1

El estudiante no aplica la regla de la cadena en la derivada de Arcsec(2z), aparentemente usé
la formula para derivar Arcsec(z).

Alumno 44:
1

22)2 + 1

En la derivada de —22~° equivoca el exponente a colocar 10x~* y en la derivada de Arcsec(2z)
cambia el signo del 1 en el radical.

“f'(z) = (122® — 102~ + 10) Arcsec(2z) + (32* +227° + 10z — 8) (2)”

Respuestas incorrectas:
Alumno 15:

2
“f'(x) = (122° + 102% + 10) [ ——e= |7
I =( ) zy/ ()2 +1
No aplica la férmula de la derivada del producto de funciones y no deriva bien ninguna de las
funciones propuestas.

Alumno 42: ,
“f'(z) = (32" +227° + 10z — 8)" (Arcsec(2z))’
2x1n,(2)
3zt — 225 - 10
No aplica bien la férmula para derivar el producto de funciones y no deriva bien ninguna de
las funciones.

b

f(x) = (32" + 22° + 10z — 8)

Cuadro 1. Estadistica de respuestas. Item 1 ‘

Incorrectas Parcialmente | Correctas Respuestas en blanco
Correctas
Frec. | % Frec. | % Frec. | % Frec. % respecto a | % del total
las Incorrectas
21 35 33 55 6 10 1 4,76 1,67
Total de respuestas 60 | 100%

Frec.: Frecuencia
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Solo 6 estudiantes (10 %) respondieron correctamente la pregunta lo cual indica un alto nivel

de dificultad; 33 estudiantes (55 %) manifestaron tener alguna nocion del concepto evaluado.
(Cuadro 1)

’ Cuadro 2. Errores cometidos por los estudiantes. Item 1 ‘

Conceptuales | Operaciones | Aplicacion Procedimiento | Simbologia vy
Baésicas de formulas nomenclatura
Frec. | % Frec. | % Frec. | % Frec. | % Frec. | %
23 | 32.86 8 1143 | 20 28.57 3 4.29 16 22.86
Total de errores registrados: 70

Frec.: Frecuencia

La mayoria de los errores cometidos son conceptuales (32,86 %) y de aplicacion de formulas
(28,57), no identifican la operacién producto a derivar, aplican formulas no correspondientes o
no aplican bien la regla de la cadena. Se remite al lector interesado a Meléndez (2005) en donde
se hace un anélisis detallado y pormenorizado de toda la prueba.

5.2  Analisis Semiotico de la Prueba

Se definieron los aspectos para calificar una respuesta como correcta, parcialmente correcta o
incorrecta; el investigador desarrolla y explica su visién sobre cudl debe ser la respuesta correcta
a cada item; esto constituye un significado institucional de referencia (Godino, 2003), a partir
del cual se identificarén los errores y conflictos semiéticos producto de las discordancias con el
significado personal logrado de los estudiantes. El andlisis semi6tico se desarrolla en tres fases:
exposicion del texto y unidades primarias de analisis, identificacion de las componentes y unida-
des elementales y la identificacion de los conocimientos puestos en juego y conflictos semidticos
potenciales. Los detalles debe consultarlos el lector interesado, en Meléndez (2005), para indagar
sobre la totalidad de los resultados del analisis.

A continuacién, a manera de ejemplo, presentamos el desarrollo del analisis realizado al item

Item 1. Derivar la funcién: f(z) = (32* + 227° + 10z — 8) Arcsec(2z)
Texto y unidades primarias del anélisis:

1.1 | Para obtener la derivada de f(z) = (32" 4 227° 4 10z — 8) Arcsec(2x), se debe iden-
tificar la operacion producto de funciones y aplicar la formula:

(uv) = u'v + w’

1.2
f'(z) = (3z* + 2275 + 10z — 8)/ Arcsec(2z) + (32* + 227° + 10z — 8) (Arcsec(2z))’

1.3 | Luego se derivan las funciones u = (31’4 +227° 4+ 10x — 8) y v = Arcsec(2x); como
el argumento de v es también una funcidn, se debe aplicar la regla de la cadena a una
funcion compuesta:

v=hog=hlg(@)]; v =(hlg()]) = (M (9))g (2) = (Arcsec(u))’ = =
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1.4 | f/(x) = (1243 — 10275 + 10) Arcsec(2z) + (32% + 227 + 10z — 8) 2\/(%

rrespondientes, hasta obtener el resultado final.

1.5 | Se deriva el argumento de la funcion arcosecante y se hacen las simplificaciones co-

1.6 | f'(z) = (122° — 1027 + 10) Arcsec(2z) + (32* + 227> + 10z — 8) fo\/(20)2—1

1.7 | Resultado final : R
f(z) = (122® — 1027¢ 4 10) Arcsec(2z) 4 3&—+2_1102=8

z+/(22)2—1

Componentes y unidades elementales:

’ Praxis \ Lenguaje \ Teoria

Situaciones: Términos y expresiones: Conceptos:

de una funcién polinémi- | cadena, simplificaciones, arcose- | dena, arcosecante.

Problema de aplicacion de | Derivar, producto de funciones, | Derivada, funcién, funcion
la derivada del producto | funcién, argumento, regla de la | compuesta, regla de la ca-

ca y una funcién trigono- | cante. Notaciones: Propiedades:

meétrica. flx) z™ El argumento es una fun-
Técnicas: cion. Reglas para derivar
Derivacion, aplicacion de funciones y regla de la ca-
la regla de la cadena, sim- dena.

plificacion. Validaciones:

Justificacion de cada ope-
racion y del resultado.

Conocimientos y conflictos semioticos:

1. 1 Se condiciona la aplicacién de la derivada, a la identificacién de la operaciéon produc-
to, propia del algebra de funciones, y supone como conocido el término funcién. La no
identificacion de la operacion o la no interpretacion de la féormula, constituyen conflictos

semibticos potenciales.

1. 2 Se han puesto en juego la formula para derivar un producto y elementos notacionales; la
expresion indica la forma de aplicaciéon de la formula y los conflictos semiéticos ocurririan
con la identificacion de las funciones, las operaciones relacionadas con la aplicaciéon de la

derivada de un producto y las féormulas que se deben aplicar.

1. 3 Se considera necesario conocer el concepto de argumento, asi como la interpretacion del
significado y aplicaciéon de la regla de la cadena para relacionar al argumento con la

funcién compuesta y su derivada; de alli surgirian los posibles conflictos semioticos.

1. 4 Se sefiala la forma general de una funcién compuesta, su derivada y la derivada de la fun-
cién arcosecante; podrian surgir conflictos semidticos por incomprension de la notacion.

1. 5 Se ha aplicado la derivada a las funciones polindémica y arcosecante, sélo queda por
derivar al argumento 2z. Los conflictos semidticos podrian ubicarse en el manejo de los
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exponentes y sus signos, asi como en la identificacién del argumento o la no adecuada
aplicacién de la regla de la cadena.

1. 6 Se seniala la ultima derivada que falta por obtener, la del argumento de la funcién arcose-
cante; supone conocida la técnica de simplificacion de expresiones algebraicas. Conflictos
semibticos potenciales los representan la interpretaciéon de la técnica de la simplificacion.

1. 7 Se senala qué se debe simplificar. Conflictos semiéticos ocurren cuando se simplifica la z
externa a la raiz del denominador, con las z del polinomio en el numerador o algo similar.

1. 8 Se muestra el resultado final. Cualquier operacién que se haga a partir de este nivel,
podria generar errores a consecuencia de conflictos semioticos.

6 Conclusiones

Se determiné que la prueba resulté bastante dificil, puesto que de 60 estudiantes evaluados,
s6lo 4 aprobaron y, ademas, la nota promedio fue de 3 puntos, en una escala del 1 al 10. El
analisis realizado a los errores cometidos por los estudiantes en la prueba, permiti6é detectar que
la mayoria de errores fueron de tipo conceptual y de aplicacion de féormulas. La importancia de este
analisis radica en que la identificaciéon de los errores, que trae consigo la deteccién de conflictos
semioticos y de obstaculos epistemolégicos, nos permite establecer una sistematizacion de los
mismos, identificar qué los produce, cuél es su origen, cémo pueden solucionarse o cémo pueden
evitarse, etc., lo que podria ofrecer una oportunidad para desarrollar estrategias conducentes a
la mejora del proceso de ensenanza y aprendizaje de la derivada como tema particular, y de la
Matematica en todos los sentidos.

Se aplicé el analisis semioético a la solucién de la prueba planteada para establecer un sig-
nificado institucional de referencia (Godino, 2003) y se identificaron los potenciales conflictos
semidticos y obstaculos epistemoldgicos que podrian presentarse durante el intercambio profesor-
alumno para desarrollar el tema en cuestion. Como un ejemplo de los posibles conflictos semidticos
detectados tenemos la no identificacion de la operacion o la no interpretacion de la formula, la
identificacion de las funciones, las operaciones relacionadas con la aplicaciéon de la derivada de
un producto y las férmulas que se deben aplicar.

Referencias

[1] Arrieche, M. La teoria de conjuntos en la formacion de maestros: Facetas y factores condi-
cionantes del estudio de una teoria matemdtica, Tesis doctoral. Departamento de didéctica
de la matematica de la Universidad de Granada. 2002.

[2] Arrieche, M. Linea de investigacion perspectivas del enfoque semidtico-antropoldgico para la
diddctica de la matemdtica, Paradigma, 24(2) (2003), 151-160.

[3] Contreras de la Fuente, A. La ensenianza del Andlisis matemdtico en el bachillerato y primer
curso de la universidad. Perspectiva desde los enfoques epistemoldgico y semidtico, Actas de
las XVI Jornadas del SI-IDM. Huelva. 2000.

[4] Contreras de la Fuente, A. El limite en el bachillerato y primer curso de la universidad.
Una perspectiva desde la teoria de los obstdaculos epistemoldgicos y los actos de comprension.

Divulgaciones Mateméticas Vol. 17 No. 1 (2016), pp. 76-87



Errores, Dificultades y Conflictos Semidticos Presentes en la Ensenanza de la Derivada 87

5]

[6]

7]

18]

[9]

[10]

[11]

[12]

Actas del IV Simposio de la SEIEM. Huesca. Disponible: http://www.ugr.es/local/seiem /IV
Simposio.htm. 2001.

Contreras, A., Font, V., Luque, L. y Ordonez, L. Algunas aplicaciones de la teoria de las
funciones semidticas a la diddctica del andlisis infinitesimal. Recherches en Didactiques des
Mathématiques, 25(2) (2005), 151-186.

Godino, J. y Batanero, C. Significado Institucional y Personal de los Objetos Matemdticos.
Recherches en didactique des Mathématiques, 14(3) (1994), 325-355.

Godino, J.D. y Arrieche, M. El andlisis semidtico como técnica para determinar significados.
Comunicacion presentada en el V Simposio de la SEIEM, Grupo de Trabajo DMDC. Almeria.
2001.

Godino, J. Un enfoque ontoldgico y semidtico de la cognicidn matemdtica, Departamento
de Didéctica de la Matemética. Universidad de Granada. Disponible: http://wuw.ugr.es/
local/jgodino/ 2002.

Godino, J. Teoria de las funciones semidticas en diddctica de las matemadticas, Departamento
de Didéctica de la Matemética. Universidad de Granada. Disponible: http://wuw.ugr.es/
local/jgodino/ 2003.

Goetz, J, y Lecompte, M. Etnografia y diserio cualitativo en investigacion educativa, Morata,
Madrid, 1988.

Hitt, F. Dificultades en el aprendizaje del cilculo, XI Encuentro de Profesores de Matematicas
del Nivel Medio Superior. Universidad Michoacana de San Nicolds de Hidalgo. Morelia.
Disponible:http://www.hemerodigital_unam.mx/ 2003.

Meléndez, A. Significados Personales de la Derivada en Estudiantes de Ingenieria, Tesis de
Maestria. Universidad Rémulo Gallegos. San Juan de los Morros. Venezuela. 2005.

Divulgaciones Mateméticas Vol. 17 No. 1 (2016), pp. 76-87



NIVERSIDAD Serbiluz Biblioteca Digital

EL ZULIA T Repositorio Académico

Divulgaciones Mateméaticas Vol. 17 No. 1 (2016), pp. 88-92

Problemas y Soluciones

Problems and Solutions

Editor: José Heber Nieto (jhnieto@gmail.com)
Departamento de Matematica, Facultad Exp. de Ciencias
Universidad del Zulia, Maracaibo. Venezuela.

Los problemas apropiados para esta secciéon son aquellos que puedan ser abordados por un
estudiante de matematica no graduado sin conocimientos especializados. Problemas abiertos
conocidos no son aceptables. Se prefieren problemas originales e interesantes. Las soluciones
y los problemas propuestos deben dirigirse al editor por correo electrénico, en espafiol o
inglés, a la direccion arriba indicada (preferiblemente como un archivo fuente en I¥TEX). Las
propuestas deben acompainarse de la solucién, o al menos de informacién suficiente que haga
razonable pensar que una solucién puede ser hallada.

Appropriate problems for this section are those which may be tackled by undergradu-
ate math students without specialized knowledge. Known open problems are not suitable.
Original and interesting problems are preferred. Problem proposals and solutions should
be e-mailed to the editor, in Spanish or English, to the address given above (preferably as
a BTEX source file). Proposals should be accompanied by a solution or, at least, enough
information on why a solution is likely.

1 Problemas propuestos

Varios de los problemas propuestos a lo largo de los altimos anos han quedado sin resolver hasta
el dia de hoy, a saber: 24-28, 44, 51, 54, 59, 61-63, 65-66, 6869, 72-91, 94-106, 108-113, 116,
118-123, 125-130 y 132-137. En los ntimeros siguientes se tratara de llenar ese vacio, publicando
mas soluciones que problemas nuevos. En ese sentido invitamos a los lectores a enviarnos sus
soluciones para los problemas mencionados en la lista anterior.

138. Proposed by Ovidiu Furdui, Campia Turzii, Cluj, Romania.)

Let m,n > 1 be two natural numbers. Calculate

1
/ {ﬁ } dz,
nx
0
where {a} = a — |a] denotes the fractional part of a.

2 Soluciones

11. [6(1) (1998) p. 81, propuesto por el editor.]
Dados tres enteros r, s y t mayores que 1, jexistira siempre un grupo finito con dos elementos

x e y tales que los 6rdenes de x, y y xy sean r, s y t respectivamente?

Solucion del autor. La respuesta es que si. Tomemos dos enteros n y k tales que n > r >
k > 0. Sea x el r-ciclo (1,2,...,7) en el grupo simétrico G = S,,. Sea y el (n — r + k)-ciclo
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(k,k—1,...,2,1,7+1,r+2,...,n). Entonces la composiciéon (de izquierda a derecha) zy
es el (n —k+ 1)-ciclo (k,k +1,...,7,...,n). Es claro que si conseguimos escoger n y k
tales que n —r+k = sy n—k+ 1=t entonces esta listo. La solucién de este sistema
esn=(r+s+t—1)/2, k= (r+s—t+1)/2. Asi hemos hallado una solucién para las
instancias del problema con r + s+t impar y r + s > t. La tltima restricciéon se elimina
facilmente como sigue: si r + s < ¢ entonces s+t > r, asi se pueden hallar permutaciones y,
2z tales que o(y) = s, o(z) =t y o(yz) = r. Pongamos = = (yz)~! = (271)(y~!). Entonces
o(x) =o(yz) =7y o(wy) = o(z71) = 0o(2) = t.

Sir+ s+t es par consideraremos cuatro subcasos:

(a) rpary r+s>1t.

Pongamos z = (1,2,...,k, k+1,...,r) (r+1,r+2)yy = (k, k—1,...,2,1,r+1,7+2,...,n).
Obviamente o(x) = r y o(y) = n —r + k. Notemos que 1,2,...,k — 1y r + 2 permanecen
fijos bajo la composicion (de izquierda a derecha) de = e y, asi xy = (k,k+1,...,r,r +
1,74+3,...,n) y o(zy) = n— k. Ahora escojamos n = (r+s+1t)/2y k = (r +s—1)/2 para
obtener o(y) = sy o(zy) = t.

(b) rpary r+s <t.
En este caso 7+t > s y por (a) hay permutaciones w y z tales que o(w) =7, o(z) =ty
o(wz) = s. Pongamos x = w™ !, y = wz y listo.

(c) s par.
Por los casos (a) y (b) hay permutaciones y, z tales que o(y) = s, o(z) =ty o(yz) = r.
Poniendo x = (yz)~! se tiene o(x) = o(yz) =7 y o(zy) = o(27 1) = o(2) = t.

(d) t par.
En este caso por (b) hay permutaciones y, z tales que o(y) = s, o(z) =t y o(yz) = r.
Poniendo x = (yz)~! se tiene o(z) = o(yz) = r, o(zy) = o(z71) = o(2) = t.

[8(1) (2000) p. 88]

Sean n puntos distintos, Py, Ps,..., P,, sobre una recta del plano (n > 2). Se consideran
las circunferencias de didmetro P;P; (1 <i<j<mn)y coloreamos cada circunferencia con
uno de k colores dados. Llamamos (n, k)-nube a esta configuracion.

Para cada entero positivo k, determine todos los n para los cuales se verifica que toda
(n, k)-nube contiene dos circunferencias tangentes exteriormente del mismo color,

Nota: Para evitar ambigiiedades, los puntos que pertenecen a mas de una circunferencia no
llevan color.

Solucion del editor. La respuesta es n > 2*. En otras palabras, con k colores se pueden
colorear todas las circunferencias de una nube de manera aceptable (es decir de modo que
circunferencias tangentes exteriormente sean de distinto color) hasta para n = 2*, pero
no més. La prueba es por induccién. Si k& = 1 el resultado es obvio. Si asumimos que es
cierto para k, entonces la nube con 2**! puntos se colorea asi: primero se colorean de manera
aceptable con los colores 1, . . ., k las circunferencias con didmetros P; P; paral < ¢ < j < 2k,
Lo mismo se hace con las circunferencias con didmetros P;P; para 2k L1<i< j < 2k+1,
Finalmente las circunferencias con didmetros P;P; tales que i < ok < j se colorean con
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el color k + 1, y listo. Ahora bien, si para algin n > k la nube se puede colorear con k
colores, consideremos el conjunto A de los puntos P; que son extremo izquierdo (i.e., el mas
cercano a P;) de un didmetro de una circunferencia de color k, y sea B su complemento
en {Py,...,P,}. Las circunferencias con dos puntos en A no pueden ser de color k, como
tampoco pueden serlo las que tienen dos puntos en B. Pero uno de estos dos conjuntos debe
tener mas de 2*~! puntos, y se contrtadice la hipétesis inductiva.

[12(2) (2004) p. 183, propuesto por Francisco J. Garcia Capitan, Cérdoba, Espana.]

Demostrar que el lugar geométrico de los puntos medios de los lados de todos los trian-
gulos que tienen un ortocentro dado y estan inscritos en una circunferencia dada es otra
circunferencia.

Solucion del autor. En la figura hemos trazado el trian-
gulo ABC y sus alturas AD y CF que se cortan en el
ortocentro H. La prolongacion de AD corta en E a la cir-
cunferencia circunscrita. Pues bien, el tridngulo CEH es
isosceles. En efecto, ZAEC = ZABC, ya que ambos son
angulos inscritos que abarcan el mismo angulo. Por otro
lado, los tridngulos rectangulos BFC' y HDC son seme-
jantes, ya que tienen un &ngulo comun.

Por tanto, es ZABC = /ZFBC = Z/DHC'y deducimos que /ZDEC = /DHC' y que CEH
es isésceles.Por ser C'E'H isésceles, la recta BC' es la mediatriz de FH, de manera que si del
triangulo ABC' conocemos solo el ortocentro H, la circunferencia circunscrita y el vértice
A sobre ella podemos hallar facilmente los otros dos vértices.

Por los tres puntos medios de los lados del tridngulo asi
construido pasaréd la circunferencia de los nueve puntos
de dicho triangulo, cuyo centro IV sabemos que esta en el
punto medio de H y O, y cuyo radio r es la mitad del radio
R de la circunferencia circunscrita. Pero al ser fijos O, H y
R también lo son N y r, por lo que todos los puntos medios
de los tridangulos estaran en una misma circunferencia.

[12(2) (2004) p. 183, propuesto por Francisco J. Garcia Capitan, Cérdoba, Espana y Ricardo
Barroso Campos, Universidad de Sevilla, Espafia.|

(Cudl es el lugar geométrico de los puntos medios de los lados de todos los tridngulos que
tienen un incentro dado y estan inscritos en una circunferencia dada?

Solucion de los autores. Sabemos que el ortocentro H, el baricentro G y el circuncentro O son
puntos alineados, cumpliéndose ademés que HG : GO = 2 : 1, por lo que si el baricentro y el
circuncentro fueran fijos, también lo seria el ortocentro, reduciéndose el problema al caso ya
resuelto. Observemos para empezar que, con las condiciones del problema, la circunferencia
inscrita al tridngulo es fija en posicion, ya que I es fijo, y también en tama no, en virtud
de la relacion OI? = R? — 2Rr (férmula de Euler), siendo aqui R y r los radios de las
circunferencias circunscrita e inscrita.
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Consideremos la figura de la derecha. En ella hemos traza- A
do un tridngulo ABC' y su circunferencia circunscrita con

centro O. También vemos el incentro [ y las bisectrices Al,

BI, CI. La prolongacion de Al corta a la circunferencia o
circunscrita en (), punto medio del arco BC, ya que los
adngulos BAQ y QAC son iguales. Entonces, al trazar el
didmetro PQ, resultara que el angulo PAQ es recto, y PQ
serd la mediatriz del lado BC.

Razonemos ahora que el tridngulo QBI es isésceles, con QB = Q1. Llamemos «, 8y v a las
mitades de los angulos A, By C. Entonces ZIBC = fy ZCBQ = «, asi que ZIBQ = a+p.
Por otro lado, también es /BIQ = o + (3, por ser ZIBA = 3y /BAI = a. Razonando
de forma parecida concluimos que QI = QC'y por tanto B y C estan en la circunferencia
de centro @ y radio QI. Con todo lo expuesto, si del tridngulo ABC' s6lo nos son dados
el incentro I, la circunferencia circunscrita, con centro O, y el vértice A sobre ella, para
determinar B y C bastara trazar a IA una perpendicular por A, que cortard en P a la
circunferencia circunscrita. Uniendo P con O podremos obtener el punto @ y, finalmente,
trazando una circunferencia con centro ) y radio QI, podremos determinar los puntos B
y C como intersecciéon de dicha circunferencia con la circunferencia circunscrita dada.

Ahora, podemos usar la orden LUGAR GEOMETRICO de
Cabri-Géomeétre sobre el punto medio de uno los lados del
tridngulo para encontrar el lugar geométrico buscado. El
lugar geométrico encontrado se llama caracol de Pascal (li-
magn de Pascal). Este caracol de Pascal es la curva pedal
de la circunferencia inscrita al ABC, respecto del circun-
centro O. Para hallar la curva pedal de una curva cual-
quiera respecto de un punto O, se traza la recta tangente
a la curva por cualquier punto U y se considera en ésta el

punto M tal que OM es perpendicular a MU.

Como vemos en la figura siguiente, cada recta tangente a la circunferencia de centro I
corresponde a un lado de un tridngulo que tiene a dicha circunferencia como circunferencia
inscrita.

N

it

Es claro en este caso que OM es perpendicular a MU (el lado BC es una cuerda de la que M
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es su punto medio). Si asignamos coordenadas de manera que el circuncentro es O = (0,0)
y el incentro es I = (—a,0), puede comprobarse que la ecuacion del lugar geométrico es

(@ + 9% + az)® = r(2® + ),

cumpliendo r que a® = R% + 2Rr.
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