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Presentacion

El Comité Editorial de Divulgaciones Matemadticas se complace en presentar el Vol. 19,
No. 2, 2018. En el presente nimero estan contenidos algunos articulos recibidos en el primer
semestre del ano 2018, pero procesados en el segundo semestre, y otros tantos recibidos y proce-
sados en el segundo semestre del ano 2018 que fueron evaluados y aceptados para su publicacién.

Es importante resaltar que el presente nimero de la revista muestra articulos en cada una de
las secciones que presenta Divulgaciones Matemaéticas, a saber: cinco (5) Articulos de Investi-
gacion, un (1) Articulo de Divulgacion e Histérico, dos (2) Articulos sobre Ensefianza Matematica
y un manuscrito con la solucién de tres (3) problemas presentados en la seccién de Problemas y
Soluciones.

El trabajo editorial relacionado con este niimero es el resultado del esfuerzo de algunos miem-
bros del Departamento de Matemética de la Facultad Experimental de Ciencias. Los Editores
queremos expresar nuestro agradecimiento a todos aquellos que hicieron posible este nimero: a
los autores de los trabajos que se presentan, que dieron su voto de confianza a la revista; a los
arbitros que evaluaron los articulos, cuya labor desinteresada permitié satisfacer los estandares
de calidad de la revista y mejorar sensiblemente la forma de los trabajos; al equipo editorial de
Divulgaciones Matemadticas; y en especial al Prof. José Heber Nieto por su aporte para la
seccion de Problemas y Soluciones. A todos, mil gracias.

Por ultimo, el Comité Editorial de Divulgaciones Matemdticas invita a la comunidad

matematica venezolana e internacional a seguir dandonos su voto de confianza sometiendo sus
trabajos en la revista para evaluacién y posible publicacion.

I Dr. Tobias Rosas Soto.

IEditor en Jefe de Divulgaciones Matemdticas y editor del presente ntimero



Presentation

The Editorial Board of Divulgaciones Matemadticas is pleased to present the Vol. 19,
No. 2, 2018. Articles contained in this issue are those processed during the first semester of
the year 2018 and were evaluated and accepted for publication.

It is important to stand out that the present issue of the journal shows aricles on each of the
section that Divulgaciones Matematicas present, i.e.: five (5) Research Papers, one (1) Exposi-
tory and historical papers, two (2) Mathematical teaching papers, and one manuscripts with the
solution of three (3) problems presented in the section of Problems and Solutions.

The editorial work related to this issue is the result of the efforts of some members of the
Department of Mathematics of the Experimental Faculty of Sciences. The Editors want to ex-
press their gratitude to all of those who made this issue possible: to the authors of the presented
works, who gave their vote of confidence to the journal; to the referees, who evaluated the articles
with selfless work, guaranteeing the quality standards of the journal and significantly improving
the way of working; to the editorial team of Divulgaciones Matemadticas; and especially to
Professor José Heber Nieto, for his contribution to the Problems and Solutions section. To
all of them, thanks a lot.

Finally, the Editorial Board of Divulgaciones Matemadticas invite the Venezuelan and in-

ternational mathematical community to continue giving their support by submitting their articles
to our journal for evaluation and possible publication.

2 Dr. Tobias Rosas Soto.

2Chief Editor of Divulgaciones Matemdticas and editor of the present issue
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Resumen

Actualmente hay muchos requisitos de soluciones de telemetria configurables. El objetivo
general de este trabajo es construir un multimetro de variables eléctricas con monitor grafi-
co en tiempo real y en red (usando una pégina web) usando Arduino y Raspberry PI. El
método y el procedimiento: Linux, Apache, programado con CTF, Python, aproximaciones
con series de Taylor, anotaciones con residuos de LaGrange Cauchy. Se trazaron 7 ciclos de
onda instantaneos de voltaje, corriente, potencia aparente y voltaje tedrico sin problemas. Se
tomaron medidas de voltaje, corriente y potencia aparente, que coincidieron con los valores
de las cargas, en casos de carga resistiva pura y el otro tipo de carga fue una ldmpara fluores-
cente. La comparacién de la tensién medida con la tedrica, que coincidié en el periodo, mas
la fase, no se sincronizé. La funcién resultante puede tener una funcién més precisa si tie-
ne una gran cantidad de términos de Taylor. La clase de medidas indirectas y directas fue 1.5.

Palabras y frases clave: Multimetro, graficador, voltaje, corriente, potencia, Arduino;
Raspberry.

Abstract

Recibido 30/07/2018. Revisado 04/08/2018. Aceptado 04/09/2018.
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Autor de correspondencia: Jesis Gémez




2 Yemala Castillo Brito-Gerardo Herrera Roldan—Jests Gémez

Currently there are many requirements for configurable telemetry solutions. The general
objective of this work is to build a multimeter of electrical variables with graphic monitor in
real time and in network (using a web page) using Arduino and Raspberry PI. The method
and procedure: Linux, Apache, programmed with C*T, Python, approximations with Taylor
series, annotations with Lagrange Cauchy residues. 7 instantaneous wave cycles of voltage,
current, apparent power and theoretical voltage were drawn without problems. Measures
of voltage, current and apparent power were taken, which coincided with the values of the
loads, in cases of pure resistive load and the other type of load was a fluorescent lamp. The
comparison of the voltage measured with the teorical, which coincided in the period, plus
the phase, was not synchronized. The resulting function can have a more precise function if
it has a large number of Taylor terms. The class of indirect and direct measures was 1.5.

Key words and phrases: Multimeter, plotter, voltage, current, power, Arduino, Rasp-
berry.

1 Introduccion

En la actualidad, existen nuevos desafios gerenciales y requerimientos de data en tiempo real
(Telemetria o lo més cercano a ella), debido al crecimiento del internet de las cosas (IoT). Ademés,
se incorpora el uso de tecnologias libres para tener una opcién libre de los costos de patentes.

Equipos como osciloscopios, vatimetros, de buena precision y clase baja son sumamente cos-
tosos, y sus servicios de mantenimientos también. Por tales motivos, se busca una nueva opcién
que resuelva estas problematicas.

Este trabajo tuvo como objetivo general construir un medidor de variables eléctricas (voltaje
y potencia aparente) con monitor graficador en tiempo real y por red (usando una pagina web)
empleando Arduino y Raspberry PI.

2 Marco Teorico

Para el desarrollo de la investigacién se utilizaron las férmulas matematicas descritas a continua-
cién:

Voltaje alterno, segin Alexander en [1].

V(t) = vo - sin(wt + ¢)

Voltaje Eficaz (RMS), ver [1].

t
CV2(t)dt
Vrms(t) = 7‘[“’ T( )

e Aproximacién de Taylor del Seno, segin Rivera en [10]

) > ) x2i+1
Sln(l‘) = Z(—l)zm VexelR
=0
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Medidor y graficador de voltaje, corriente y potencia aparente con monitor en tiempo real. 3

e Potencia aparente, ver [1]

e Velocidad angular y frecuencia, segin Valkerbug en [12]

2
wz%z%‘f

3 Meétodo y procedimiento

El procedimiento para calcular los datos se realizé a través de la elaboracién de un programa de
Python con las caracteristicas necesarias para ser una herramienta aceptable y funcional. Este
se crea resolviendo las ecuaciones que se requieren para llegar al resultado. Para ensamblar el
circuito eléctrico se realizaron los siguientes pasos:

1.

5.

4

4.1

Armar en el Arduino los medidores de voltaje (para voltaje hay que conectar un transfor-
mador para poder aumentar el rango de voltaje) y corriente.

Conectar ya ensamblado por USB al Raspberry pi, como se indica en Ray en [9].

En el Raspberry se realiza un programa 6 “script” en Python (es lo mdas rdpido), éste
Importa la librerfa grafica “Gnuplot” y se adjunté el cédigo Python (Ver Programa 2).

. Analizar el cédigo, realizando:

e Leer del puerto USB las mediciones de voltaje y corriente del Arduino.

e Llenar una lista con estos datos en Python.

e Tomar los datos y calcular la potencia aparente y el error (opcional).

e Tomar como argumento estos datos para la herramienta graficadora “Gnuplot”.
e Configurar cada gréfica, ejes, titulos y escalas.

e Exportar en fichero jpg o png cada grafica en cada 12 segundos.

Al mismo tiempo el servidor web (servicio apache de linux) tiene en la pdgina principal un
c6digo que actualiza la pagina donde se muestra graficas cada 15 segundos.

Resultados

Adquisicién de datos

Se inicié trabajando con el muestreo de 300 datos por segundo de voltaje, corriente y potencia
con respecto al tiempo, pero para no sobrecargar el Arduino se bajé el muestreo a 150 muestras
por segundo, graficando Voltaje Vs. Tiempo (ver Figura 1), Corriente (ver Figura 2), Potencia
Aparente Vs. Tiempo (ver Figura 3).

Divulgaciones Matemadticas Vol. 19, No. 2 (2018), pp. 1-15
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v (voltios)

a (amperios)

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120
i (mseq)

Figura 1: Voltaje Vs. Tiempo

-45

0 10 20 30 40 50 60 VO 8O0 90 100 110 120
t(mseqg)

Figura 2: Corriente Vs. Tiempo
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Medidor y graficador de voltaje, corriente y potencia aparente con monitor en tiempo real. 5

En la Figura 1 se presenta la grafica que identifica la resolucién del sensor de voltaje=
0,00488 V', segiin especificaciones de su Datasheet en Dealextreme (ver [14]), pero como se le
agregé un transformador de relacién 19,17; queda, la nueva resolucién= 0,0935 V', es decir, cual-
quier valor de la grafica tiene un error (Error= +0,0935V).

En la gréfica presente en la Figura 2 se encontrod el error total del sensor de corriente es=
1,5%A, segun especificaciones de su Datasheet en Allegro (ver [13]), entonces la grafica tiene
un error (Error= +1,5%). Es decir, si toma un valor de la grafica de 20 A. El valor real=
20 + 20 - 0,015 = (20 + 0,3) A.

4500 ——————
@l |
3000 ( /

2500 | / / / f -
2000 | / f | \ ]
1500 |
1000 | /

S
220 | un

1500 ||| a
\ ) \1.“‘ ) %\;\ / \ f u\ \ | |
\‘“" I'H,\I.f u ll Jl "| ' \‘ \ /]

-2000

S (VA)

-2500
-3000
-3500
-4000
-4500

|
."u

0 510152025303540455055 606570 75808590 9510003101320
t (mseg)

Figura 3: Potenia aparente Vs. Tiempo

La carga usada en la grafica de la Figura 3 fue un bombillo fluorescente. La medicién de esta
magnitud es indirecta, S =V - A, el error de S, segtin Helfrick en [5].

AS _ [(AVYE (AL
s % I
Con los datos de V. = 105v; I = —35A4; AV = 0,0935; AI = 1,5%1; S = 3515,5W. Susti-

tuyendo % = 0,0015; As = 0,0015 - S = 52,86 w; El valor real de S = (3515,5 + 52,86) w,
porcentualmente este error= 1,504 %.

A continuacién se presenta la Figura 4, una captura de pantalla del monitor web del grafi-
cador. Como se puede observar, una vez graficado se obtuvo el resultado esperado, aunque se
encontré inconveniente con la gréfica tedrica de la aproximacién de Taylor. (ver Figura 5).

Divulgaciones Matemadticas Vol. 19, No. 2 (2018), pp. 1-15
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Trabajo de investigacion de telemetria y aproximacion usando modelo matematicos

de Series de Taylor !

Este equipo es un osciloscopio que grafica el volatje, la cornente, vy la potencia aparente v el voltaje
teorico.

Grafica del Voltaje

Grafica instantanea Voltaje vs Tiempo:

Grafica Voltaje vs Tiempo

v (voltios)
w
o

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120
1 {mseg)

Figura 4: Pantalla de la pdgina web del monitor de red

5 Diseno de un medidor y graficador de voltaje, corriente
y potencia aparente.

Para la programacién se us6 lineamientos de lectura de puerto serie de ejemplos de Banzi (ver [3]),
cofundador del proyecto Arduino. A continuacién se presenta el cédigo de medidor en Arduino
mega. (Programa 1).

5.1 Programa 1.

El lenguaje de este programa en C*t+ para Arduino

#define muestras300,//,200 muestras equivalen a

Int, voltaje[muestras] ;. //u10,ciclos completos de la se\ nal.

Int intensidad[muestras];

Unsigned, long tiempo [muestras] ;. //use utiliza el mismo formato que millis().
Unsigned,int voltaje_max;Int voltios[muestras]; Int,inten[muestras];

Float sumaaparente=0; Float voltajee=0; Float_ rms_corriente=0;

Int aparente [muestras] ;Float amperios[muestras];

Divulgaciones Matemadticas Vol. 19, No. 2 (2018), pp. 1-15



Medidor y graficador de voltaje, corriente y potencia aparente con monitor en tiempo real.

Float p=0;Long  ;suma=0; Float sumaa=0; Float s=0;Float fp=0;Float phi=0;
Float_reactiva=0;

Voidysetup () {

//,inicializacién del puerto serie.

Serial.begin(230400);

}

Void,loop () {

Suma=0; Sumaa=0; Sumaaparente=0;

Muestreo() ;Calculos() ;Envio() ;Delay(16000) ;

Reset,();

}

Void reset (){

For(int i=0; i<muestras; i++){
Voltios[i]=0;Amperios[i]=0;Aparente[i]=0;Sumaaparente=0;P=0;Suma=0;Sumaa=0;
}

}

Void,,calculos () {

For(int i=0; i<muestras; i++){

Voltio[i]l=(voltios[i]-107)*2.44; Amperios[i]=(inten[i]-510)%0.07;
Aparente[i]l=voltios[i]*amperios[i]; Sumaaparente=sumaaparente+aparentel[i];
P=sumaparente/muestras;

Suma=suma+pow (voltios[i],2) ; Sumaa=sumaa+pow(amperios[i],2);

}

Voltajee=sqrt ((suma/muestras)) ;Rms_corriente=sqrt ((sumaa/muestras));
S=voltajeex*rms_corriente;Fp=p/s;Phi=acos(fp) ;Reactiva=s*sin(phi);
}Void, muestreo(){

Unsigned, long tiempo_objetivo;Unsigned, long cuenta;

For (int_i=0; i<muestra; i++){
Tiempo_objetivo, = millis()+1;_//sumando un milisegundo

Voltios[i] =_analogread(a0)*0.85;//se muestrea a1 khz.

Inten[i] = analogreads(a_1);Tiempo[i] = millis() ;Cuenta = millis();
While,(cuenta < tiempo_objetivo){

Cuenta = millis();

i33s

Void envio(){

Serial.print(rms_corriente); Serial.print(",");Serial.print(voltaje);
Serial.print(",");Serial.print(p);Serial.print(",");Serial.print(fp);
Serial.print(",");Serial.print(reactiva);Serial.print(",");Serial.println(s);
For(int i=0; i<muestras; i++){

Serial.print, (voltios[i]);Serial.print(",");}

For (int_i=0;_i<muestras; i++){

Serial.print,,(amperio[i]) ;Serial.print(",");}

For(int_i=0;_ i<muestras; i++){

Serial.print,(aparente[i]) ;Serial.print(",");}

For(int i=0; i<muestras; i++){

Serial.print(i);Serial.print(",");}

3

Divulgaciones Matemadticas Vol. 19, No. 2 (2018), pp. 1-15



8 Yemala Castillo Brito-Gerardo Herrera Roldan—Jests Gémez

Asi mismo, se realiz6 el Cédigo graficador (Programa 2) en Raspberry PI 3 plus, en lenguaje
Python. Utilizando rutinas de ejemplos y referencias de Pilgrim presentes en [7] y para ajustar
los comandos de Gnuplot se usaron ejemplos y referencias de Jarnet expuestas en [6].

5.2 Programa 2.

El lenguaje de este programa en Python 3

# —*—,coding: utf-8 ,—*-

Import_httplib2 # libreria jpara;clientes http,(si nola tienes tienes que
bajartelaueuinstalarlauantes)
Importuserialu#ulibreriaude1upuertouserieuparauArduinou(siunoulautienes,
tienes que _bajartela e instalarla antes)

Import timeImport gnuplot

Gplot =_gnuplot.gnuplot (debug, =,1)

G2,=,gnuplot.gnuplot (debug =_1)

G3,=ugnuplot.gnuplot (debug =.,1)

Gplot.title("grafica_ voltaje vs tiempo")
G2.title("grafica,corriente vs tiempo")
G3.title("grafica potencia aparente(s) vs tiempo")

Gplot.xlabel("t (mseg)")

G2.xlabel ("t (mseg)")

G3.xlabel ("t (mseg)")

Gplot.ylabel("v,(voltios)")

G2.ylabel("a,(amperio)")

G3.ylabel("s (va)")

#,setstyle of plot. We want_ lines
GplotGl("set,style data lines") #pone el grafico de, tipo lineas ;gh2018,
gherrera2ki@gmail.com

G2("set_style data lines") #pone el grafico de tipo lineas;gh2018,
gherrera2kl1@gmail.com

G3("setstyle data lines") #pone el grafico de tipo,lineas;gh2018,
gherrera2kl1@gmail.com

#_gplot ("set grid") #_ pone la cuadricula ;gh2018, gherrera?2ki1@gmail.com
Gplot ("set_xtic,10")

G2("set_xtic,,10")

G3("set_xtic.,5")

Gplot("set ytic,15")

G2("set_ ytic,15")

G3("setytic,,5600")

Ser = serial.serial(’/dev/ttyacm0’,,230400)#abrimos puerto serie para ardu mega
Ser.readline () #_esperamos a que_ el Arduino envie una linea jpara evitar leer
luego una corrupta.

Conn = httplib2.http () #, creamos la conexidn http.

While_ true:

c =00

data =4[]

Divulgaciones Matemadticas Vol. 19, No. 2 (2018), pp. 1-15
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data2, =[]

data3, =[]

while,(c<,1) :datostring = ser.readline () #_ leemos una nueva linea enviada por
el Arduino
datos_=_str(datostring) .split(",") #,separamos los datos_ recibidos
rms_corriente=(datos[0]) #_guardamos el valor de_voltaje de la luz
voltajee=_ (datos[1])

p=u(datos[2])

fp=,(datos[3])

reactiva=_,(datos[4])

s=_,(datos[5])

c=ucutul

#,data.append(s) #

for,gh in range(1,120):

data.append(datos[ghl)

for,gh ,in range(301,420):

data?2.append(datos [gh])

for,gh,in range(601,720):

data3.append(datos[ghl)

#time.sleep(31)

#data =_,[datos[1], datos[0],,1.0,0.73, datos[1],,,-0.7]_# the data to_plot
gplot ("set terminal svg")

g2("set_ terminal svg")

g3("set terminal svg")
gplot.hardcopy,(filename="/var/www/html/imagenes/grafical.png’, terminal=’png’)
# write
g2a.hardcopy,,(filename=’/var/www/html/imagenes/grafica2.png’, terminal=’png’)
# write
g3.hardcopy(filename="/var/www/html/imagenes/grafica3.png’, terminal=’png’)
# write

gplot.plot(data) # plot, the data

g2.plot(data2) # plot the data

g3.plot(data3) # plot the data

time.sleep(15)

6 Diseno de un graficador de voltaje teérico usando apro-
ximacién de Taylor.

6.1 Programa 3.

El lenguaje de este programa son comandos internos de Gnuplot

uf (x)=x-(x%%3) /gamma (4) + (x**5) /gamma (6) - (x**7) /gamma (8) + (x**9) /gamma (10) -
(x*x*11) /gamma (12) +(x**13) /gamma (14) - (x**15) /gamma (16)
plot[-5:5] [-2:2]f (x)

Como se puede apreciar, para el polinomio de Taylor, se usa la funcion Gamma como susti-

Divulgaciones Matemadticas Vol. 19, No. 2 (2018), pp. 1-15
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tucién del factorial, porque es la opcién disponible para “Gnuplot”, la relacién entre el factorial
y Gamma, estd descrita por Casteleiro en [4], dada por:

I'(n) =(n—-1)!

Este codigo presentado genera la Figura 5, encontrada a continuacién:

2 T T T T

f(><)I
1.5 . . . . . . . . . .

N 7N |
0.5 | N\ - : - : N e

Figura 5: Grdficas de aproximacion de Taylor del Voltaje

Con este andlisis se obtuvo la grifica voltaje tedrico, Viesrico(), la cual se identifica simple-
mente V(t) de ahora en adelante y, para el tratamiento practico del error simplemente, se resté el
valor de la funcién sin(z), menos el valor del polinomio de Taylor, Prqyior(sinz). Asi, segin
Apostol en [2]

Error(z) = sin(x) — Prayior(sin(z))

Pero, mejor aun es usar, el término complementario de una serie de Taylor, segin la ecuacién
Lagrange y Cauchy del residuo presentada en [2]. Siendo operativamente imposible trabajar con
infinitos términos, se hace

o] ) x2i+1
V(t) = V,sin(wt + ¢) = V,sin(z) =V, (”3 B Z(_l)l(%ﬂ)!)

Luego, para un Taylor de grado 15, queda V (t) = V, sin(wt + ¢), es decir,

' O R O S § B £ o p2it1
V081“<5”>:V0<$‘9,1+m ?+§_ﬁ+ﬁ_ﬁ+z ‘i)
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es decir,

7 ) 21+1 ) 2z+1
V(t) = Vosin(wt + ¢) = Vpsin(z) =V, | x — Z( 1) Qir —|—Z 21_'_ i

=1

Ahora, se considera el primer término de la segunda serie y despreciamos los siguientes infinitési-
mos de esa segunda serie, usando la cota M, se resuelve

7  p2itl o p2it1
V(t) = Vosin(wt + ¢) = V,sin(z) =V, (96 - ;( Wm + MZ (21+1)'>

El término acotado se denomina Error(z) o término complementario de un polinomio de Taylor,
asi

p2it1
_ 1)t
Error(x) = M;( 1) @it
En este caso el término complementario de polinomio de grado 15 (T}5), con x = —5y M la cota
méxima del sin(z) =1
217
E(-5) = M
=)=

Evaluando Error(z) en z = —5 se tiene queda

Error(xz) = —0,002144972,

si el error porcentual o clase es igual a % Clase= 0,22 (Con un Taylor de un grado

menor la clase es mayor a 2, y el patrén de medicién no puede ser menos exacto).

6.2 Ensamblaje del medidor y graficador de voltaje, corriente y poten-
cia aparente.

Adicionalmente se realizé el diagrama de conexién eléctrica del prototipo del medidor de variables
presentado en Figura 6.
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Grafica local y por
red

Cable Hdmi

Raspberry Pi

Cable usbh %

Figura 6: Circuito eléctrico prototipo

Asi mismo, se presenta la conexién usada para aumentar el alcance del sensor de 25V a 357V,
segin Trujillo en [11], la cual traslada la sefial 9V, por tal motivo se agrega una baterfa de 9v
para cancelar esa traslacion, adicional se usa un transformador de medidas para alimentar la
bobina voltimétrica, indica Ras en [8]. La cual se observa en la Figura 7.

5V =——— Vdd
GND ———GND

-357...+357V -18.7..+18.7V (AS) SCL SCL
N [ (A4) SDA —————— SDA
GND ADDR

VWCC <25V

v -3.8V..+3.8V
F 230/12VAC

Figura 7: Circuito y conexion eléctrica del sensor de voltaje
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Figura 8: Clircuito eléctrico ensamblado

7 Conclusiones
Una vez realizada y culminado el proceso de graficacion, se puede decir que se concluye que:

e Se pudo graficar 7 ciclos o periodos de onda del voltaje instantaneo, corriente instantanea,
potencia aparente instantanea y voltaje tedrico instantaneo sin inconvenientes.

e Se grafico la potencia aparente, la cual coincidié con los valores de las cargas, en los casos
de carga resistiva pura y el otro tipo de carga fue un bombillo o foco fluorescente.

e Se observo remotamente desde el computador conectado a la red LAN las graficas de los
distintos parametros eléctricos caracteristicos.

e Comparando el voltaje medido con el tedrico, se observa que coinciden en periodo, mas no
en fase. La funcién resultante de voltaje tedrico serd una funcién mas exacta en la medida
que tenga un gran numero de términos.

e Comparando el voltaje medido con el tedrico, se observa que coinciden en periodo, mas no
en fase. La funcién resultante de voltaje tedrico serd una funcién mas exacta en la medida
que tenga un gran numero de términos.

e Referente a la potencia aparente S, el error = 1,504 %, practicamente, la clase= 1,5; lo
cual es muy bueno para ser una medicién indirecta.

e Se necesité un Polinomio de Taylor de grado 15, para que la clase del voltaje tedrico fuera
menor que la clase de las deméas mediciones.
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8

Recomendaciones

Para ver por internet las graficas hay que hacer un reenvié (forwarding) del tréfico de red del
puerto 80 del Raspberry en el router conectado al ISP (Internet Server Provider) de la red.

Agregar botones en el monitor de pagina web, que permitan cambiar el rango del eje X, del

eje Y, y poder moverse por la grafica.

Aumentar los términos de Taylor, para tener mayor precisién, como tal falta sincronizar la

grafica de voltaje medido con el voltaje tedrico, por algin método.
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Abstract

Let (Pn)n>0 be the Padovan sequence given by Py = 0, P = P> = 1 and the recurrence
formula Pny3 = Pry1 + P, for all n > 0. Let (Th)n>0 be the Tribonacci sequence given by
To =0, Ty =T> =1 and the recurrence formula 7T, +3 = Tyy2 + Tny1 + Ty for all m > 0. In
this note we solve the Diophantine equation

Pn:Tm

in non-negative integers n, m. In particular, we find all the elements in the intersection of
the Padovan and Tribonacci sequences.

Key words and phrases: Padovan, Tribonacci sequences, Linear forms in logarithms,
reduction method.

Resumen

Sea (Pp)n>0 la sucesidn de Padovan definida mediante Pp = 0, P1 = P> = 1 y la férmula
de recurrencia Ppy3 = Pp41 + P, para todo n > 0. Sea (Th)n>0 la sucesion de Tribonacci
definida mediante Ty = 0, Th = T> = 1 y la férmula de recurrencia Ty 43 = Th4o+ Thn+1 +1n
para todo n > 0. En este escrito resolvemos la ecuacién Diofantica

Pn:Tm

en enteros no negativos n, m. En particular, encontramos todos los elementos en la intersec-
cién de las sucesiones de Padovan y Tribonacci.

Palabras y frases clave: Sucesiones de Padovan y Tribonacci, Formas lineales en loga-
ritmos, Método de reduccién.
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1 Introduction

Let (P,)n>0 be the Padovan sequence, named after the architect R. Padovan, given by Py = 0,
P, = P, = 1 and the recurrence formula

Puois=Pyy1+ Py, forall n>0. (1.1)
This is sequence A000931 in [12]. The first few terms of this sequence are
0,1,1,1,2 2, 3,4,5,7 9, 12, 16, 21, 28, 37, 49, 65, ...

Recently, some arithmetic properties of the Padovan sequence have been studied. Indeed,
let (F,)n>o0 be the Fibonacci sequence given by the initial conditions Fy = 0, F; = 1 and the
recurrence formula F, o = F,41 + F, for all n > 0. In [13], Stewart asks for the intersection
of the Fibonacci and the Padovan sequences. In [14] De Weger solves this problem. He actually
proves that the distance between Fibonacci and Padovan numbers growths exponentially. In [7]
it is solved the problem of the intersection of the Padovan sequence and the powers of 2 and also
the powers of 2 which can be written as sum of two terms of the Padovan sequence.

Now, let (T},)n>0 be the Tribonacci sequence defined by Ty = 0, Ty = T» = 1 and the
recurrence formula

Tovs=Thio+Thi1 + 1, (1.2)

holds for all n > 0. The first few terms of this sequence are
0,1, 1,2, 4, 7, 13, 24, 44, 81, 149, 274, 504, 927, ...

In this note, as a natural generalization of Stewart problem, we shall study the problem of the
intersection of the Padovan and the Tribonacci sequences. More precisely, we will study the

Diophantine equation
P, =T, (1.3)

in non-negative integers n,m. Since P, = P, = P3 =1, Py = P; = 2 we assume that n # 1,2,4.
That is, whenever we think of 1 and 2 as members of the Padovan sequence, we think of them
as being P3 and Ps, respectively. In the same way, as 71 = T = 1 we assume that m # 1. With
these conventions, we prove the following result:

Theorem 1.1. All non-negative solutions (n,m) of equation (1.3) belong to the set
{(0,0),(3,2),(5,3),(7,4),(9,5)}.

The intersection of the Tribonacci sequence with the Fibonacci one is studied in [9] and, it
is a particular case in [3]. There are general results concerning the intersection of two linear
recurrence sequences, see for example [11] and [2].

2 Tools

In this section, we gather the tools we need to prove Theorem 1.1. Let o be an algebraic
number of degree d. Let a be the leading coefficient of its minimal polynomial over Z and let
a® =q, ..., oD denote the conjugates of . The logarithmic height of « is defined as

1),

Divulgaciones Matematicas Vol. 19, No. 2 (2018), pp. 16-22

d

1 .

hia) = 7 (loga + E log max{‘a(”
i=1




18 Santos Herndndez Herndndez

This height has the following basic properties. For «, 5 algebraic numbers and m € Z, we have:
e h(a+B) < h(a)+ h(B) +log2.
o h(apf) < h(a)+ h(B).
o h(a™) = |m|h(a).

Now let I be a real number field of degree di, a1,...,a¢ € L with a; > 0,4 =1,...,¢, and
bi,...,by € Z\{O} Let B > max{|b1|,. . ‘bg|} and

A=abr-ab—1.
Let Aq,..., Ay be real numbers such that
A; > max{dph(w;),|log o;],0.16} forall —i=1,...,¢
The first tool we need is the following result due to Matveev in [10] (see also Theorem 9.4 in [5]).
Theorem 2.1. Assume that A # 0. Then
log |[A] > —1.4 x 3073 x ¢*5 x d? (1 +logdy)(1 4 log B)A; - - - Ay.

The second one, is a version of a reduction method of Baker-Davenport based on Lemma in
[1]. We shall use the one given by Bravo, Gémez and Luca in [4]. For a real number z, we write

|z|| = min{|z — n| : n € Z}.

Lemma 2.1. Let M be a positive integer. Let 7, u, A > 0, B > 1 be given real numbers.
Assume that the convergent p/q of T is such that ¢ > 6M and ¢ := ||qu|| — M||q7|| > 0. Then the
inequality

A
does not has a solution in positive integers n, m and w in the ranges

S, log (Ag/e)

<M d
n an log B

This lemma is a slightly variation of the one given by Dujella and Pethd in [6]. Finally, the
following lemma is also useful. It is Lemma 6 in [8].

Lemma 2.2. If T >3 and T > z/(logx), then

x<2T logT.

3 Proof of Theorem 1.1

We start with some properties of our sequences. For a complex number z we write z for its
complex conjugate. Let w # 1 be a cubic root of 1. Put

39+\/@ 39—\/6>9 39+\/@ _ 3 9—\/@
v = + , 0i=w +w ,
18 18 18 18
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and

1
a;3(1+§‘/19+3\/?§+ {‘/193\/:%),

1 5 e
Bi=3 <1+w\/19+3@+m/19—3\/ﬁ>.

It is clear that v, §, 0 are the roots of X® — X —1 and, that «, 3, 3 are the roots of X3 — X2 - X —1.
These polynomials are both irreducible over Q. It can be proved, by induction for example, the
Binet formulas

P, = 617n + 0™ + ngn, and T, =dia" + dof" + ngn (31)
which hold for all n > 0, where

vy +1) 5(6+1) _

— _ — = 3.2
AT 3 ®T 5430 8T (3.2)
and ) 52
a -
d = - d = -0 d :d. 3.3
YT a2 42043 2T R +28+3 s (3:3)

The formulas (3.1) follows from the general theorem on linear recurrence sequences since the above
polynomials are the characteristic polynomials of the Padovan and the Tribonacci sequences,
respectively. We note that

v =1.32471...,|6] =0.86883..., c; = 0.54511 ..., |cs| = 0.28241 ...

and
o =1.83928..., |8 = 0.73735..., dy = 0.33622. .., |dy| = 0.25999 .. ..

Further, the inequalities

,_YTLfS g P" g 7”71 Oén72 g Tn g O[nil (34)

3

also hold for all n > 1. These can be proved by induction.
Now we begin with the study of equation (1.3). If n = 0 then 0 = T}, implies m = 0. Thus
we assumme that n > 1 and m > 1. By combining inequalities (3.4) we have

,Ynfi*‘) g P’n — Tm < amfl and ,ynfl 2 Pn — Tm 2 am72. (35)
From these we obtain

logy logy
— < — — > —2). .
(n—3) oga S (m—1) and (n 1)loga =>(m—-2) (3.6)

Since log~y/loga = 0.461453... we have that if n < 200 then m < 93. A quick search with
Mathematica in the range 0 < n < 200, 0 < m < 93 and, with our conventions, we obtain all
solutions listed in Theorem 1.1.

From now on we assume that n > 200. Further, from (3.6) we obtain m > 91 and also n > m.
From the Binet formulas (3.1) we rewrite our equation as

Cl’yn —di1a™ =do 8" + dgﬁm — 0" — ngn.
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By taking absolute values, we get
lery™ — dria™] < 1,

from our assumption on m and n. Thus, dividing through by d;a™ and from (3.5) we obtain

1 1 2 1

C1
< < < .
dlam = dla,ynfi’; ,yn73 ,yn76

dy

(3.7)

AraT™ — 1‘ <

Let A be the expression inside the absolute value. We claim that A # 0. To see this, we consider
the Q-automorphism o of the Galois extension Q(a, 3,7, 6) of Q given by o(a) = «, o(8) = B,
o(y) =9, 0(6) = a. Thus, o(8) = and o(9) =0. If A =0 then o(A) = 0. Thus

20" = o(c1y") = o(d1a™) = dra™.
By taking absolute values we get
1> |62H5|n =da™ > 1,

where the left-hand side inequality is because 1 > |ca|, |§] and the right-hand side inequality is
because a > 1 and m > 91, which is absurd.

Now, we shall apply Matveev’s inequality to A. To do this we consider the real number field
L := Q(«, ) which is of degree d, = 9 and

C1

alzjaa2:77a3:a7 b1:17b2:n7b3:_m'
1

Thus we take B = n. Further, h(as) = log~v/3, and h(asz) = loga/3. For h(ay) we use the
properties of the height and conclude that

h(ay) <log~y + % log a + 101og 2.
Thus we take A; = 74.1, A; = 0.85, A3 = 1.9. Now, from Theorem 2 we have
log|A| > —1.4-30%-3%%.9%. (1 +1og9) - (1 +logn)-74.1-0.85-1.9
which compared with (3.7) we get
(n — 6)logy < 4.43763 x 10**(21ogn),

where we use 1+ logn < 2logn since n > 200. Thus n < 3.15623 x 10'%logn and, from Lemma
2.2 we conclude that
n < 2.39815 x 10'8. (3.8)

Now we reduce this upper bound on n. To do this, let I' be defined as

r= nlogw—mloga—i—log;—l,
1

and we go to (3.7). Observe that e/’ —1 = A #0. Thus I' # 0. If ' > 0 we obtain

O0<T<el —1=A=Al<

n—=6"
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If T' < 0, we then have 1 — e = |e!' — 1| = |A| < 1/2 since n > 200. This implies that el'l < 2.
Thus,

2
O< T <el—1=elAl < —.
So, in both cases we have
0< |l < .
,Yn—G
Dividing through by log o we obtain
275 1 18
0<|nt—m+4p| < — < — (3.9)
logay™ A"
where
o Jogy o log(er/d)

" loga’ ' log a

Now we will apply Lemma 2.1. To do this, we take M := 2.39815 x 10'® which is the upper
bound on n by (3.8). With the help of Mathematica we found that the convergent

p31 _ 6879714423060542181

gz1  14908790976189525844

of 7 is such that g31 > 6 M and e = ||g31 ]| — M ||g31 7|| = 0.400051 > 0. Thus, from Lemma 2.1
with A :=18, B := v we get
< 10g(18 Q31/E)
log

which contradicts our assumption on n. This completes the proof of Theorem 1.1.

< 171,
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Abstract

The main goal of this paper is to introduce and study a new type of contra continuity
called contra e*@-continuity. Also, we obtain fundamental properties and several characte-
rizations of contra e*f-continuous functions via e*-6-closed sets which are defined by Farhan
and Yang [11]. Moreover, we investigate the relationships between contra e*@-continuous
functions and other related generalized forms of contra continuity.

Key words and phrases: e*-6-open set, e*-f-closed set, contra e*f-continuity, e*6-
continuity, contra e*6-closed graph.

Resumen

El objetivo principal de este documento es presentar y estudiar un nuevo tipo de contra
continuidad llamada contra e*6-continuidad. Ademas, obtenemos propiedades fundamentales
y varias caracterizaciones de funciones contra e*6-continuas a través de conjuntos e*-6 cerra-
dos que estdn definidos por Farhan y Yang [11]. Adem4s, investigamos las relaciones entre
las funciones contra continuas y otras formas generalizadas relacionadas de e*f#-continuidad
de contra.

Palabras y frases clave: e*-0-conjunto abierto, e*-f-conjunto cerrado, contra e*0-
continuidad, e*6-continuidad, contra e*f-gréfico cerrado.

1 Introduction

In 1996, the concept of contra continuity [6], which is stronger than contra a-continuity [12], con-
tra precontinuity [13], contra semicontinuity [7], contra b-continuity [17], contra S-continuity [5],
is defined by Dontchev. Many results have been obtained related to the notions mentioned above
recently. In this paper, we define and study the notion of contra e*f-continuity which is stronger
than contra e*-continuity [10] and weaker than contra Sf-continuity [4]. Also, we obtain sev-
eral characterizations of contra e*f-continuous functions and investigate their some fundamental
properties. Moreover, we investigate the relationships between contra e*#-continuous functions
and seperation axioms and contra e*f-closedness of graphs of functions.
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2 Preliminaries

Throughout this present paper, X and Y represent topological spaces. For a subset A of a space
X, cl(A) and int(A) denote the closure of A and the interior of A, respectively. The family of all
closed (resp. open, clopen) sets of X is denoted C'(X)(resp. O(X),CO(X)). A subset A is said to
be regular open [23] (resp. regular closed [23]) if A = int(cl(A)) (resp. A = cl(int(A))). A point
x € X is said to be d-cluster point [24] of A if int(cl(U)) N A # 0 for each open neighbourhood U
of z. The set of all é-cluster points of A is called the d-closure [24] of A and is denoted by cls(A).
If A =cls(A), then A is called §-closed [24], and the complement of a d-closed set is called §-open
[24]. The set {z|(U € O(X, z))(int(cl(U)) C A)} is called the d-interior of A and is denoted by
ints(A).

A subset A is called a-open [18] (resp. semiopen [14], preopen [15], b-open [2], S-open [1],
e-open [8], e*-open [9]) if A C int(cl(int(A))) (resp. A C cl(int(A)), A C int(cl(A)), A C
int(cls(A)), A C c(int(A)) Uint(cl(A)), A C cl(int(cl(A))), A C cl(ints(A)) Uint(cls(A)), A
C cl(int(cls(A)))). The complement of an a-open (resp. semiopen, preopen, b-open, S-open, e-
open, e*-open) set is called a-closed [18] (resp. semiclosed [14], preclosed [15], b-closed [2], S-open
[1], e-closed [8], e*-closed [9]). The intersection of all e*-closed (resp. semi-closed, pre-closed) sets
of X containing A is called the e*-closure [9] (resp. semi-closure [14], pre-closure [15]) of A and is
denoted by e*-cl(A) (resp. scl(A), pcl(A)). The union of all e*-open (resp. semiopen, preopen)
sets of X contained in A is called the e*-interior [9] (resp. semi-interior [14], pre-interior [15]) of
A and is denoted by e*-int(A) (resp. sint(A), pint(A)).

The union of all e*-open sets of X contained in A is called the e*-interior [9] of A and is
denoted by e*-int(A). A subset A is said to be e*-regular [11] if it is e*-open and e*-closed. The
family of all e*-regular subsets of X is denoted by e* R(X).

A point x of X is called an e*-0-cluster (3-6-cluster) point of A if e*-cl(U) N A # 0 for every
e*-open (resp. [-open) set U containing x. The set of all e*-0-cluster (S-0-cluster) points of A
is called the e*-f-closure [11] (5-6-closure [19]) of A and is denoted by e*-clg(A) (B-clg(A)). A
subset A is said to be e*-f-closed [11] (5-6-closed [19]) if A = e*-clg(A) (A = S-clp(A)). The
complement of an e*-0-closed (5-6-closed) set is called an e*-6-open [11] (8-6-open [19]) set. A
point = of X is said to be an e*-f-interior [11] (8-6-interior [19]) point of a subset A, denoted
by e*-intg(A) (B-intg(A)), if there exists an e*-open (S-open) set U of X containing x such that
e*-cl(U) C A (B-cl(U) C A). Also it is noted in [11] that

e*-regular = e*-f-open = e*-open.

The family of all open (resp. closed, e*-f-open, e*-0-closed, e*-open, e*-closed, regular
open, regular closed, d-open, d-closed, semiopen, semiclosed, preopen, preclosed) subsets of
X is denoted by O(X) (resp. C(X), e*00(X), e*0C(X), e*O(X), e*C(X), RO(X), RC(X),
00(X), 6C(X), SO(X), SC(X), PO(X), PC(X)). The family of all open (resp. closed, e*-6-
open, e*-f-closed, e*-open, e*-closed, regular open, regular closed, §-open, §-closed, semiopen,
semiclosed, preopen, preclosed) sets of X containing a point z of X is denoted by O(X,x)
(resp. C(X,x), e*00(X,x), e*0C(X,x), e*O(X, ), e*C(X,z), RO(X,x), RC(X,x), §O(X,x),
0C(X,x), SO(X,x), SC(X,x), PO(X,z), PC(X,x)).

We shall use the well-known accepted language almost in the whole of the proofs of the
theorems in this article. The following basic properties of e*-closure and e*-interior are useful in
the sequel:

Lemma 2.1. [9] Let A be a subset of a space X, then the following hold:
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On contra e*f#-continuous functions 3

(1) e*-cl(X \ A) = X \ e*-int(A).
(2) x € e*-cl(A) if and only if ANU # 0 for every U € e*O(X, z).
(3) A is e*C(X) if and only if A = e*~cl(A).

(1) e*-cl(A) € e*C(X).

(5) e*-int(A) = AN cl(int(cls(A))).

Lemma 2.2. [11] For the e*-closure of a subset A of a topological space X, the following
properties are hold:

(1) A Ce*-cl(A) Ce*-clp(A).
(2) If A € e*00(X), then e*-clg(A) = e*-cl(A).
(3) If AC B, then e*-clg(A) C e*-clg(B).
(4) e*-clg(A) € e*0C(X) and e*-clg(e*-clg(A)) = e*- clg(A).
(5) If Ay € e*0C(X) for each o € A, then N{Aq|a € A} € e*0C(X).
(6) If A, € e*00(X) for each a € A, then | J{Aa|la € A} € e*00(X).
(7) e*-clg(X \ A) = X \ e*-inty(A).
(8) e*-clg(A) = {U|(ACU)(U € e*0C(X))}.
(9) A €e*O(X), then e*-clg(A) € e*R(X).
(10) A € e*R(X) if and only if A € e*00(X) N e*0C(X).

Lemma 2.3. Let A be a subset of a topological space X and x € X. The point x of X is an
e*-0-cluster point of A if and only if UN A # O for all e*-0-open U containing x.

Proof. Let x ¢ e*-cly(A).

ré¢e*-cp(Ad) & (AU ee*C(X))(ACU)(z¢U)
& (F\U €e00(X))(\U C\A)(z € \U)
& (FV:=\U € e*00(X,z))(V C\4)
& (WeedO(X,x)(VNA= )
& x ¢ {z|(VU € e*00(X,z))(U =0)}. O

Definition 2.1. A function f : X — Y is said to be contra continuous [6] (resp. contra a-
continuous [12], contra precontinuous [13], contra semicontinuous [7], contra b-continuous [17],
contra SB-continuous [5], contra B36-continuous [4], contra e*-continuous [10]) if f~1[V] is closed
(resp. a-closed, preclosed, semiclosed, b-closed, S-closed, 8-6-closed, e*-closed) in X for every
open set V in Y.

Definition 2.2. Let A be a subset of a space X. The intersection of all open sets in X containing
A is called the kernel of A [16] and is denoted by ker(A).
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Lemma 2.4. [16] The following properties hold for subsets A and B of a space X.
(1) = € ker(A) if and only if ANF # 0 for any F € C(X, z).
(2) AC ker(A).
(3) If A is open in X, then A = ker(A).
(4) If A C B, then ker(A) C ker(B).

3 Contra e*f-continuous functions

Definition 3.1. A function f : X — Y is said to be contra e*#-continuous (briefly c.e*f.c.) if
f71[V] is e*-f-closed in X for every open set V of Y.

Theorem 3.1. For a function f: X — Y, the following properties are equivalent:
(1) f is contra e*6-continuous;
(2) The inverse image of every closed set of Y is e*-0-open in X;

(8) For each point x € X and each and each V € C(Y, f(x)), there exists U € e*00(X,x) such
that f U] CV;

(4) fle*-clg(A)] C ker(f[A]) for every subset A of X;
(5) e*-clg(f1[B])] C f~t[ker(B)] for every subset B of Y.

Proof.
(1) = (2) : Let V € C(Y).

VECM SV EOUI s\ = e oo = £ V] € 00(x)

(2)=(3):Let z € X and V € C(Y, f(x)).

(z € X)(V e OV, f())) -1 ‘
2) } = /W %e::e(;c(_)f’[ﬁ } = (U € e*00(X,2))(f[U] C V).

(3)= (4): Let AC X and = ¢ f~[ker(f[A])].

x ¢ f- ker(fIA])] = f(x) ¢ ker(f[A]) = 3F € C(Y, f(2)))(F N f[A] =(g; } N

= (U € e"00(X, 2))(f[U] C F)(F N f[A] = 0)
= (U € e"00(X, z))(fIUNA] C flU]IN f[A] =0)
= (U € e*00(X,2))(U N A = 0)

=z ¢ e*-clp(A).
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(4) = (5): Let BCY.
per= g(ig } = fle*-clo(f " [B])] C ker(f [f 7 [B]]) C ker(B) =
= e*~clp(f [B]) C " [ker(B)].
(5) = (1) : Let V € O(Y).
Veo(y)
()

Remark 3.1. From Definitions 3.1 and 2.1, we have the following diagram. None of these impli-
cations is reversible as shown by the following example:

} = e cp(fHV) C fHker(V)) = f V] = fHV] €er0C(X). O

c.p.c. c.f.c. <+ c.fpl.c.
/ N\ /
c.a.c. <+  cC.C. c.b.c. 4 d
hN /" hN
c.s.C. ce.c. + c.e*b.c.

Notation 3.1. c.c.=contra continuity, c.a.c.=contra a-continuity, c.p.c.=contra precontinuity,
c.s.c.=contra semicontinuity, c.b.c.=contra b-continuity, c.3.c.= contra -continuity, c.e*.c.=contra
e*-continuity, c.86.c.=contra (6-continuity, c.e*f.c.=contra e*f#-continuity.

Example 3.1. Let X = {a,b,c,d} and 7 = {0, X, {a}, {b},{a, b}, {a,c},{a,b,c},
{a,b,d}}. It is not difficult to see that

e*00(X) = e*O(X) = 28\ {{d}} and BOC(X) = {0, X, {a,c,d},{b,d},{a,c},{c}, {d}}.
Define the function f : X — X by f = {(a,¢),(b,)),(c,a),(d,b)}. Then f is contra e*6-
continuous but it is not contra B0-continuous.

Other examples can be found related articles.
Definition 3.2. A function f: X — Y is said to be:

a) e*f-semiopen if f[U] € SO(Y) for every e*-f-open set U of X.

b) contra I(e*#)-continuous if for each = in X and each V € C(Y, f(x)), there exists U €

e*00(X, z) such that int(f [U]) C V.
¢) e*f-continuous [11] if f=1[V] is e*f-closed in X for every closed set V of Y.
d) e*-continuous [9] if f~![V] is e*-closed in X for every closed set V of Y.

Theorem 3.2. Let f : X = Y be a function. If f is contra I(e*0)-continuous and e*0-semiopen,
then f is contra e*6-continuous.

Proof. Let x € X and V € C(Y, f(x)).

(z € X)(V € O, f(2)))
f is contra I(e*6)-continuous

} = (U € e*00(X, x))(int(f[U]) CV = cl(V)) } N
f is e*f-semiopen
= (U € e*00(X, x))(f[U] € SO(Y))(int(f[U))

V =d(V))
= (AU € e*00(X, 2))(f[U] C cl(int(f[U])) C V).

c
cv). O
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Theorem 3.3. Let f: X — Y be a function. If f is contra e*0-continuous and Y 1is reqular,
then f is e*0-continuous.

Proof. Let x € X and V € O(Y, f(x)).

(x e X)V €O L@ |, i c oy, f(a)(@(W) C V)
Y is regular } f is contra ¢*f-continuous } =
= (U € e*00(X,2))(flU] Ccd(W)C V). O

Theorem 3.4. Let {X,|a € A} be any family of topological spaces. If a function f: X — 11X,
is a contra e*0-continuous function, then Pro o f : X — X, is contra e*0-continuous for each
a € A, where Pry, is the projection of 11X, onto X,.

Proof. Let o € A and U, € RO(X,).

o € A = Pr, is continuous }

Us € O(X.) = Pr;'U,] € O(I1X,) }:>

fis c.e*f.c.
= (Proo ) UL = f7YHPr; UL € e*0C(X). O

Definition 3.3. A function f : X — Y is called weakly e*-irresolute [20] (resp. strongly e*-
irresolute [20]) if f~1[A] is e*-f-open in X (resp. e*-f-open) for every e*-6-open (resp. e*-open)
set A of Y.

Theorem 3.5. Let f: X - Y andg:Y — Z and go f: X — Z functions. Then the following
properties hold:

(1) If f is contra e*0-continuous and g is continuous, then g o f is contra e*0-continuous.
(2) If f is e*0-continuous and g is contra-continuous, then g o f is contra e*0-continuous.
(8) If f is contra e*0-continuous and g is contra-continuous, then g o f is €*0-continuous.

(4) If [ is weakly e*-irresolute and g is contra e*@-continuous, then g o f is contra €*0-
continuous.

(5) If [ is strongly e*-irresolute and g is contra e*-continuous, then g o f is contra €*0-
continuous.

Proof. Straightforward. 0O

4 Some fundamental properties of contra e*f-continuous
functions
Definition 4.1. A topological space X is said to be:

a) €*0-Ty [3] if for any distinct pair of points x and y in X, there is an e*#-open set U in X
containing x but not y or an e*f-open set V' in X containing y but not z.
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b) e*#-T; [3] if for any distinct pair of points x and y in X, there is an e*8-open set U in X
containing x but not y and an e*#-open set V in X containing y but not z.

c) e*6-Ty [3] (resp. e*-Ty [10]) if for every pair of distinct points z and y, there exist two
e*f-open (resp. e*-open) sets U and V such that z e U, y e Vand UNV = .

Lemma 4.1. [3] For a topological space X, the following properties are equivalent:
(1) (X
2) (X7
(3) (X

(4) (X,7) is e*-T5.

T) is €*0-Ty.
is e*0-17.
, T

)
)
) is e*0-T5.
)

(5) For every pair of distinct points x,y € X, there exist U € e*O(X,x) and V € e*O(X,y)
such that e*-cl(U) Ne*-cl(V) = 0.

(6) For every pair of distinct points x,y € X, there exist U € e*R(X,x) and V € e*R(X,y)
such that UNV = (.

(7) For every pair of distinct points x,y € X, there exist U € e*00(X,z) and V € e*00(X,y)
such that e*-clg(U) Ne*-clg(V) = 0.

Theorem 4.1. A topological space X is e*0-T5 if and only if the singletons are e*-0-closed sets.

Proof. Necessity. Let x € X and X is e*0-T5.

v {9)”(} = ”,fny } = (AU, € e*00(X,y))(IV, € e*00(X, z))(U, NV, = )
1S e U-1L2
= (JU, € e*00(X,y))(z ¢ Uy) }:>
A= {Uyly ¢ {z} = (U, € e"00(X,y))(z ¢ Uy)} C e"00(X)
= X\ {z} = JA€e00(X) = {a} € e*0C(X).

Sufficiency. Suppose that {z} is e*-0-closed for every z € X. Let 2,y € X with  # y.

T € i(g{j}y;efgé’({;i } = X\ {z} € e"00(X,y).

Then X is e*0-Ty. On the other hand, the notions of e*6-Ty and e*6-1; are equivalent from
Lemma 4.1. Thus X is e*0-Ty. O

Theorem 4.2. If f is a contra e*6-continuous injection of a topological space X into a Urysohn
space Y, then X is e*0-T5.

Proof. Let x1,x9 € X and 21 # 4.

f is injective ¥ is Urysohn

11 # 2 }:» f(a1) # f(a) }i
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= (30 € O(¥,41))EV € OY,2))(el(U) N el(V) = 0) } R
fisce*f.c. at 1 and zo
= (34 € e*00(X,x1))(IB € e*00(X, z2))(f[A] N f[B] C cl(U) Necl(V) = 0)
= (A € e*00(X,11))(3B € e*00(X,22)) (AN B =0). O
Definition 4.2. A topological space X is said to be:

a) Weakly Hausdorff [21] (briefly weakly-T5) if every point of X is an intersection of regularly
closed sets of X.

b) Ultra Hausdorff [22] if for each pair of distinct points  and y in X, there exist clopen sets
U and V containing x and ¥, respectively such that U NV = ().

Theorem 4.3. Let f: X — Y be a function. Then the following properties are hold:

(1) If f is a contra e*0-continuous injection and 'Y is Ty, then X is €*0-T5.

(2) If f is a contra e*0-continuous injection and Y is Ultra Hausdorff, then X is ¢*0-Ts.
Proof. (1) Let z1,22 € X and a1 # 5.

(21,29 € X)(21 # 22)
f is injective

flay) # f(w2)
} - ' Y is %0 } =

= [AV € O(Y, f(21)))(f(22) € V) V BU € O(Y, f(22)))(f(x1) € U)]
= (f(z1) ¢ YAV)Y\V € O, f(22)))

fis c.e*f.c.

Therefore X is e*0-Ty and by Theorem 4.1 X is e*0-T5.
(2) Tt is not difficult to see that this item is immediate consequence of (1) by Lemma 4.1. [

} =z ¢ fHY \ V] € e*00(X, 22).

Definition 4.3. A space X is said to be:

a) e*f-connected if X cannot be expressed as the disjoint union of two non-empty e*-f-open
sets.

b) e*#-normal if for each pair of non-empty disjoint closed sets can be separated by disjoint
e*-f-open sets.

Theorem 4.4. If f: X — Y is a contra e*0-continuous surjection and X is e*f-connected, then
Y is connected.

Proof. Suppose that Y is not connected.
Y is not connected = (U1, Uz € OY)\{ON)(U1 NUs =0)(U; UU; =Y)

= Ul, U, € CO(Y) }

f is c.e*f.c. surjection

= (f7HUL, fHU2] € e 00(X)\ DY (fHU N fH U] = 0)(fHUA] U £ U] = X).

This is a contradiction to the fact that X is e*#-connected. [
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Theorem 4.5. If f : X — Y 14s a contra e*0-continuous closed injection and Y is normal, then
X is e*0-normal.

Proof. Let Fy,Fy € C(X) and Fy N Fy = 0.

(F17F2 S C(X))(Fl NFy = (Z))
f is closed injection

Y is normal

= (f[F1], f[F2] € C(Y))(f[FL N Fy] = f[FA] N f[F2] = 0) } N

= (3V1, Vo € O(Y))(f[F1] S Vi) (f[F2] € Va)(VinVa =0) }
Y is normal

= (3G1,G2 € O(Y))(f[F1] € G1 C cl(G1) C Vi) (f[F2] € Go C cl(G2) C Vo) (VinVa = 0) } N
fis c.e*f.c.

= (f7H[c(G)], fTHel(Gr)] € e*00(X))(Fy € f~Hel(G))(F2 € f7H[el(G2)])
(fH(GOIN f7Hel(Ge)] = 0). D

Definition 4.4. A function f: X — Y has a contra e*6-closed graph if for each (z,y) ¢ G(f),
there exist U € e*00(X,z) and V € C(Y,y) such that (U x V)N G(f) = 0.

Lemma 4.2. The graph G(f) of a function f: X — Y is contra e*0-closed in X XY if and only
if for each (x,y) ¢ G(f), there exist U € e*00(X,z) and V € C(Y,y) such that flUINV = 0.

Proof. Straightforward. O

Theorem 4.6. If f : X — Y is contra e*0-continuous and Y is Urysohn, then f has a contra
e*0-closed graph.

Proof. Let (z,y) ¢ G(f).

(z,y) ¢ G(f) =y # f(x)
! Y is Z{ersohn } =

= AV e O, f(2)))3W € O(Y,y))(cl(V) ﬂ;lﬁW) :90)) } N
= (AU € e*00(X, z))(fIU] C (V) ((V) N el(W) = 0)
= (U € e*00(X,2))(flUINW C flUNe(W)=0). O

Theorem 4.7. Let f : X — Y be a function and g : X — X x Y the graph function of f,
defined by g(x) = (z, f(x)) for every x € X. If g is contra e*0-continuous, then [ is contra
e*0-continuous.

Proof. Let V € O(Y).

VeOoll)=>=XxVeOXxY)

g is c.e*f.c. } = [TV =g [X x V] € e90(X). O

Theorem 4.8. If f: X — Y has a contra e*0-closed graph and injective, then X is e*0-T}.
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Proof. Let x1,z9 € X and x1 # x5.

(rrosa € KN TE) b= Ha) # Flaw) = (@, flo) ¢ GO =

[ is injective G(f) is contra e*@-closed
= (U € €’00(X,21))(3V € O(Y, f(x2)))(f[U]NV =)
= (AU € e*00(X,21))(3V € O(Y, f(z2)))(U N f~L[V] = 0)
= (U € e*00(X,x1))(x2 ¢ U)

Then X is e*0-Ty. On the other hand, the notions of e*6-T and e*0-T; are equivalent from
Lemma 4.1. Thus X is e*0-Ty. O

Definition 4.5. A topological space X is said to be:
a) Strongly S-closed [6] if every closed cover of X has a finite subcover.
b) Strongly e*0C-compact [3] if every e*-6-closed cover of X has a finite subcover.
c) e*f-compact if every e*-f-open cover of X has a finite subcover.
d) e*f-space if every e*-0-closed set is closed.
Theorem 4.9. If f : X — Y has a contra e*0-closed graph and X is an e*0-space, then f~'[K]
is closed in X for every strongly S-closed subset K of Y.
Proof. Let K is strongly S-closed in Y and let = ¢ f~![K].

v ¢ [THK] = f(z) ¢ K= (Yy € K)(y # f(2) = (2,y) ¢ G(f) }:’
G(f) is e*-closed

= (U, € e"00(X,x))(3V, € C(Y,y))

flU, NV, =0
VDI >}:

(
{KNVyly € K}

= (ACCY))(K =UA) }

K is strongly S-closed in YV’ = GAT C (A" <Ro)(K cUA") } X is e g-space

U :=n{U,|U, € A*}

= (U eO0(X,2)(flUINK =0) = (U € OX,z))(UnN fHK] =0) =
= (UcOX,2))(UC\fK]) =2z cint(X\ fK])=z € X\ cd(f K] =z ¢ c(f[K]).
O

Theorem 4.10. If f : X — Y is a contra e*0-continuous surjection and X is strongly e*0C-
compact, then Y is compact.

Proof. Let BCO(Y)and Y =JB.
OISR b = (=115 € B € o0 U A
fiscefe. X is strongly e*6C-compact }

= (3A* CA)(JA*| < Ro)(X =UJAY)

f is surjective

} — (B = {fA]|A € A} C B)(IB| < N)(Y = UB").
O
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Theorem 4.11. Let f: X — Y be a function. Then the following properties are hold:
(1) If f is a contra e*0-continuous surjection and X is e*0-compact, then'Y is strongly S-closed.

(2) If [ is a contra e*@-continuous surjection and X is e*0-compact and e*0-space, then' Y is
strongly e*0C-compact.

Proof. (1)Let BCC(Y)and Y =JB.

(B < C(Y)}(Y =5 } — (A= {fV[B]|B € B} C ¢*00(X))(X = | A) }
18 c.ev.e X is e*f-compact
= (3A* C A)(JA*| < Ro)(X =J A%) }
f is surjective
= (B" :={f[A]lA € A"} C B)(IB"| <Ro)(Y =UB")
(2) Let BC e*0C(Y) and Y = B.

X is e*f-space

(BCedC(Y))(Y =UB) } = ((BCOoY)(UB=Y) }j

fis c.e*f.c.

O

Theorem 4.12. If f : X — Y is a weakly e*-irresolute surjection and X is strongly e*0C-
compact, then'Y is strongly e*0C-compact.

Proof. Let BC e*0C(Y) and Y = |JB.

(B C e*6C(Y))(Y = UB) }

f is weakly e*-irresolute

= (A= {f[B]|B € B} C e*6C(X))(X = U A)
X is strongly e*0C-compact =

= (3AT C A (A < No)(X = UA") } R

f is surjective
= (B" = {JIA][A € A} C B)(IB*| <Ro)(Y =UB*). O

We recall that the product space X = X; x ... x X, has property Py [3] if A; is an e*6-open
set in a topological space X; for i =1,2,...n, then A; x ... x A, is also e*f-open in the product
space X = X7 X ... x X,.

Theorem 4.13. Let f: X7 =Y and g: Xo = Y be two functions, where
(i) X = X1 x X5 has the property Peg,
(i1) Y is a Urysohn space,

(iti) f and g are contra e*6-continuous,
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then {(x1,x2)|f(x1) = g(xa)} is €*0-closed in the product space X = X1 X X.
Proof. Let (z1,22) ¢ A := {(z1,22)|f(x1) = g(x2)}.

=

(x1,22) ¢ A= f(z1) # g(22)
Y is Urysohn
0

f and g are c.e*f.c.

= (3N € O(Y, f(21)))(FV2 € O(Y, g(x2)))(cl(V1) N cl(V2) = D) (cl(V1), cl(V2) € RC(Y)) } N

= (fcl(V1)] € e*00(X1,21)) (g7 cl(V2)] € e*00 (X2, x2)) N
X = X7 x X5 has the Property P.«g

= (21, 22) € fTHl(V1)] x g7 [el(Va)] € €"00(X1 x Xa))(f 7 el(V1)] x g7 [cl(V2)] € \A) =

5

=\A €e"00(X1 x X3) = A€ e’0C(X; x Xa).
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Abstract

The main aim of this paper is to determine necessary and sufficient conditions for the
matrix of interval numbers A = (@nk) such that A transform T = (Zk), belongs to the set 1,
cb, ¢! where in particular € I%,, c§ and ¢, to introduce some new sequence spaces c'(Azr),
CE(AZF), T (AZF) based on a newly defined matrix of interval numbers Azr. We study
some basic algebraic and topological properties. Also we investigate the relations related to
these spaces.

Key words and phrases: Matrix transformations, interval number, Zweier sequence,
Fibonacci number.

Resumen

El objetivo principal de este documento es determinar condiciones necesarias y suficientes
para la matriz de nimeros de intervalos A = (Gnx) tal que A transforma Z = (), perte-
neciente al conjunto l%, ¢}, ¢* donde en particular Z € 1%, ¢} y ¢, para introducir algunos
nuevos espacios de secuencia ¢'(Azr), co(Azr), loo(Azr) basado en una matriz de niimeros
de intervalo Az, definida nuevamente. Nosotros estudiamos algunas propiedades algebrai-
cas y topoldgicas basicas. También investigamos las relaciones referentes a estos espacios.
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1 Introduction

The sequence of interval numbers and usual convergence of sequences of interval numbers are
studied by Chiao [4]. Later, Sengonul and Eryilmaz [28] introduced and studied bounded and
convergent sequence spaces of interval numbers and showed that these spaces are complete metric
space. In the recent days, Esi [20] introduced and studied strongly almost A-convergence and
statistically almost A-convergence of interval numbers and lacunary sequence spaces of interval
numbers, respectively. For more information about interval numbers one may refer to Debnath
et. al. [5, 7, 8, 9], Dwyer [10, 11], Fischer [22], Moore [26], Moore and Yang [25], Esi [12]-[17].

The theory of matrix transformations is a wide field in summability; it deals with the char-
acterizations of classes of matrix mappings between sequence spaces by giving necessary and
sufficient conditions on the entries of the infinite matrices. Matrix transformations in sequence
spaces have been studied by different authors like Tripathy [30, 31], Savas and Mursaleen [27]
and many others.

2 Preliminaries

An interval number Z is a closed subset of the real numbers and denoted as & = [z, z,], where
z; < z, and x;,z, € R. Let us denote the set of real valued closed intervals by R(I). The
absolute value (magnitude or interval norm) of an interval number is defined by

7] = max{[z|, [x,[}.

In general, ordinary distributive law does not hold for interval arithmetic. If Z, g, Z are any
three intervals then it is easy to verify that

Z(y+2)CTy+73.2
z.(y + 2)| < |2.9] + |2
9] < |z|.Ig]

For Z1,Z2 € R(I), we have T1 = o iff xj1 = xj2, 41 = X495
T+ Ty ={r cR:axpy + 22 <o <21 + 202},

If @ > 0, then
az ={zeR:ax; <z <azx}

and if @ < 0, then
az ={zeR:ax, <z <ax}

Let us defined
a = min{z;1.252, T1.Tr2, Tr1.Ti2, Tr1.Zr2} and [ = max{x;1.22, T11.Tr2, Tr1.Ti2, Tr1-Tr2}

So
T1.Zs={zeR:a <z <}

The set of all interval numbers R(I) is a complete metric space defined by

d(Z1,T2) = max{|zn — xi2|, [T — r2|}.
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In the special case Z; = [a,a] and T2 = [b, b], we obtain usual metric on the R with
d(fl,fz) = |CL — b|

Let us define the transformation f from N to R(I) by k to f(k) = Z, T = (Zx). Then (Zy) is
called sequence of interval numbers. The 7y, is called k" term of sequence (Zy).

Definition 2.1. A sequence T = () of interval numbers is said to be convergent to the interval
number Z if for each € > 0 there exists a positive number kg such that d(Z, To) < € for all k > ko
and we denote it by 111?1 T = To. Thus hin Ty = To, liin Ty = lién 10 and liin Typ = 1i]£n TrQ-

Definition 2.2. An interval valued sequence space F is said to be solid if § = () € E whenever
|gk| < |Zk| for all k € N and 7 = () € E.

Through out this paper w’, I’_, ¢! and ¢} denote the set of all, bounded, convergent and null
sequences of interval numbers with real terms. We denote &, as the interval sequence whose k'"
term is [1, 1] and the other terms are [0,0] and (&) = ([1,1],[1,1],[1,1],...).

Let X,Y be two sequence spaces of interval numbers and let A = (@,;) be an infinite matrix
of interval numbers @, where n, k € N.

Then the matrix A defines the A-transformation from X into Y, if for every sequence & =
(zx) € X, the sequence A7 = {(AZ),}, the A-transform of  exists and is in V; where (AZ),, =
Zdnkfk. For simplicity in notation, here and in what follows, the summation without limits

k — — — — —
runs from 0 to co. By A(X :Y) we mean the characterizations of matrices from X to Y i.e.,

A: X =Y. A sequence 7 is said to be A-summable to Z if AZ converges to Zo which is called
as the A-limit of Z.
For the sequence space X, the matrix domain X ;7 of an infinite matrix of interval numbers A
is defined as
Xi={z=(zx): Az € X}
Recently, the authors have introduced that, A = (Gnx) = ([aink, arnk]) € (I @ 1%,) if and only
if

sup Z |@nk| < o0
neN A

3 Main Results
Theorem 3.1. A = (k) = ([aink, arnk]) € (¢ : ¢*) if and only if
(i) sup Z|¢‘znk| < 0
k
(ii) ap = le Ay erists for each k € N.
(ii3) nlgr;o%:a"k =a = [a;, a,| where a;,a, € C

Proof. The necessity of (i) follows from the inclusion relation (¢! : ¢?) C (¢! : 1%,). That of (ii)
and (iii) follows on considering the sequence Z = () and Z = (&), respectively.
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Conversely, suppose that the conditions (i), (4) and (4i) hold and # = (%)) € ¢’ with ), — %
as k — oo, i.e., ;. — ;0 and x,p — x,.0 as k — oo.

Now,
>kt =Y k(@ — o) + 10 Y ink (3.1)
k K K

and

Z ArpkTrk = Z Arnk (mrk: - :ETO) + xr0 Z Arnk (32)
k k k

holds for each n € N.
In equations (3.1) and (3.2), since the first terms of the right hand side tends to

Z k(i — xi0) andz ark(Trk — Tr0)
% &

respectively by (ii), and the second terms on the right hand side tends to z;9a; and zga, respec-
tively by (iii), as n — oo, hence

lim (g amkﬂk) = E aink (T — x10) + Tr00
n—oo k-

k

lim (E arnk:xrk) = § arnk(wrk - x'rO) + xroar.
n—00 k

k
Hence Az € ¢'. O

Corollary 3.1. A = (ani) = ([aink, arnk]) € (¢t : ) if and only if
(i) supz |Gnk| < oo.
neN A
(ii) ar = lm @y exists for each k € N.
n—oo

n—oo

(i) lim Zdnk =0, where 6 = |0,0].
k

Theorem 3.2. A = (dnk) = ([aink, arnk]) € (b : &) if and only if
(i) supz |Gnk| < 0.
neN "/
(ii) ar = lm any exists for each k € N.
n— oo

Proof. The necessity of (i) follows from the inclusion relation (c} : ¢*) C (cf : IL,). That of (ii)
follows on considering the sequence Z = (&y).

Conversely, assume that the conditions (i), (ii) hold and z = (Zj) € c. So that T — 6 as
k — oo, where 6 = [0, 0], i.e., z;p — 0 and x,, — 0 as k — oo.

Now, Z ainkpXyk tends to Z aipxE as n — oo and Z ApnkTrr tends to Z ArpTrk AS T — OO.

ok k k k
Hence Az € . O
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Corollary 3.2. A= (ank) = ([aink, arnk]) € (¢} : ¢b) if and only if
1) su Qnf| < 00.
(i) negzkjl nk|

(ii) 1i_{n Gk = 0 exists for each k € N, where 6 = [0, 0].

The approach of constructing new sequence spaces by means of the matrix domain of a
particular limitation method have recently been employed by Altay, Basar and Mursaleen [1],
Basar and Altay [2], Malkowsky [24] and many others.

Sengonul [29] defined the sequence y = (y;) which is frequently used as the ZP transform of
the sequence = = (x;), i.e.,

Yi = pxi+ (1 —p)wi
where z_1 =, 1 < p < 0o and ZP denotes the matrix ZP = (Z;) defined by

P i=k
Zi = 1—p i—-1=k where (i,k € N) (3.3)
0 otherwise

Following Basar and Atlay [2], Sengonul [29] introduced the Zweier sequence spaces Z and Zj
as follows:
Z={x=(xx) €Ew: Z%z € ¢}
Zy =A{x = (x) € w: ZPx € cp}.
Furthermore, Esi and others [6, 14, 15], have developed Zweier sequence spaces in different
directions. Recently, Debnath et. al. [8] have established the conditions of regularity of a matrix
of interval numbers and introduced a regular matrix of interval numbers using Fibonacci numbers.

Now, we have constructed a matrix of interval numbers Azp = (@nk) = ([aink, @Grnk]), Where
using ani are from Zweier sequences and a,,; are from Fibonacci numbers.

1
To construct the matrix of interval numbers we put p = 3 in (3.3).

1
=, n=k;
%’ ’ L, 1<k<mn
g = 3, n—1=k; and Crmk = frra —1
0, otherwise. 0, otherwise.

where, fi is the Fibonacci numbers such that fr = fr_1 + frx—o that is,

[%,1] [0,0] [0,0] [0,0] [0,0] [0,0] [0,0] ... ... ......
(3,3] [3.3] [0,0] [0,0] [0,0] [0,0] [0,0] ... ... ......
0,11 3.4 3.3 0,00 [0,0] [0,0] [0,0] ... ... ...
0,4 (0,3 [3.3] 3.2 [0,0] [0,0] [0,0] ... ... ...
Azr=| 0,55 0.5 0,5 5.3 0,0] [0,0] ... ... ...

)

e
S

i
e
ol

:E‘\U‘
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It is obvious that the above matrix is regular [8]. Now, we introduce the following sequence
spaces based on infinite matrix Azpg

Ci(AZF) ={z=(7x) € w': AypT € Ci}
CE)(AZF) = {f (i‘k) € w' AZFE € 06}

lloo(AZF) = {53 = (i‘k) cew': AZF.f S léo}

where AzpZ = {(AZF-i')n} and
_ oo
Azr, (%) = Zdnk(xlk7$7-k)7 (neN).
k=1

Theorem 3.3. ¢(Azr) and c(Azr) are metric spaces with the metric defined by
d(Zk, i) = Sip {max{|zie — yul, [Zrk — yrel}}-

Proof. Easy, so omitted. O

Theorem 3.4. The spaces c¢i(Azr), ¢'(Azr) and I! (Azr) are normed interval spaces with the
norm

17ll = sup {max{]awk], |7 }}

Proof. Let ' = ci(Azr) (or ¢/(Azp) or I! (Azr)) and Z, § € u'.
N1. Since ||z ui > 0,Vz € pt — {6}

pi = sup{max{|zy|, |z,¢|}}, then we have ||z|
k

N2. |zl

pi=0& Sl;p{max{|xlk|, |z} =02 =6.

N3. ||z + gll,» = sup{max{ |z + yirl, [Trr + yrx|}} < sup{max{|zw| + |yixl, [2rk] + lyrel}}
k k

< sup{max{(|zuel, [wri[)}} + supfmax{(fyuel. g} = 2l + [17r-

N4 [laz]l,: = sup{max{|azu], |azri[}} = |a] sup{max{|ewl, |27k }} = lal|Zll,:

Hence, ||Z[|,: is a norm on p*. O
Theorem 3.5. The spaces ci(Azr) and ¢(Azr) are solid.

Proof. We consider only ¢§(Azr). Let ||gx]| < ||Zk|, for all (k € N) and for some Z € ¢ (Azp).

Then clearly d(ijy,0) < d(zx,0), i.e., {|yx — O, |yrk — O} < {lzix — O, |zrs — O}. Thus, we have
yik < zu and ypp, < T, i, § < T So, § € ci(Azr). Hence, ci(Azr) is solid or normal.
For the space ¢'(Azr), the result can be proved similarly. O

Theorem 3.6.
(i) The inclusion ¢ C ch(Azr) strictly holds.

(ii) The inclusion c¢' C c¢'(Azp) strictly holds.
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Proof. (i) Let, & = (Zy) € c} then clearly klim z, = 0, where § = [0,0]. Again since Azp is
—00

regular so AzpT € cf, i.e., T = (I) € cj(Azr). Now, let T = (Zx) = ([(-1)*, £]), k € N, then
T = (Tx) € ch(Azr) but (Z)) does not belongs to c.

(ii) Let & = (%)) € ¢'. Again, since Az is regular so AzpZ € ¢, i.e., (Tx) € ¢'(Azr). Now,
let z = (Z) , where

1
L1+, kodd

I
>
Il

1
0,1+ %}, k even

then Z = (%)) € ¢!(Azr) but (Zx) does not belongs to c'. O
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Resumen

El grafo divisor de cero para un anillo conmutativo R, denotado por I'(R), es un gra-
fo cuyos vértices son los elementos del conjunto de divisores de cero, no nulos, en R. Dos
vértices distintos x e y son adyacentes en I'(R) si y sblo si x -y = 0. En este trabajo, se
recopilan algunos resultados relevantes de los I'(R) y ademds, se presenta un algoritmo para
la representacién de I'(R) para los anillos Zy.

Palabras y frases clave: Conjunto divisor de cero, grafo divisor de cero, algoritmo.

Abstract

The zero-divisor graph for a conmutative ring R, denoted by I'(R), is a graph whose
vertices are the elements of the set of divisor of zero, different of zero, on R. Two distinct
vertices  and y are adyacentes in I'(R) if and only if - y = 0. In this work, they give
some relevant results of the I'(R) and also, an algorithm is presented for the representation
of T'(R) for rings of Z,.

Key words and phrases: Set zero divisor, zero dividers, algorithm.

1 Introduccion

El estudio de los grafos divisoresde cero fue presentado por primera vez en 1988 por Istan Beck
[3], en su articulo denominado “Coloring of conmutative ring”. All{ asocidn un grafo simple a
un anillo conmutativo R, donde los vértices son los elementos del anillo y la adyacencia entre
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los vértices se obtiene a través de los divisores de cero, es decir, dos vértices distintos x e y son
adyacentes si y sélo si x -y = 0.

En aquel momento el objetivo bésico era estudiar las coloraciones de anillos conmutativos, con
la idea de establecer una relacion entre la teoria de grafo y la teoria de anillos conmutativos. Un
resultado importante de Beck fue la siguiente conjetura: x(R) = clique R, donde x(R) denota el
numero cromético de un grafo, ese estudio fue continuado en [2], donde cabe senalar que se da un
contraejemplo a la conjetura dada por Beck donde R es un anillo local finito. Pero después en el
ano 1999, Andersen y Livistong [1], publican el articulo “The zero divisor graph of a conmutative
ring’ v es en este articulo donde se estudian las propiedades y estructuras de los grafos divisores
de cero, los cuales también se estudian en este trabajo, estos se denotan por I'(R), donde R es
un anillo conmutativo. Una diferencia que se encuentra en la definicién del grafo divisor de cero
en ese articulo es la inclucién del cero en los conjuntos divisores de ceros, pero a la hora de las
adyacencia en el grafo divisor de cero no es tomado en cuenta, y es asi, como muchos autores
hasta los actuales momentos, incluyen el cero en este tipo de grafos para tener mas propiedas y
estructras a la mano.

En [9], se dan algunas representaciones y caracterizaciones de los grafos divisores de cero,
para los anillos conmutativos de la forma Z,n4. En [4], se introduce la definici 'n de conjuntos r-
partitos, definicién clave para la representacién de los grafos divisores de cero. Asi como también
caracterizaciones, el didmetro y el numero de clique para estos grafos. Como primer aporte
en este trabajo de investigacion, se trabaja con estructuras algebraicas tales como los anillos
conmutativos de la forma Zyn,, para p y q primos distintos y n entero positivo, donde se estudian
las representaciones de los grafos divisores de cero que se obtendran para cada caso, asi como
su caracterizaciones, el diametro, niimero de clique y como segundo aporte se da un método
para la elaboracién de un algoritmo donde se pueda representar estos grafos para las estructuras
algebraicas antes mencionadas y dejar como tarea abierta la implementacin de este método en
un lenguaje computacional. Cabe de destacar, que estos métodos algoritmicos que se han venido
presentando en estas investigaciones han sido pilares, para articular teorias ya existentes como
lo son la Teoria de Ramsey, Teoria Combinatoria, Teoria de Problemas Baricéntricos y la Teoria
del Algebra por mencionar algunas, con las denominadas constantes baricéntricas.

2 Conjunto divisor de cero

A continuacién se presentan definiciones y resultados relacionados con los conjuntos divisores de
cero.

Definiciéon 1. Sea R un anillo, un elemento = € R, se llama divisor de cero, si existe y € R,
distinto de cero, tal que z -y = 0.

Nota 2.1. En este trabajo de investigacion, se trabajard muy a menudo con el anillo conmutativo
Zi, = {0,1,2,--- ;m — 1}, el cual no es mas que el conjunto de las clases médulo m. En lo que
continia de escritura, se suprimird las barras para denotar al mismo anillo Z,,,, en caso contrario
se informara.

Definiciéon 2. Aquel conjunto para el cual, cada vez que se elijan dos elementos no nulos x e y
en un anillo R, se cumple x -y = 0. Se denomina conjunto divisor de cero. Este trabajo se denota
al conjunto divisor de cero de un anillo R, por Q(R).

Ejemplo 1. Sea el anillo conmutativo siguiente Ziy = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Su conjunto
divisor de cero es:
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WNZyo) ={2,4,5,6,8}.
Nota 2.2. Otra manera de ver Q(Zj0), son los elementos no primos relativos con 10.
Otros anillos R a los cuales también se les calcula Q(R) son los siguientes:

Ejemplo 2. Sea el anillo conmutativo Zy x Z2 = {(0,0),(1,0), (0,1),(1,1)}. Su conjunto divisor
de cero es: QU(Zg x Z2) = {(1,0),(0,1)}. Puesto que:

(1 0) (0 1) (0,0) € Lo X L
(1,0) x (1,1) = (1,0) € Zy x Zs
(0,1) x (1,1) = (0,1) € Zy x Zy
Ejemplo 3. Sea el anillo R = Zs [Qx} {0, 1, 2, @, 2+ 1, .+ 2, 2z, 2¢ + 1, 2z + 2}. Su

X
L3
1'2

conjunto divisor de cero es : §2 ( ) = {x,2x}. Puesto que:

rx-20=222=2.-0=0
Los siguientes son resultados relacionados con los conjuntos divisores de cero. En [8], aparecen
los siguientes corolarios

Corolario 2.1. Sea el anillo R = 7Z, no tiene divisores de cero si y sélo si p es primo.

Corolario 2.2. Un anillo no tiene divisores de cero si y solo si se cumple la ley cancelativa del
producto para todo elemento no nulo del anillo.

En [9] aparece el siguiente resultado, aqui se presenta una demostracion.

P"q

Lema 2.1. El nimero de todos los divisores de cero para k/p™q son i 1
Demostracidn. Sean p,q, primos distintos y n € Z. Ademés, R = Zpng un anillo y Q(R) su
conjunto divisor de cero, de la forma Q(R) = {x1, 22, -+ ,z,}. Supdngase que k € Q(R) tal que

k/p™q, esto significa que existe 0 # b € Q(R) de manera que k - b = p"q. Supongamos ahora que,
T

IQR)| # Z% — 1, para algtin k, esto implica que existen a,b € Q(R) tal que a-b = 0, esto quiere

decir, que a = O 6 b =0, pero esto es una contradicién, puesto b # 0 y b = 0, proviene de suponer

que j0(R) £ 20 1 O

Seguidamente en el articulo [6], tiene el siguiente resultado

Proposicion 2.1. Sea R un anillo finito, entonces cada elemento de R es invertible o divisor de
cero.

Demostracion. Sea a € R. Sia € Q(R), significa que a es un divisor de cero. Por otro lado, si a no
pertenece a §2(R), entonces a # 0 y para todo b € R — {0}, se tiene que a - b # 0. Escribiendo R,
de la forma R = {0, a9, as, - ,a,} multilplicando cada elemento de R por a se obtiene a -0 =0
ya-a; #0,Vicon2 <i<n. Sii#j, a-a; #a-aj, caso contrario, a(a; — a;) = 0, mas atn si
a no pertenece a )(R), asi existe ax € R, con 2 < k < n. Tal que a-a = 1 y por lo tanto a es
invertible. O

El siguiente teorema dado en [6], es fundamental para futuras investigaciones conectadas por
los grafos divisores de cero y anillos de polinomios.

Teorema 2.1 (Teorema de McCoy). Sea R un anillo. Un polinomio f € R[z] es un divisor de
cero si y sélo si, existe r € Rlx] distinto de cero tal que r- f = 0.
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3 Grafo divisor de cero

En esta seccién, se presenta una definicién de grafo divisor de cero entre las muchas que existen,
y algunos resultados relacionados con los mismos. En este apartado los anillos de trabajo se
consideran conmutativos y con identidad. A continuacién la siguiente definicién de conjunto r-
partitos es bueno conocerla puesto que es crucuial en la construccién de los grafos divisores de
cero, aqui propuestos.

Definicién 3. Los conjuntos Vi, Vs, -+, V., son llamados r-partitos del conjunto V', si cumplen
lo siguiente:

LV, £0,Vi=1,2,...,r.
2. VinV,=0,Vi,j=1,2,...,r.

Otra definicién importante es la siguiente:

Definicién 4. Un grafo es un par de conjuntos (V, E), donde V es un conjunto no vacio de
elementos llamados vértices, nodos o puntos y E es un conjunto formado por pares no ordenados
de elementos de V' llamados lados, aristas o lineas,

Definiciéon 5. Sea R un anillo conmutativo, el grafo divisor de cero de R, el cual se denotara
por I'(R), se define por:
I'(R) = (V(I'(R)), E(I'(R)))

donde V(I'(R)) es el conjunto formado por los elementos del conjunto divisor de cero de R, es
decir, (R) = V(T(R)) y B('(R)) = {(z,9)/z.y € VIC(R); 2y = 0; = # y}

En [9], se da el siguiente el resultado fundamental para los I'(Zyn)

Teorema 3.1. Sip and q son primos distintos y n es un entero positivo mayor que 1, entonces
[(Zyng) es:

o p3-partito, sin es par.
° (p%1 + 1)-partito, si n es impar.

Ejemplo 4. Tomando como referencia el anillo Zoy = Zo33, se tiene que p =2, g =3 yn = 3.
De donde panl +1=2% +1=3. As, T'(Za4) es un grafo simple 3-partito.

De igual manera Zsy = Zs24, de donde p =5, ¢ =2 yn = 2. As, (p?) = 5% = 5. Es decir,
I['(Zso) es un grafo simple 5-partito.

4 Clique, didmetro y girth de I'(Z,,)

A los grafos divisores de cero también se le asocian el clique, didmetro y girth , como se vera a
continuacién.

Definicién 6. Un grafo simple G = (V, E) es completo, si cada uno de los vértices es adyacente
a los restantes vértices del grafo G, el grafo completo de orden n es denotado por K.
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Definicién 7. Todo subfgrafo K,,, de cualquier I'(Z,,) es llamado un Clique.

Definicién 8. El nimero de clique de I'(Z,,,), denotado por w(I'(Z,,)), es el mayor entero r > 1,
tal que K, C I'(Z,,). Es decir, es el tamafio del clique maximal.

Definicién 9. La distancia entre un par de vértices de un grafo G, es la longitud del camino
mas corto entre ellos. Si no existe tal camino se dice que la distancia es infinita.

Definicién 10. El didmetro del I'(Z,,), es la mayor distancia entre cualquiera dos vértices
distintos. Tal distancia se denotard por A(I'(Z,,))

Un resultado importante que aparece en [1], en el calculo del didmetro de I'(Zpng) es el
siguiente:

Teorema 4.1. Sip y q son primos distintos y n es un entero, n > 1. Entonces A(I'(Zpng)) =3

Definicién 11. El girth de un I'(Z,,), es la longitud del ciclo més corto. El girth de I'(Z,,), se
denotara por ®(I'(Z,,))

Ejemplo 5. Sea el grafo divisor de cero del anillo Zsg, esto es I'(Zsg), entonces:
e w(l'(Zs0)) = 5.
o A(T'(Zs0)) = 3.
o O(I'(Z50)) = 3.

Ejemplo 6. Para el grafo T'(Z1s) = T'(Z322) todos los subgrafos completos no-isomorfos para
T'(Z325) son Ko y K5. Por lo tanto, w(I'(Z1s)) = 3

12

10
14 3

16

Figura 1. Grafo cero divisor del anillo Z1g, con su clique mazimal senalado en rojo
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5 Método de representacion

En esta seccién se muestra un método para representar los I'(Z,n,), basado en la teoria de anillos,
conjunto divisor de cero y conjuntos r-partitos. Es oportuno senalar, que ya existen una gran
cantiad de métodos en este estilo, por ejemplo en [10], se presenta un método que articula la teoria
de orbitas con las constantes baricéntricas y en [7], se da un método matricial que relaciona a
las constantes baricéntricas y la teoria de matrices, en este 1ltimo método se implementé con el
lenguaje de computacion conocido como MatLab.

5.1 Método

Supdngase que se quiere representar el grafo divisor de cero del anillo Z,,, estos anillos trabajan
con las clases de médulo m. En primer lugar, se chequea si m es primo. Si m es primo, entonces
m no tiene divisores de cero y por lo tanto no existe su grafo divisor de cero, fundamentado
en el corolario: “si p es primo entonces, Z, no tiene divisores’. En caso contrario, se procede a
descomponer m en la forma p™q, donde p, ¢ son primos, a través de sus factores primos. Luego,
se busca el conjunto divisor de cero del anillo Z,»,. Seguidamente se busca una particién del
conjunto divisor de cero, obtenido previamente, a través de la definiciéon de conjuntos r-partitos,
luego por teorema dado en [1], se chequea:

e p-partito, si n es par.

n—1

e (p = + 1)-partito, si n es impar.

se tiene el tipo de grafo que se generara y por ultimo se realiza la representacion de dicho grafo.

6 Ejemplo de aplicacion del método

Ejemplo 7. Representar del grafo divisor de cero del anillo Z,, = Zsg.

Paso 0: Se chequea si m = 20 es primo, si es cierto I'(Z,,) no existe. Sino continuar con el
stguiente paso.

Paso 1: Se descompne Ly, = Zao en la forma Zyng, esto es, Loy = Loz

Paso 2: En este paso se procede a calcular el conjunto divisor de cero del anillo, esto es

Q(Za0) = {2,4,5,6,8,10,12, 14, 15,16, 18}

Paso 3: Aqui se usa la definicién de conjuntos r-partitos, para buscar una particion de
Q(Zao), una particion es:

vy = {2,4,6,8,12,14, 16}
vy = {5,10, 15}

Paso 4: Construccion o representacidn de I'(Zzo)
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12 10

14

16 15
18 a/

Figura 2. Grafo divisor de cero del anillo Zgg

7 Algoritmo principal del método para I'(Z,,)

Entrada: m entero positivo mayor o igual a 10.
Salida: Representacién de I'(Z,, ).

Paso 0: Se chequea la condicién siguiente dada por corolario: Si m es primo, entonces Z,, no
tiene divisores de cero. Por lo tanto, no se tiene representacién de I'(Z,,). En caso contrario.

Paso 1: Descompner m en sus factores primos, esto se traduce en escribir, m = p"q, donde
P, q son nimeros primos y n un entero positivo mayor o igual a 2.

Paso 2: Obtener el conjunto divisor de cero Z,,.

Paso 3: Con los elementos del conjunto divisor de cero, su busca una particin de este conjunto
a través de la definicion de conjuntos r-partitos.

Paso 4: En este paso se busca, a través del valor de n el tipo de grafo que se generard. Esto
se garantiza por Teorema.

Paso 5: Aqui, se realiza la representacién o construccién del grafo I'(Z,,).
Paso 6: Salida I'(Z,,).

Paso 7: Fin.
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Cuadro 1: Tabla con algunas clases de I'(Z,)

m  Descomposicin p"q I(Zm)
12 273 2-partito
18 322 3-partito
20 225 2-partito
24 223 3-partito
28 227 2-partito
40 235 3-partito
48 243 4-partito
50 522 5-partito
56 327 3-partito
96 722 7-partito
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Resumen

En 2015 el estudio titulado Una propiedad multiplicativa de la derivada en funciones
de clase C* mostré que dada una funcién f(z) de clase C', con f(z) # €%, se puede en-
contrar una familia de funciones Fy(,) donde g(z) € Fy(,) si cumple que [f(z).g(z)] =
f'(z).g'(xz) (ver [3]). En concordancia con el mencionado estudio, y manteniendo como
finalidad mostrar al estudiante de Matemadtica (o cualquier otra ciencia) que es posible
realizar investigacién con estructuras simples, este articulo muestra que dada una funcién

f(z) de clase C', existe una familia de funciones Tz tal que g(z) € Ty(y) si cumple que
[f(z).9(x)]dz = [ f(z)dz. | g(x)dz. También se estudia si existe una familia de funciones

SIFf(q) tal que h(x) € SIF(y) si cumple simultdneamente la propiedad multiplicativa de
la derivada y la integral para una funcién f(z) dada de clase C'.

Palabras y frases clave: Derivada, integral, funciones de clase C', multiplicatividad.

Abstract

In 2015 the study entitled A multiplicative property of the derivative in C' class func-
tions showed that given a function f(z) of C' class, with f(z) # €7, you can find a family of
functions Fy(,) where g(z) € Fy(y) if it satisfies that [f(z).g(z)] = f'(z).¢'(x) (see [3]). In
accordance with the mentioned study, and keeping as purpose to show to the Mathematics
student (or any other science) that it is possible to perform research with simple structures,
this article shows that given a function f(z) of C* class, there is a family of functions Tia)

such that g(z) € Zy(,) if it satisfies that /[f(x)g(x)] dz = /f(x) dm./g(m) dz. The exis-
tence of a family of functions STF s(,y, such that h(x) € SIF s () if it simultaneously satisfies
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the multiplicative property of the derivative and the integral for a given function f(x) of C*
class, is also studied.

Key words and phrases: Derivative, integral, C' class functions, multiplicativity.

1 Introduccion

Gran parte del trabajo de un matematico es realizar nuevas investigaciones que ayuden al desa-
rrollo tedrico de la Matemética y su aplicacién en otras dreas del saber. Por ende, en la formacién
de los nuevos profesionales de esta ciencia, se busca incentivar la investigacién a sus distintos
niveles. Sin embargo, un buen nimero de docentes e investigadores matematicos tienden, quizés
sin percatarse, a desmotivar al estudiante de pregrado a realizar investigacion desde los principios
de sus estudios debido al nivel de complejidad en las estructuras matematicas que exigen estén
presentes en una investigacién.

Existen investigaciones que han mostrado resultados interesantes en alguna rama de la Ma-
tematica, donde gran niimero de las herramientas usadas en la misma son de un nivel matemaético
bastante elemental (ver [3, 4, 5]). Es importante resaltar que el conocimiento matemdtico, por
muy simple que este sea, puede tener una aplicacién muy importante, la cual no siempre es
sencilla de puntualizar o descubrir. Por lo general, gran parte del conocimiento matematico en-
cuentra sus aplicaciones a lo largo del tiempo y no de forma inmediata. De manera que, toda
investigacién es importante siempre y cuando esté bien estructurada y sea innovadora (que no
se haya realizado antes). En este orden de ideas, el siguiente trabajo no busca presentar una
investigacion profunda sobre el tépico que se estudia, sino que se enfoca en mostrar al estudiante
de Matematica la posibilidad de hacer pequenas investigaciones utilizando estructuras y nociones
elementales, a través de la busqueda de respuestas a preguntas capciosas sobre temas béasicos, en
este caso en el drea del calculo diferencial e integral en una sola variable.

El presente articulo se enfoca esencialmente en cierta propiedad multiplicativa de la integral,
que cumplen algunas funciones de clase C'. A saber, se da respuesta a la siguiente pregunta
planteada en [3]: ;Dada una funcién f(z) de clase C!, existe alguna funcién g(z) tal que

/f(x).g(a:)dm:/f(x)dx/g(x) da ? (1.1)

También se estudia si es posible que la funcién f(x) cumpla, simultdneamente, la propiedad
expresada en la ecuacién (1.1) y la siguiente igualdad

[f(2)-9(2)] = f'(2)-g'(2) (1.2)

2 Preliminares

Es importante puntualizar que el nivel de complejidad de las herramientas matemaéticas que son
usadas en este trabajo se limita al presente en los cursos bésicos de cédlculo diferencial e integral
en una sola variable, incluyendo las nociones béasicas de resolucion de ecuaciones diferenciales
ordinarias de primer y segundo grado.

Para hacer el trabajo lo mas autocontenido posible se presentan a continuacién, de manera
puntual, los conceptos, nociones y notaciones que se usan a lo largo de todo el trabajo. Ademsés,
para algunos enunciados se incluirdn sus demostraciones.
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Dada una funcién f : R — R se denotard por Dom(f) al dominio de la funcién f(x). Se
dird que f(x) es de clase C! si ésta es derivable y su derivada es continua en todo el dominio de
f(), lo cual se denotara escribiendo f(x) € C!. Por otro lado, se escribird f(x) # 0 para denotar
que la funcién f(x) no es cero en ningtin punto z € Dom(f).

En cuanto a los métodos de integracion que se emplean en el trabajo solo se toman en cuenta
el método de cambio de variable y el de por partes, no se toma en cuenta la solucién via series
de potencia.

Las nociones sobre ecuaciones diferenciales se limitan a la solucién de ecuaciones diferenciales
homogéneas de primer y segundo orden, con coeficientes constantes para el segundo caso. A
continuacién se ilustran puntualmente, los casos que se utilizan en el trabajo (ver [1, 2, 6]). Dada
una ecuacion diferencial

q(2)y" +p(x)y =0

sus soluciones son las mismas de la ecuacién

siemre y cuando g(z) # 0. Dichas soluciones se pueden encontrar mediante el uso del factor

integrante
/ p(x)
q(x)

ke

€
Obteniendo que

y(x) = ke

con k € R. Para el caso de ecuaciones defereciales homogéneas de segundo orden con coeficientes
constantes solo se hace uso del método de solucién de una ecuacién del tipo:

y' —ky =0,

con k € R, cuya solucién se encuentra mediante el uso de la ecuacién auxiliar 72 — k = 0 y la
misma estd dada por

y(z) = €Y% 4 e Ve (2.1)
con cy,co € R.

A continuacién se presentan una serie de resultados, presentes en [3], relacionados con la
derivada, que seréan de utilidad a lo largo del trabajo.

Teorema 2.1. Dada una funcién f(z) de clase C', tal que f'(z) — f(z) # 0 para todo z €
Dom(f" — f), entonces existe una familia de funciones Fy(gy definida por:

T ={9(@) €C' : [f(a).g9(@)] = f(x).9'(x)}

!
x
[ 7o
donde g(x) = k€ , con k € R. Ademds, Fyyy # {0} si, y solo si, eriste la

iy , f'(x)
solucion de la integral / ) dx.

— f(x)
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Proposicién 2.1. No existe funcion g(x) € C1, con g(z) distinta de la funcién nula, tal que
lg(z)k€"]" = kg'(x)€" (2.2)
con k € R~ {0}.

Demostracion. Nétese que
l9(2)k€"]) = kg'(2)€" + kg(z)€” (2.3)
Luego, igualando las ecuaciones (2.2) y (2. ) se tiene que kg(z)€* = 0. Asi, dado que k # 0 y

)
€" £ 0 para todo x € R, se tiene g(x) = 0. Por tanto, no existe g(x) # 0 que cumpla la ecuacién
(2.2). O

Proposicién 2.2. Dda la funcién f(x) = €**, con a € R\ {1}, entonces

Fewr = {g(z) € C' : g(z) = r€"", r e R}

! + ! 1
con —+ —=1.
a b
Demostracion. Sean w(z) = €% y h(x) = € con a € R~ {1}, entonces

(erreh®) = (€°%) (€)= (a + b)e )T = @he( )T s 4 4 b = ab, (2.4)

1 1
es decir, — + 5= 1. Luego aplicando el Teorema 2.1 se tiene que
a

aear
_/ @ _ @aw dx

Fear =< g(x) € C = g(x) = ke ,conkeR
: : a’” :
Solucionando la integral / ——— dx se tiene que
4t _ paz
=
x
1 a—1
Feaz = g(x) €C : g(x) =r€ ,conr €R 3,
donde r = k€° (c € R). O

Proposicién 2.3. Sea f(x) =k, con k € R, una funcion constante. Las siguientes afirmaciones
son vdlidas:

1. Sik #0, entonces Fy(y) = R.
2. Si k=0, entonces Fy(y = {g(z) : g(z) € C'}.
Demostracidn. Supongamos que g(z) y f(x) cumplen la ecuacién (1.2), asi
kg'(z) = [kg(2)]" = (k)'[9(z)]" = 0.9"(x) = 0 (2.5)

Por tanto se tiene que k = 0 0 ¢/(z) = 0. Si k = 0, es claro que toda funcién g(x) € C! cumplira la
ecuacién (1.2). Por otro lado, si ¢'(z) = 0, se tiene que g(z) = h con h € R y por tanto cualquier
funcién constante cumpliria en este caso la ecuacién (1.2). O
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3 Resultados

Supédngase que se tienen dos funciones f(x) y g(z) de clase C!, con f(z) # 0, tales que cumplen
la ecuacién (1.1). Se tratard de determinar la forma de g(x) en funcién de f(z). Nétese que:

( [ t@rgta) dw)/ - ( [ t@ds [ ) dm)/

f(@).9(x) = f() / o(e) dz + g(a) / f(z) de

De aqui se obtiene la ecuacién diferencial lineal homogénea de primer orden con coficientes fun-

cionales
) [m) - [ 1@ dx} ~ 110 [ gt da =0 (3.1)

Nétese que haciendo F'(x /f dz y G(z) = /g(x) dz en la ecuacién (3.1), se obtiene que

de manera que

G'(2) [F'(2) = F(2)] = F'(2)G(z) = 0 (3.2)
Esto indica que basta encontrar una solucién de la ecuacién (3.2) para obtener el valor de g(x)

en funcién de f(x). Si
F'(z) —F(x) =0 (3.3)

para todo = € Dom [F'(z) — F(z)], usando el factor integrante € % se tiene que la solucién de la
ecuacién (3.3) estd dada por F(z) = k€. Asi,

/f(z) dx = k€* = f(x) = k€”
con k € R. Luego, sustituyendo en la ecuacién (3.1) el valor de f(z), se tiene que

ke‘r/g(m) dr =0

Como €% > 0 para todo z € R, entonces /g(x) dxr = 0. Asi, g(x) es la funcién cero . Esto de-

muestra el siguiente resultado:

Proposicién 3.1. No existe una funcién g(z) € Ct, distinta de la funcién cero, tal que
[g(x)ke™] = g’ (x)ke,

con k € R.

Por otro lado, si

F'(z) — F(x) #0 Vx € Dom [F'(z) — F(x)]
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se tiene que la ecuacion (3.2) se transforma en la siguiente ecuacion:

F'(x)

G'(z) — m(}’(x) =0 (3.4)
P
F'(z) — F(x) d

Aplicando el factor integrante €
de la misma esta dada por

a la ecuacién (3.4), se tiene que la solucién

P
/ F'(z) — F(x) d

G(z) = ke 7
con k € R. Asi,
_ @) (@) )
o) = ko AT e/ P - F0 " k@ e/ 7@~ [ fyds
De manera que la funcién g(z) existe si, y solo si, las integrales /f(ac) dry / o (ij)c(x) — da

tienen solucién. Por tanto, denotando
Ty = {at e+ [ 0)gw)ao = [ 1@)do [ o(oasf,

dzx

/ f(=@)
z x)— x)dx

se tiene el siguiente resultado:

Teorema 3.1. Dada una funcion f(x) € Ct, tal que f(z)— / f(z)dx # 0, existe una familia de

funciones

Ly = {atw e ¢'s [ s s = [ 1@t [ as]

dz
, con k € R. Ademds, Ty, # {0} si y

/ f(z)
kf(x) o f@) = [ fx)dx
f(@) = [ f(z)da

solo si las integrales /f(x) dr y

donde gi(x) =

f(x)
fa) = [ f(@)da

Es importante recalcar que debido a la forma de las funciones pertenecientes a la familia
T (), dos funciones go(z) y g1() de dicha familia difieren en solo una constante. Por otro lado,
de los resultados presentes en [3], relacionados con la propiedad multiplicativa de la derivada,
son validos los enunciados presentes en: el Corolario 3.1; la Proposicién 3.2; el Lema 3.1; y el
Corolario 3.2, aplicadas a la propiedad multiplicativa de la integral.

dx tienen solucion.
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Témese ahora la funcién f(x) = €**, tomando en cuenta el Teorema 3.1 se tiene que

/ __ &
keaz eam _ feax dI‘
eaw _ feax dzr

aeaw
ka@d® qeer _ gax dx
a9t _ @aw

. (+5)-
ka e/al x:kaece a—1

a—1 a—1

a
e )

a—1

g(r) =

con ¢ € R. Asi, se tiene que:

Tew = { g(z) €C': g(x) con k,ceR

Ahora, veamos que si f(z) = h€% y g(z) = r€"®, entonces se cumple que:

/ hevrreb® dy = / he"” dx / reb® dx (3.5)

para que se cumpla la ecuacién (3.5) se bede tener que

hr hr
e(aer)z — 7e(a+b)z
a+b ab
a+b = ab (3.6)

1 1
Como por hipétesise tiene que — + 7= 1, entonces se cumple la ecuacién (3.6) y por tanto es
a

vélida la ecuacién (3.5). Esto muestra el siguiente resultado:

Lema 3.1. Dada la funcién f(z) = h€*, con a,h € R (a # 1), se tiene que
Li@) = {g(x) et g(x) = web? conw e R},

1 1
si, y solo st, — + — = 1.
a

b

Una pregunta interesante serfa jexiste una funcién f(z) € C* para que cumpla:

/ e/ @ () dr = / e/ @ dx / f(x) dx? (3.7)

Claramente la funcién cero satisface la ecuacién (3.7). Por otro lado, por simple inspeccién se
puede notar que no resultaria trivial determinar si existe una funcién, o familia de funciones,

Divulgaciones Matematicas Vol. 19, No. 2 (2018), pp. 52-64



Propiedad multiplicativa, simultdnea, de la derivada y la integral en funciones de clase C* 59

f(z) # 0 para todo = € Dom|[f(x)] tal que la ecuacién (3.7) sea vélida. Sin embargo, se pue-
den estudiar ciertos casos particulares estableciendo ciertas condiciones para f(z). En primera
instancia supéngase que

f'z) = f(=) (3.8)

/ ef@ f'(z)de = / e/@ dy / f'(z) dx

Luego, usando el método de integracién de cambo de variable (sustitucién), en el miembro derecho
de la igualdad, se obtiene que

asi

el — f(z) / e/ @) gy

y por tanto

@) _ ef(@)
/ &/ dr = S (3.9)

Derivando ambos miembros de la igualdad (3.9) se tiene que

ol _ f/(x)ef(x)f(x) _ f/(x)ef(z)
[f(=)]?

[f(2)]* = f'(2)[f(z) - 1]

Usando la ecuacién (3.8) se obtiene que f(z) = 0 lo cual es una contradiccién. Con esto se ha
mostrado el siguiente resultado:

Teorema 3.2. Sea f(x) € C1, entonces f'(z) = f(z) y /ef(””)f(x) dx = /eﬂw) dx /f(x) dx

st, y solo si, f(x) es la funcidn cero.

Ahora, derivando en la ecuacién (3.7) ambos miembros de la igualdad, se obtiene que

/) f(z) — /) / f(a)da + f(z) / /) dy

asi,

ef(x) f f(z @)
f(x) /e dx (3.10)

Derivando, en la ecuacién (3.10), ambos miembros de la igualdadse obtiene:

(@€ f(z) — [ f(z) da] + &V f'(@) — f@)}f(@) = F'(@)€/ D [f(2) = [ f@)da] _ 5
[f(x)]?

de donde se deduce que:

@ @)~ [ F) da] + [ @) — f@)} () - [ )]
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{f'(= — [ f(@) f(@)}f(z ) [ (@)
[f(x)}

@2 () 2+ [1 - / fa (3.11)

De la ecuacién (3.11) se puede deducir que f(x) no puede ser una funcién constante, pues de
serlo se tendrfa que f’(z) = 0 y por tanto se obtendria que —2[f(z)]? = 0, lo cual es una contra-
diccién. De igual manera f(z) no puede ser una polinémica de la forma ax+b, con a,b € R\ {0}.

Si f(z) = ax + b, entonces /f(x) dr = ax® + bx y f'(z) = a. Sustituyendo estos valores en la
ecuacién (3.11) se obtendria que

(a — 2)(a*z? + 2abz + b*) + [(1 — b) — ax]a(az® + bx) =0

a*(a —2)x? + 2ab(a — 2)x + b*(a — 2) + (1 — b)a*z?® + (1 — b)abr — a®z® — a®bz* =0 (3.12)

De la ecuacién (3.12) se puede deducir facilmente que a = 0, y por tanto b = 0, lo cual es una
contradiccién. Asi, es vélido el siguiente enunciado:

Lema 3.2. Ninguna funcion f(x) =k o f(x) = ax + b, con k,a,b € R~ {0}, satisface que

/ef(””)f(x) dx:/ef(””) dz /f(x)dx

De manera similar se pueden estudiar més casos particulares para valores de f(z) y establecer
que la ecuacién (3.1) no se cumple para dichos valores. Esto parece suponer que la tinica funcién
que cumple la ecuacién (3.7) es la funcién cero. Sin embargo, como es de notar, un procedi-
miento definitivo que establezca la veracidad de dicha suposicién amerita el uso de herramientas
matematicas de un nivel mayor al preestablecido en este trabajo. Por tal motivo, se deja dicha
suposiciéon como un problema abierto.

Otra pregunta que es posible atacar con las herramientas mateméticas que se han preestable-
cido seria: jexiste una funcién f(x) # 0 tal que:

/[f(:r)]Qd:v = Uf(:c) d:cr? (3.13)

Derivando ambos miembros de la ecuacién (3.13) se tiene que:

F(@)]? = 2f(x) / f(z) de

Haciendo F(z / f(x) dzx se tiene que

F(x)[F(z) —2F'(z)] =0
Como se busca una funcién f(z) # 0 entonces F(x) # 0 y asi

F(x) = 2F'(z) =0 (3.14)
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Utilizando el factor integrante €727 en la ecuacién (3.14) se obtiene que F(x) = h€*® con
h e R\ {0}y asi f(z) = 2n€*".

Ahora por el Teorema 3.1 se tiene que si f(x) = 2h€%**, con h € R ~ {0}, entonces existe la
familia

/ 2he*
5. 5. ax
2he>" 2h€*" — he?"

he _ ek con k € R~ {0}

IQ}LeQI = gk(x) ect: gk(CC) =

Como
2he2®

=9
2he2r — pe?® ’

entonces se tiene que

7, = {gr(z) € Cl: gp(z) =2k€% con k € R~ {0}}.

Con ésto se tiene el siguiente resultado:

2
Lema 3.3. Sea f(z) € C!, entonces se cumple que /[f(x)]2 dr = {/f(x) dm] st, y solo si,
f(z) = 2h€%* con h € R.

Por tltimo, serfa pertinente prenguntarse si existen funciones f(z) y g(z), distintas de la fun-
cién cero, tales que cumplan simultdneamente las ecuaciones (1.1) y (1.2), es decir, que cumplan

@)@ = @) d@ v / f(2).g(x) di = / f(z) da / g@)de  (3.15)

Tomando en cuenta la Proposicién 2.2 y el Lema 3.1, se tiene que las funciones f(z) = h€**

1 1
yg(z) = r€P conr h,a,b € R, tales que — + 7= 1 cumplen las ecuaciones presentes en (3.15).
a

De manera que definiendo:
SIF ) = {gm eCl: [f(0)9(@) = F(2).4(2) y / f(2).g(x) dz = / f(z) de / o(z) dx}

1 1
se puede decir que STFea= # () pues {re’” r,beRy — + 7= 1y C STFeax
a

Tratemos de ver si es posible encontrar alguna otra forma para f(z) y g(z) de tal manera
que cumplan las ecuaciones presentes en (3.15). Obsérvese que derivando la segunda ecuacién
presente en (3.15) se tiene que

F().9(z) = [ [ @iz [ o) dx}/ —1@) [ g@)ds + 9(a) [ f@)dz. (3.10)

Derivando ahora la ecuacién (3.16), y usando la segunda ecuacién presente en (3.15), se tiene que

Fla)g(@) = £@) [ g@)d+ f@)g(a) + (o) [ Fla)da + gla)f(z)
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@ ]r@) - [ o] - 201 - [ o(eras ) -

Haciendo G(x) = [ g(x) dz, se tiene la siguiente ecuacién diferencial homogénea de segundo orden
con coeﬁ01entes funmonales:

6'(a) |1'@) - [ 1) do| 26 @)f(0) - G011 0) =0 (3.17)

En este punto es importante resaltar que, dada la dificultad de resolver una ecuacién diferencial
homogénea de segundo orden con coeficientes funcionales no constantes, se centrard el estudio
de la ecuacién (3.17) en los casos donde se obtenga una ecuacién diferencial ordinaria de primer

orden. Por tanto, se estudiaran dos casos: cuando f’(z) — /f(x) dx = 0; y cuando f’(x) = 0. Sin

embargo, el segundo de los casos mencionadas no es posible ya que si f'(z) = 0, entonces f(z)
serfa constante y no cumplirfa la ecuacién (1.2). Por tal motivo, se enfocard el estudio solo en el
primer caso.

Caso: f'(z /f

Haciendo F(x (x) dx se obtiene la ecuacién
F'(z) — F(x) =0

que tiene la ecuacién auxiliar 72 — 1 = 0. Asf, F(x) = ¢1€" + €% con ¢,y € R~ {0}, por la
ecuacién (2.1). Por tanto,
flz)=F'(x) = 18" — 2€™" (3.18)

Tomando en cuenta que

[9(z) (1€ — c2€77)]" = [g(2)c1€") — [g(z)c2€7"]',
se debe tener que [g(z)c:€%] = ¢'(z) (c:€%) y [g(x)ch—m]’ = ¢'(x) (cze—m)’ para que g(z) y
f(z) cuamplan la ecuacién (1.2). Sin embargo, por la Proposisién 2.1 se tiene que ¢; = 0 y por

tanto f(x) = —co€77.
Ahora de la ecuacién (3.17) se obtiene que

2G"(z) f(x) + G(z) f'(z) =0 (3.19)
Sustituyendo en la ecuacién (3.19) el valor de f(x) se obtiene que
G'(7) (2c2677) — G(x) (c2€77) =0
Como f(z) # 0, entonces ¢z # 0, y como €7% # 0 para todo x € R, se tiene que
1
G'(z) — iG(I) =0 (3.20)
Utilizando el factor integrante € 2% en la ecuacién (3.20), se tiene que G(z) = r€2% con r € R.

Asi,
9(a) = G'(x) = 5€4°
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Comprobemos que las funciones f(x) = —c2€ % y g(z) = %e%”" satisfacen las ecuaciones (1.1)
v (1.2). Asi,
!/
—CoT" | _ 1, CorT 77w 7{E T 1. CoT 77$
[f(2)g(2)]" = ( 22 € ) %e vy f(2)d (2) = (c2€ )(162 >= %e

donde claramente se ve que se cumple la ecuacién (1.2). Comprobemos ahora la ecuacién (1.1):

/f x)dr = / _;ﬂe_%l der = czre_%l
/f ) dx / x)dx = (ch*I) (re%r) = czreféx

1
Notese que haciendo a = -1y b= %, se tiene que — + 7= 1.
a

Caso: f'(z) =
Puesto que f'(x) = 0, se tiene que f(x) = k (k € R~ {0}). Luego, por la Proposicién 2.3 se
tiene que las tnicas funciones g(z) que satisfacen la ecuacién (1.2) son las funciones constantes,

pero claramente éstas no satisfecan la ecuacién (1.1). Por tanto no existen funciones g(z) € C*,
distintas de cero, tal que g(x) € STF ) si f'(x) = 0.

4 Observaciones

Como se puede observar en el cuerpo del trabajo quedaron para futuras investigaciones preguntas
tales como:

1. ;Existe alguna funcién f(z) # 0 tal que /ef(“’)f(x) dzr = /ef@’) dz/f(z) dz?

2. Dada una funcién f(z) ¢ {0, h€**}, con h,a € R \ {0}. ;Se podria determinar la forma
de las funciones g(z) € SZF f(5) en términos de f(x)?

De este estudio parece intuirse que la tinica funcién que satisface la primera pregunta es la funcién
cero. Sin embargo, no se ha establecido una demostracién concreta de tal suposicién. Por otro
lado, la complicacién presente en la segunda pregunta es la apariciéon de una ecuacién diferencial
homogénea de segundo orden con coeficientes funcionales no constantes. A saber la ecuacion:

' [ - 16 m]&amﬂ> G(2)f'(x) =0

Que suponiendo que f'(z) — [ f(x) dz # 0, para todo 2 € Dom [ — [ f(=z ] se traduce en

la ecuacion:
26 gy S@ g
- [ #wyas f@) - [ faydo
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Resumen

La dificultad en el proceso de ensenianza de la Trigonometria, sirvié de estimulo para
la presente investigacién, cuyo objetivo consistié en disefiar y proponer el uso de un Geo-
plano Circular Trigonométrico para la construccién de aprendizajes significativos en el drea
de Matematica en la Universidad Iberoamericana del Ecuador UNIB.E. Para su desarro-
llo, se realizé una investigaciéon de campo, tipo descriptiva, bajo la modalidad de proyecto
especial. Como informantes claves, se conté con la participacién de veinte (20) estudiantes
y tres (3) docentes que laboran en el primer semestre de la institucién antes mencionada.
Para recopilar la informacién, se utilizé la técnica de observaciéon y la entrevista, y como
instrumentos la guifa de observacién y gufa para la entrevista, sometidos a un proceso de
validez. La fiabilidad, se efectué a través de la estandarizacién de los registros mediante la
categorizacion, luego se analizaron los hallazgos en base a un andlisis descriptivo cualitativo
para elaborar las conclusiones en biisqueda de los objetivos propuestos sobre el diseno y uso
de una herramienta diddctica que contribuya de manera positiva a la ensenanza y aprendi-
zaje de la Geometria, de igual manera, se observé la motivacién y receptividad al utilizar el
Geoplano, en razén de permitir desarrollar metodologias innovadoras que brindan un cambio
de la préctica andragdgica, como lo es, ensefiar habilidades de aprendizaje que duren para
toda la vida.

Palabras y frases clave: Educacién matemdtica, Trigonometria, aprendizaje significa-
tivo.

Abstract

The difficulty in the teaching process of Trigonometry, served as a stimulus for the present
investigation, whose objective was to design and propose the use of a Trigonometric Circular
Geoplan for the construction of significant learning in the area of Mathematics at the Uni-
versidad Iberoamericana del Ecuador UNIB.E. For its development, a field investigation was
carried out, descriptive type, under the special project modality. As key informants, there
was the participation of twenty (20) students and three (3) teachers who work in the first
semester of the institution mentioned above. To collect the information, the observation
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technique and the interview were used, and as an instruments the observation guide and
guide for the interview, submitted to a validity process. The reliability was done through
the standardization of the records through categorization, then the findings were analyzed
based on a qualitative descriptive analysis to elaborate the conclusions in search of the pro-
posed objectives on the design and use of a didactic tool that contributes positively to the
teaching and learning of Geometry, in the same way, the motivation and receptivity was
observed when using the Geoplane, in order to allow to develop innovative methodologies
that provide a change of the andragogic practice, as it is, teach learning skills that last for
a lifetime.

Key words and phrases: Mathematics education, Trigonometry, meaningful learning.

1 Introduccion

El proceso de aprendizaje y ensenanza de la Matematica en las instituciones universitarias, es-
pecialmente en la educacién superior, se ha convertido, durante los 1ltimos anos, en una tarea
ampliamente compleja y fundamental. A tal efecto, los docentes de Matematica y de otras areas
del conocimiento cientifico se encuentran con frecuencia frente a exigencias didacticas cambiantes
e innovadoras, lo cual requiere una mayor atenciéon por parte de las personas que estan dedicadas
a la investigacién en el campo de la educacién matematica y, sobre todo, al desarrollo de unidades
de aprendizaje para el tratamiento de la variedad de temas dentro y fuera de esta ciencia.

En este contexto, quienes estdn vinculados con la didactica de la Matematica consideran
que las y los estudiantes deben adquirir diversas formas de conocimientos matematicos en y
para diferentes situaciones, tanto para su aplicaciéon posterior como para fortalecer estrategias
didécticas en el proceso de aprendizaje y ensenanza. Ello exige, obviamente, profundizar sobre
los correspondientes métodos de aprendizaje y, muy particularmente, sobre técnicas y recursos
adecuados para ser aplicados en el contexto educativo.

2 Sustento tedrico

2.1 Educacién matematica

Las ciencias numéricas siempre han existido en la humanidad desde que el hombre hace uso de
su razoén, lo cual evidencia que la sociedad considera de gran importancia la formacién cientifica
del ser, desde su contexto infantil hasta el desarrollo de su madurez intelectual. La Matemaética,
es esencial en la vida de todos los seres humanos, en razén de ello, es contemplada dentro de la
educacién, como una de las dreas que requiere atencién. En este sentido, Mora en [11] indica:

El proceso de ensenanza y aprendizaje de las matemdaticas contribuye considerablemen-
te con el cultivo permanente de las matemdticas, su avance conceptual y la conforma-
cion de grupos y sujetos investigadores motivados y convencidos por la importancia,
utilidad, potencialidad, poder, etc. que caracterizan a las matemdticas cuando son en-
focadas desde una cultura de aprendizaje y ensenanza polivalente e interdisciplinar,
sumamente contraria a las tendencias predominantes actualmente.
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El producto del conocimiento cientifico en la Matemédtica es fundamental, no solo para el
estudiante sino también para todas las personas. Es, ademas, un derecho bésico del ser humano
tener acceso al conocimiento cientifico, comprenderlo y hacer uso de él. La Matematica como
ciencia ha de estructurar una realidad, que abarca diferentes dreas, como la Geometria, la Historia,
el Arte, entre otras. La diversidad cultural del enriquecimiento cognitivo permitido por esta ciencia
permite comprender desde diferentes perspectivas la investigacion.

2.2 DMotivacion en el aprendizaje

Segun Chiavenato (ver [5]), “La motivacion es el interés que tiene el alumno por su propio apren-
dizaje o por las actividades que le conducen a él”. Hoy en dia es un factor clave para el aprendizaje,
por eso resulta importante entender por qué tan frecuentemente en los adolescentes desciende la
motivacion y con ella el desempeno matematico, especialmente al pasar de la secundaria a la
educacion superior.

El interés se puede adquirir, mantener o aumentar en funcién de elementos intrinsecos y
extrinsecos. Se debe distinguir de lo que tradicionalmente se ha venido llamando en las insti-
tuciones como motivacion, es decir, distinguir de lo que el profesor hace para que los alumnos
se motiven. El término motivacién hace alusién al aspecto en virtud del cual el sujeto vivo es
una realidad autodindmica que le diferencia de los seres inertes. El organismo vivo se distingue
de los que no lo son porque puede moverse a si mismo. La motivacién, trata por lo tanto, de
esos determinantes que hacen que el sujeto se comporte de una determinada manera teniendo en
si mismo el principio de su propio movimiento.

Segtin Vigotsky en [16], el desarrollo de los procesos psicolégicos superiores, en el ser humano,
es una actividad compleja que incluye el uso del lenguaje, el pensamiento, la memoria, la atencién,
la percepcién y la abstraccion. El aprendizaje es un proceso psicoldgico de orden superior, que
ocurre por internalizacién de actividades externas sobre la base de estructuras internas. Es auxi-
liado por instrumentos de orden material, denominados recursos, y de orden psicolégico llamados
signos.

En el proceso de aprendizaje se reconstruyen estructuras cognitivas y consiste en transformar
actividades que ocurren externamente en actividades que ocurren internamente, es decir, pasan del
plano interpersonal al plano intrapersonal. El signo externo se convierte en interno con significado
y es utilizado, entre otras cosas, para recordar, pensar, analizar y hablar.

Un procedimiento implica el hacer como actividad préactica y externa, y el pensar hacer, como
actividad cognitiva e interna. En Matematica, el aprendizaje de procedimientos se basa en la idea
de construccién progresiva y el avance se detecta por la ejecucién de los pasos que la componen, la
correccion de dicha ejecucion, la capacidad de saber cuando y cémo utilizarlo. Un procedimiento
se aprende practicando, aplicdndolo, reflexionando y analizando. El aprendizaje se basa en el
traspaso progresivo del control y de la responsabilidad en la ejecucion.

La motivacién al logro consiste en una red de conexiones cognitivo-afectivas relacionadas con
el desarrollo personal e impulsa a las personas a exigirse mas, a rendir mads, a usar eficientemente
las capacidades, las destrezas y los conocimientos adquiridos. Entonces, cuando se han establecido
metas, tareas, creencias y actividades facilitadoras de logro, la accién o desempeno del estudiante
aprendiz es un acto consciente con intencionalidad. Por ello, se supone que el efecto de la motiva-
cion al logro se refleja en la elaboracién de aquellas tareas que representan conflictos cognitivos
generadores de nuevo conocimiento.

Divulgaciones Matematicas Vol. 19, No. 2 (2018), pp. 65-81



68 Derling J. Mendoza V.

2.3 Motivaciéon en el proceso didactico educacional de la Matematica

Para Meyer en [10], cuando un docente de Matemdtica prepara una actividad:

...las preocupaciones principales radican en como mantener a los estudiantes intere-
sados en el tema que se va a desarrollar. Mds aun, nos preguntamos como debemos
estructurar nuestro discurso diddctico para atraer y mantener la atencion de los estu-
diantes. Después de todo, el profesor de Matemdtica tiene, por lo general, el estigma
de ser el profesor de una materia dificil y aburrida.

La creacién de materiales didécticos como carteles filminas, rotafolios etc., fue en el pasado
una actividad de los profesores para lograr este cometido. Adin hoy siguen siendo un recurso
valioso. Por otro lado, la facilidad con que se puede acceder a la informacion via internet, la
introduccién de las plataformas multimediales en la educacién y el desarrollo del software edu-
cativo interactivo plantea un nuevo paradigma dentro del cual, el profesor de Matemaética puede
desarrollar estrategias educativas que motiven el aprendizaje de la Matematica.

En este sentido, para Arrieche en [1] “ya se observan los juegos solo como un entretenimiento
o0 una diversion, como algo util para motivar, pero poca cosa”. Actualmente, como resultado de la
investigacion en distintos aspectos de la ensenanza y el aprendizaje de la Matematica, el docente
es mucho mas consciente del potencial educacional de los juegos o instrumentos didacticos.

Por otra parte, es labor del docente en buscar estrategias que motiven al estudiante a estudiar
Matematica. Son muchos los esfuerzos que se han planteado a través del tiempo, pero el que me-
jor plantea la posibilidad de motivar a los estudiantes es la creacién de herramientas didacticas
que permiten facilitar el proceso de ensenanza y aprendizaje de la Matematica en las universi-
dades, colegios o instituciones. Este tipo de estrategia, no solo permite presentar al estudiante
temas de Matemaética que son interesantes, sino que al estar fuera del curriculo formal del curso,
libera al estudiante de la preocupaciéon de tener que aprenderlo, ademés se presenta como un
entretenimiento y por tanto una actividad de cardcter liudico.

Desgraciadamente, la practica de instrumentos didacticos a nivel universitario ha caido en
desuso, debido en parte a la cultura matematica de los profesores, quienes mantienen una meto-
dologia academicista en su praxis educativa, en consecuencia, de la programacion de actividades
que resultan poco interesantes para los alumnos y en parte por el exceso de trabajo a que estan
sometidos los docentes en las funciones institucionales como la investigacion. Sin embargo, es
necesario realizar esfuerzos por rescatar este componente de la ensenanza de la Matematica que,
sin lugar a duda, es una estrategia importante en el proceso de ensenanza-aprendizaje.

2.4 La Trigonometria

La Trigonometria es definida por Becerra en [4] como: “el drea que estudia las relaciones entre
los lados y los dngulos de los tridngulos. Su etimologia proviene de trigono tridngulo y metria
medida” (p.1). De igual forma, en el diccionario etimoldgico de la lengua castellana, Corominas
en [6] establece que: “Trigonometria, 1727. Cpt. Del gr. métron ‘medida’ con trigonos ‘triangulo’
(a su vez cpt. de treis ‘tres’ y gonia ‘angulo’)”. Por lo tanto, la Trigonometria es una parte de la
Matematica que, genéricamente, estudia la relacién entre los dngulos, sus medidas y los lados de
un tridngulo, es decir medida de figuras geométricas con tres angulos.

En la educacion matematica y en especial en el area de Trigonometria se utiliza en gran
cantidad de ocasiones, las clases magistrales a través de los métodos expositivos, considerandose
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que existe una gran eficacia en la transmisién de conocimientos, al contrario del poder comprender
lo esencial en los temas brindados en las clases. Estos aspectos, crean en la poblacién estudiantil
amplios vacios de lo que significa un tema o area de las ciencias numéricas.

La Geometria, como una de las disciplinas mateméticas mas demostrativas, concretas e in-
tuitivas, se encuentra interrelacionada al universo del ser humano, ya que se pueden demostrar
de distintas formas, los teoremas o axiomas, mediante instrumentos o materiales factibles. En
cuanto a los instrumentos, estos se pueden disenar de manera éptima y adecuada para experimen-
tar conceptos geométricos, facilitando la posibilidad de recrear figuras e imagenes con patrones
geométricos de indole fenomenoldgico.

2.5 El Geoplano

Espinoza en [7], expresa que el primer geoplano se presenté en “la primera publicacion conjun-
ta de la comision internacional para la mejora de la ensenanza de la Matemdtica en 1961. El
Geoplano original diseniado por Gattegno (1911-1988) consistia en una plancha de madera con
pivotes o clavos formando una trama ortométrica” (p.17). Como instrumento diddctico se pre-
sent6 para realizar el calculo de dreas y perimetros, uniendo los clavos con ligamentos o cuerdas,
demostrandose la construccion de figuras geométricas.

Para Potoy et al, en [13], “El geoplano es un recurso diddctico para la introduccién de gran
parte de los conceptos geométricos; el cardcter manipulativo” (p.25). Como recurso diddctico para
inducir los temas de Geometria, el aspecto manipulativo facilita al docente generar la apertura de
la imaginacion y la factibilidad en las clases, donde los contenidos abstractos de la Matematica
pueden disolverse a través de su uso y de la creatividad de los estudiantes.

Actualmente existen diferentes tipos de geoplano, entre ellos el ortométrico, el cual consta de
una tabla cuadrangular, donde se colocan los clavos, formalizando cuadros. El geoplano isométri-
co, utilizado para el calculo de tridngulos trigonométricos, y el geoplano circular donde se ubican
los clavos de manera circular, destacdndose una distancia equitativa desde el centro hasta sus
extremos. Las dimensiones de los geoplanos dependen de la necesidad de su disenador.

2.6 Teoria del aprendizaje significativo

El aprendizaje significativo se entiende como la dimensién del conocimiento que tiene el alumno.
Ausubel en [2] se inscribe en la corriente psicoldgica cognoscitiva, la cual tiene su fundamento en
la existencia de una estructura cognoscitiva, donde el individuo organiza el conocimiento.

Esa estructura debe ser tomada en cuenta al momento de diagnosticar, planificar, ejecutar y
evaluar la accién educativa, puesto que los conocimientos previos son el soporte para que el estu-
diante pueda adquirir y procesar nuevos conocimientos a través de la capacidad de relacionarlos
con los conceptos que ya posee en su estructura cognoscitiva.

El mismo Ausubel, (ver [2]), considera a esta teoria como una teorfa psicolégica del aprendizaje
en el aula, pues se ocupa de los procesos mismos que el individuo pone en juego para aprender.
Pero desde esa perspectiva no trata temas relativos a la psicologia misma ni desde un punto
de vista general, ni desde la 6ptica del desarrollo, sino que pone énfasis en lo que ocurre en el
aula cuando los estudiantes aprenden; en la naturaleza de ese aprendizaje; en las condiciones
requeridas para que éste se produzca; en sus resultados y, consecuentemente, en su evaluaciéon
Ausubel (ver [3]). Es una teorfa de aprendizaje porque esa es su finalidad.
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La teoria del aprendizaje significativo aborda todos y cada uno de los elementos, factores,
condiciones y tipos que garantizan la adquisicion, la asimilacién y la retencién del contenido que
la escuela ofrece al alumnado, de modo que adquiera significado para el mismo.

El origen de la teoria del aprendizaje significativo estd en el interés que tiene Ausubel (ver [3])
por conocer y explicar las condiciones y propiedades del aprendizaje, que se pueden relacionar
con formas efectivas y eficaces de provocar de manera deliberada cambios cognitivos estables,
susceptibles de dotar significado individual y social. Como finalidad es conseguir que los aprendi-
zajes producidos en la escuela sean significativos, Ausubel entiende que una teoria del aprendizaje
escolar realista y cientificamente viable debe ocuparse del caracter complejo y significativo que
tiene el aprendizaje verbal y simbdlico. Asi mismo, y con objeto de lograr esa significatividad,
debe prestar atencién a todos y cada uno de los elementos y factores que le afectan, y puedan
ser manipulados para tal fin.

Lo que define a la teoria ausubeliana es el “aprendizaje significativo”, una etiqueta que
estd muy presente en el didlogo de docentes, disenadores del curriculum e investigadores en
educacién y que, sin embargo, son muchos también los que desconocen su origen y su justifica-
cion. El aprendizaje significativo es el proceso segun el cual se relaciona un nuevo conocimiento
o informacion con la estructura cognitiva del que aprende de forma no arbitraria y sustantiva
o no literal. Esa interaccién con la estructura cognitiva no se produce considerandola como un
todo, sino con aspectos relevantes presentes en la misma, que reciben el nombre de subsumidores
o ideas de anclaje (ver [2]). La presencia de ideas, conceptos o proposiciones inclusivas, claras
y disponibles en la mente del aprendiz es lo que dota de significado a ese nuevo contenido en
interaccion con el mismo.

3 Metodologia

3.1 Investigaciéon de campo

Para efectos de la investigacion se aplicé la investigacion de campo, segin la Universidad Peda-
gogica Experimental Libertador UPEL (ver [15]) consiste en:

...el andlisis sistemdtico de problemas en la realidad, con el propdsito bien sea de
describirlos, interpretarlos, entender su naturaleza y factores constituyentes, explicar
sus causas y efectos, o predecir su ocurrencia, haciendo uso de métodos caracteristicos
de cualquiera de los paradigmas o enfoques de investigacion conocidos o en desarrollo.

Es decir, su incuestionable valor reside que a través de ellos el investigador puede certificar de las
verdaderas condiciones que se han obtenido los datos, haciendo posible su revisiéon 6 modificacién
en el caso de que surjan dudas en relacién a su calidad.

3.2 Investigacién interpretativa

La investigacion se formulé mediante el enfoque cualitativo, caracterizado por el paradigma in-
terpretativo que para, Ricoy en [14], es un estudio donde se busca:

...profundizar en la investigacion, planteando disenos abiertos y emergentes desde
la globalidad y contextualizacion. Las técnicas de recogida de datos mds usuales son
la observacion participativa, historias de vida, entrevistas, los diarios, cuadernos de
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campo, los perfiles, el estudio de caso, etc. Tanto las conclusiones como la discusion
que generan las investigaciones que comparten la doctrina del paradigma interpretati-
vo estdan ligadas fundamentalmente a un escenario educativo concreto contribuyendo
también a comprender, conocer y actuar frente a otras situaciones.

3.3 Investigacién de tipo proyecto especial

Por otra parte, se adopté la modalidad de proyecto especial, el cual segin UPEL en [15] son
estudios que llevan a:

...creactones tangibles, susceptibles de ser utilizadas como soluciones a problemas de-
mostrados, o que respondan a necesidades e intereses de tipo cultural. Se incluyen
en esta categoria los trabajos de elaboracion de libros de texto y materiales de apoyo
educativo, el desarrollo de software, prototipos y productos tecnoldgicos en general,
asi como también las creaciones literarias y artisticas.

Es decir, se caracteriza como proyecto especial, por estar orientado a resolver un problema plan-
teado, mediante la solucion de dificultades y satisfacciéon de necesidades en una institucién, cuyo
propésito es disenar material didactico de apoyo educativo en la ensenanza de la Matematica.

4 Técnicas e instrumentos de investigacion

Por el caracter cualitativo de la investigacién los tres docentes participes de la UNIB.E, emplearon
la tecnica de observacién tipo participante, donde Becerra en [4] indica que el investigador forma
parte o se integra con la comunidad o grupo donde se desarrolla el estudio. La observacion
ejecutada en el estudio tuvo como propésito principal identificar en los estudiantes sus actitudes
y gestos expresados en la aplicacion del geoplano, donde se registraron datos especiales, por medio
de una guia de observacién aplicada como instrumento para la recoleccién de informacién.

Para la obtencién de datos importantes y resaltantes en el estudio, se ejecuto a los estudiantes
una entrevista de tipo semiestructurada, las cuales, segin Peldez, Rodriguez, Ramirez, Pérez,
Véazquez y Gonzélez en [12], expresan que:

Se determina de antemano cual es la informacion relevante que se quiere consequir.
Se hacen preguntas abiertas dando oportunidad a recibir mas matices de la respues-
ta, permite ir entrelazando temas, pero requiere de una gran atencion por parte del
investigador para poder encauzar y estirar los temas. (Actitud de escucha)

Los datos suministrados por las entrevistas aplicadas a los estudiantes y las observaciones
por parte de los docentes fueron contrastados, proceso sugerido por Martinez en [9], donde los
resultados son relacionados al comparar y contraponer conclusiones con las de otros investiga-
dores, permitiendo no sélo entender mejor las posibles diferencias, sino que hara posible una
integracién mayor y, por consiguiente, un enriquecimiento del cuerpo de conocimientos del area
estudiada. La validez de los instrumentos fueron hechas por tres expertos especialistas en las
areas de: Educacién Superior y Educacién Matemaética.
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5 Analisis de los resultados

En calidad del mejoramiento del proceso ensenanza aprendizaje de los estudiantes de la UNIB.E,
respecto a los contenidos de la Geometria, se procedié a la construcciéon y uso de un geoplano
de tipo circular para la explicacion de los temas de Trigonometria, dedicado a los estudiantes
del primer semestre. El diseno del geoplano circular trigonométrico aplicado en la investigacion,
consta del modelo bésico de una tabla rectangular de 20 c¢m los cuatros lados. Circunscritos en
la subdivisién de un plano cartesiano (4 cuadrantes) como se puede visualizar en la Figura 1.
Adjunto una circunferencia de radio 1 de color azul, méas una circunferencia de radio v/3, ambas
con centro unico desde el punto de origen.
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Figura 1: Geoplano circular trigonométrico

Respecto a la cantidad y ubicacién especifica de clavos adscritos a la tabla, se requirié de un
total de 69. De los cuales 29 clavos, estan ubicados en la circunferencia concéntrica azul con radio
1. Luego 28 clavos en la corona verde con radio de circunferencia v/3, y por tltimo 12 clavos
de color rojo es la parte externa. Todos los clavos se ubicaron en los siguientes puntos como se
describe en la Figura 2:
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°
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R,0=(1,-173)

Vy = (15,-0.87)

R,2=(1.73,-1)

®
Ry1=(1.73,-1.73)

Figura 2: Ubicacion de los clavos en el geoplano mediante coordenadas cartesianas

En la parte posterior del geoplano se ubicé un formulario basico de trigonometria, el mismo
se encuentra dividido en cuatro componentes, los cuales se muestran desde la Figura 3 hasta la
Figura 6. En el presente marco se ostenta el andlisis e interpretaciéon de la informacién obtenida
en el referente metodolégico destacado, mediante los informantes y sucesos observados en las cir-
cunstancias donde se desenvuelve las actividades matematicas, cuyo propésito permitié examinar
las caracteristicas motivacionales de los estudiantes en la ensenanza de la Geometria bajo la in-
cursion del geoplano circular trigonométrico. Para construir los elementos tedricos, que sustenten
los andlisis tedricos de los resultados, se requirié de un estudio riguroso de los datos, inmerso en
un andélisis secuencial para desarrollar la tematica prevista en la investigacion.
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Triinguth rectingats

‘senon—cosza:l‘

T. Pitagoras:

2 . _
h>=PB-P. ; h-a=b-c
2 _ a2
b*=a-P, ; c"=a-P,
Pb’Pc —> proyecciones

tg2a+1:sec2a

1+ cotg2 a = cosec’ o

_ sena

tgo B P. D Py c
cosa a
. 1 a =b*+c* — T.rectangulo
colga = —— > P
& tga a <b*+c — T.acutangulo
1 a >b*+c¢* — T.obtusangulo
seCoL = ——
cosa
coseca =
senao

Figura 3: Formulario de Trigonometria, primer componente

‘ Kuzones triponometrioas de an a?ry«/é

Area (A), radios de la circunferncia inscrita (r) y
circunscrita (R), y semiperimetro (s)

A :(basex a/tura)/z D s= (a+b+c)/2

cateto opuesto

1
A=—bcsena = lac senf3= labseny
2 2 2

Heron: 4 :\/s(s—a)(s—b)(s —c) =r-s

cateto adyacente = \/|:(s - a)(s —b)(s - c)]/s

1l a 1 b 1 ¢

cateto opuesto hipotenusa = = =
= cosecp = 2sena 2senf3 2sen
hipotenusa cateto opuesto Y
cateto adyacente hipotenusa a*=b"+c" £2b- P, (+agudo,— obtuso)
hipotenusa catelo adyacente h, :(Z/a')-\/s(s—a)(s—b)(s—c)
= M cotgB = w 3 bisectrices — Incentro : 3 medianas — Baricentro
cateto ady acente cateto opuesto 3 alturas — Orfocentro : 3 mediatrices — Circuncentro

Figura 4: Formulario de Trigonometria, segundo componente
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tgattgP
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Tearema del seno

Las longitudes de los lados de un triangulo son
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2R

sena  senf seny

senf seny

Teorema del Coseno

En todo triangulo se verifica que
a* =b*+c* —2bccosa
b* =a’ +c* —2accosp
c* =a’ +b* —2abcosy

Nota: Para angulos obtusos el coseno es negativo

Funcion arco seno : | y=arcsenx < x=seny
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2 2 2
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see |1 % V2o2oox a2
2
cosec | * 2 2 ?\5 1 * -1 *
Un radian (1 rad) es el angulo central de una circunferencia
que abarca un arco con igual longitud que el radio.
Notacion :
(senon)2 =sen’a peronoes sena’
tga =tana ; cotgo =cota ; coseca =csca

Figura 5: Formulario de Trigonometria, tercer componente
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Figura 6: Formulario de Trigonometria, cuarto componente

Al aplicarse ligamentos de diferentes colores en diferentes puntos (o clavos del geoplano) se
puede distinguir la formacion de tridngulos, como el tridngulo de ligamento violeta con vértices
(L1, A, D;) con dngulo de inclinacién de 30° con el eje horizontal, el tridngulo de ligamento
rosa, con vértices (K1, A, D) y dngulo de inclinacién 45° con el eje X, el tridngulo de ligamento
amarillo, con vértices (Ji, A, D2), con édngulo de inclinacién de 60° respecto al eje horizontal del

geoplano. (ver Figura 7).

De forma analitica, se pueden comprobar distintos teoremas en el drea de la Geometria, como
el Teorema de Thales, en cuanto la semejanza de los tridngulos que se encuentran uno al lado del
otro, estableciendo la relacién de semejanza entre varios tridngulos. Por ejemplo:

KR AD|
DA, ~ AL,y DI,

DiFy

RD,
VA,
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También se puede apreciar las propiedades trigonométricas, en cuanto al sin(30° en el tridngulo
NAADF; donde la longitud del cateto opuesto es de 0,57 igual en los lados F» R con una longitud
de 0,57 al cumplirse por razén de semejanza trigonométrica. La aplicaciéon del geoplano como
instrumento didactico en la ensenanza de la Matematica, contribuyé a dos aspectos importantes
de la educacion: primero, facilitar la comprension logica y significativa de la Trigonometria; y
segundo, facilitar la resolucién de problemas para que asi los estudiantes logren alcanzar de forma
sucesiva el dominio de las propiedades y razones trigonométricas expuestas en el desarrollo de cada
problema. De igual forma, en el transcurso de la investigacién, esta herramienta permitié ejercitar
la creatividad y destreza del estudiantado al instante de afrontar un problema, los cuales siempre
fueron concebidos como temas Unicos e inalcanzables que se encontraban solamente a la altura
de los docentes, mas no de los estudiantes, fortaleciendo de esta manera la confianza en si mismo.

Se puede hacer mencién, en cuanto a la importancia del uso y aplicabilidad de la Matematica
en todo instante para el ser humano, en especial para el estudiante universitario quien presenta
un déficit en la resoluciéon de problemas, en el cual, por medio de la explicacién didédctica de la
Geometria los estudiantes expresaron sentirse un poco mas atraidos por la materia, al visualizar
que pueden obtener conocimiento matemaético de forma significativa con un instrumento factible;
aplicandose el geoplano con el fin de motivar a los estudiantes y sientan la relacién entre el tema
brindado y su utilidad en la carrera de estudio, que no solo han de resolver, obtener o calcular
un simple digito, nimero o variable sin sentido o interpretacién alguna.

0.9

[ ]
08
tg30° = 0.57
079
F
06
D
050 !
tgd5° =1
0.4 0 =60°
03 tgd5° =1
02 sen30° = 0.5
01
7 =130° cos30° = 0.86 ] c0s60° = 0.5 ] ]
01 0fp 01 02 03 04 05 06 07 08 09 11 12 13 14 15 16 17 18 19
b = A2 sen45°
-0.1 - 723
3

Figura 7: Formacion de tridngulos en el primer cuadrante del geoplano

El uso del geoplano facilité la demostracion triangular de las funciones trigonométricas, a
favor de un menos uso de tiempo desarrollado en el aula de clases y la minimizacién de recursos
materiales cotidianos; como el pizarrén acrilico y la construccién o representacién de imagenes a
través de diapositivas, como se puede visualizar en la Figura 8.
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Figura 8: Representacion del circulo y funciones trigonométricas

Al iniciar las actividades demostrativas de Trigonometria se visualizé el desinterés por los
alumnos en el curso, donde en su mayoria, los estudiantes indicaban que en el bachillerato fueron
temas incomprensibles y que acarreaban malos recuerdos. Cabe destacar que la mayoria de los
estudiantes no recordaban las razones trigonométricas, la esencia o el significado y aplicacion de
dichas funciones, por lo que una herramienta didactica, conlleva a eliminar la vision abstracta
de la Matematica a un mundo sencillo y comprensible, sin apatias o temores que docentes han
sembrado desde la educacién secundaria.

6 Conclusiones y recomendaciones

6.1 Conclusiones

Disenar y aplicar un instrumento didactico para generar un cambio en la ensenanza de la Ma-
tematica a nivel universitario, fue el punto de inicio del desarrollo de esta investigaciéon. Entre
las principales dreas de la Matematica, la Geometria, representa ser una de las mas instintivas,
demostrativas, sintetizadas y unidas a la realidad que se conoce. Por ello, el estudio brinda nume-
rosas posibilidades para percatarse, mediante materiales accesibles y adecuados, los conceptos,
propiedades y demostraciones de la Trigonometria. Por consiguiente, para Giroux en [8] el docente
posee la responsabilidad de:

...discutir y analizar los objetivos educativos y las maneras de ensenar, basdndose en
las condiciones sociales, politicas y economicas particulares de los contextos institu-
ctonales; todo ello es necesario para poder estar conscientes de la existencia de unas
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relaciones sociales y formas de conocimientos impregnadas de valores socios cultura-
les, que legitiman estilos de vida.

En base al autor, un docente critico constructivista, considera al estudiante como sujeto céntri-
co de su aprendizaje, que construye y fortalece el conocimiento, mediante la reflexién derivada
de su propio compromiso. Desde otra arista epistémica de la docencia, al alumno es el tnico
interprete del pensamiento matematico, con su creaciéon de instantes didacticos y manipulacién.

Se afina en el presente estudio que la aplicacién de un geoplano circular como herramienta
didactica, desempena y cumple con las posibilidades de la comprensién y resolucién de problemas
geométricos, en especial de la Trigonometria. Ademads, es de gran apoyo para el docente universi-
tario, ya que facilita optimizar su labor andragdgica. El instrumento permite a los estudiantes ser
productores innovadores de sus propias concepciones matematicas, de forma dindmica e imagi-
nativa, como también les hace capaz de construir un nuevo conocimiento significativo del estudio
de la Geometria.

De igual forma, se indaga en que los estudiantes y docentes desistan a un lado el sistema
educativo academicista o tradicionalista, desarrollado solo con la realizacién de clases magistrales
y solicitud de deberes continuos, para que se integren a la situacién real y se pueda fomentar el
estudio de la Geometria con un caracter diddctico, creativa y ameno, donde el estudiante logre
desarrollar su creatividad y fortalecer sus capacidades mentales. Por lo tanto, se busca mejorar
la educacién superior, implementando material didactico concreto para mejorar la calidad de
ensenanza y aprendizaje dejando a un lado el conductismo.

En especial los estudiantes ostentaron su interés en que las asignaturas restantes de su carrera,
sean impartidas con material factible y didactico demostrativo para generar motivacién, bien sea
de tipo lidico o de aplicabilidad, de igual manera expresaron su agrado por el presente modelo del
geoplano, pues conjuntamente ademas de brindarles la circunstancia de conocer de un tema de
Matematica de forma agradable, también se les permiti6 fortalecer sus conocimientos a través de
las actividades en los cuales se les permitié desarrollar y estar al tanto de aplicaciones matematicas
que son de gran importancia en el que hacer humano. Ademads, reiteraron ser la primera vez que
ven una asignatura de manera didactica, razén por la cual, les fue de mucho agrado, recalcando
que esta manera de ensenanza sea aplicada en las otras asignaturas.

6.2 Recomendaciones

Tras concluir la presente investigacion, se recomienda exigir a los docentes universitarios de Ma-
tematica aplicar el uso de material didactico en su desempeno académico, en especial el geoplano
circular trigonométrico. Recordando la importancia del mismo para el estudio, demostracién y
conceptualizacién de las razones trigonométricas.

Ensenar al estudiante desde la educacién basica a realizar justificaciones significativas y de-
mostraciones de temas para que, desde un principio, se logre dispersar el desinterés, temor o fobia
que presentan los estudiantes por la ciencia Matematica.
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Resumen

La preocupacién por la falta de conocimiento, por parte de los estudiantes de la Univer-
sidad Tecnolégica Israel (UTI) en base a la optimizacién lineal, motivé a los docentes de la
institucién en buscar metodologias apropiadas para fomentar un aprendizaje significativo de
los contenidos matematicos y estadisticos relacionados a la optimizacién lineal como estrate-
gia de aprendizaje desarrollador de la investigaciéon operativa en administraciéon de empresas.
La metodologia del estudio fue aplicada mediante un anélisis cualitativo documental, como
informantes clave de la investigacién, participaron cinco (5) docentes y diez (10) estudiantes.
Los datos fueron recolectados mediante una entrevista de tipo semi-estructurada y anali-
zados de forma interpretativa por los investigadores. Como resultados se logro definir que
los procesos de optimizacién lineal permiten metodolégicamente desarrollar estrategias de
aprendizaje significativo y optimizar su aplicacién en cursos de estadistica y matemaética
universitaria.

Palabras y frases clave: Aprendizaje significativo, educacién universitaria, aprendizaje
desarrollador, optimizacién lineal.

Abstract

The concern about the lack of knowledge, on the part of the students of the Israel
Technological University (ITU) based on linear optimization, motivated the teachers of the
institution to look for appropriate methodologies to promote a significant learning of math-
ematical and statistical contents related to linear optimization as a learning strategy to
develop operational research in business administration. The methodology of the study was
applied by means of a qualitative documentary analysis. Five (5) teachers and ten (10)
students participated as key informants of the research. The data were collected through
a semi-structured interview and analyzed in an interpretative way by the researchers. As
results, it was defined that linear optimization processes allow methodologically to develop
significant learning strategies and optimize their application in courses of statistics and uni-
versity mathematics.
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Key words and phrases:Meaningful learning, university education, developer learning,
linear optimisation.

1 Introduccion

La investigacion operativa en la carrera administracién de empresas de la UTI es considerada
como Matematica aplicada y, a la vez, como disciplina sustantiva donde se practica la forma
sencilla de razonar en la aplicacién de modelos de desarrollo profesional. La comprension y uso
de: programacién lineal continua, programacién lineal entera y el andlisis de decisiones; permiten
resolver problemas que se presentan en situaciones de la profesién y la vida real.

La investigacion operativa tiene sus origenes en la segunda guerra mundial, debido a la necesi-
dad urgente de asignacién de recursos escasos en las operaciones militares, en problemas tacticos
y estratégicos. Estas mismas técnicas se han extendido con posterioridad a las empresas. Disci-
plinas tipicas de la investigacién operativa son la optimizacién con sus multiples sabores (lineal,
no lineal, entera, estocdstica, multiobjetivo), teorfa de la decisién y de juegos, teoria de colas y
simulacién, teorfa de grafos o flujos de redes. Segiin Santos [21] otras disciplinas como algorit-
mos metaheuristicos y 16gica borrosa, redes neuronales artificiales, reconocimiento de patrones y
otras técnicas de inteligencia artificial, aunque conceptualmente se encuadran dentro de la inves-
tigacién operativa, habitualmente se estudian dentro de otras disciplinas ligadas a la ingenieria
informética como la inteligencia artificial . Los contenidos de algunas de estas ltimas disciplinas
también estdn muy ligados a la estadistica.

La tematica de optimizacién lineal en la carrera Administracion de Empresas en la UTI
centra su atencion en la resoluciéon de problemas de optimizacién de recursos en situaciones
reales mediante procedimientos cuantitativos orientados a la toma de decisiones. Esto se logra,
especificamente, a partir de la evaluacién de modelos matemé&ticos de programacién lineal para
la resolucién de problemas de optimizacién, asi como la realizacién del andlisis de sensibilidad y
modelos de transporte al resolver dichos problemas.

1.1 Hacia un aprendizaje significativo y desarrollador

La relacion entre ensenanza, aprendizaje y desarrollo ha sido estudiada por diferentes concepcio-
nes pedagdgicas y, desde hace varios anos, se ha enfatizado en el caracter socializador, formativo
y desarrollador del proceso de ensefianza-aprendizaje. Pozo en [20] expone en esta perspectiva
integradora y desarrolladora, que se corresponde con el significado que se ha dado a una nueva
cultura del aprendizaje, que no solo exige nuevos tipos de aprendizajes, sino también nuevas for-
mas de aprender dado que aprender puede significar o requerir cosas distintas segin las demandas
culturales que lo motiven y el enfoque tedrico que adopte el docente como afirman Ballestero,
Gamboa y Calvo en [2].

Los procesos del aprendizaje desarrollador han sido concebidos como el resultado de la in-
teracciéon dialéctica entre tres dimensiones basicas: la activacién-regulacion, la significatividad
de los procesos y la motivacién para aprender. Para Castellanos en [5] los resultados obtenidos
en el campo de la Matematica en el trabajo con estrategias metacognitivas y estrategias para la
resolucién de problemas, asi como la estructuracion de una coleccion bésica de ejercicios utilizada
para la fijacién de los conocimientos y el desarrollo de las habilidades, han evidenciado el efecto
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positivo que estas estrategias producen en el desarrollo de formas de aprender, que perduran al
pasar el tiempo.

El estudiante, al intentar resolver las tareas matemadticas que se le plantean, debe atender
al dominio del conocimiento, pero también al empleo de estrategias cognitivas y metacognitivas
segin Biggs en [3] y Monereo en [18].

Este trabajo centra la atencién en las estrategias de aprendizaje, que constituyen procedimien-
tos internos, no observables, de caricter generalmente cognitivo, que ponen en juego los sujetos
cuando aprenden y que tienen como fin lograr un plan, un objetivo o una meta en base a las
teorias cognitivas de Pozo en [20]. Delgado en [9] expone que las estrategias de aprendizaje se
distinguen de las estrategias de ensenanza, ya que las primeras son ejecutadas intencionalmente
por un aprendiz (estudiante) siempre que se le demande aprender, recordar o resolver problemas
sobre un contenido de aprendizaje.

En la literatura especializada para Cevallos en [7] se distinguen diferentes tipos de estrategias
de aprendizaje: cognitivas, metacognitivas y de apoyo. Las estrategias cognitivas son procesos por
medio de los cuales se obtiene conocimiento. Las estrategias metacognitivas son conocimientos
sobre los procesos de cognicién o auto-administracién del aprendizaje por medio de planeamiento,
monitoreo y evaluacién. Mientras, las estrategias de apoyo permiten al estudiante exponerse a
si mismo la asignatura que estudia, practicarla, explicarse y explicar a los demads, intercambiar
ideas (Santos en [22], Schoenfeld en [23] y Matematica en [16]).

Farifias en [10], resalta que el aprendizaje es un proceso complejo, que ha sido objeto de
estudio de diferentes concepciones (conductistas, cognitivistas, constructivistas y humanistas),
cada una de las cuales ha realizado sus aportes a una mejor comprension de dicho proceso, con
diferencias esenciales y limitaciones al igual que para el Colectivo de docentes Universidad de
Matanzas en [8].

Hillier en [11] resalta que la concepcién desarrolladora e integradora del aprendizaje que se
asume para el estudio de las estrategias se sustentan en posiciones de la escuela Historico-Cultural,
porque su naturaleza dialéctica le permite considerar los mejores aportes de otros enfoques, con
el 4nimo de asimilarlos y crear una estructura teérica general méas completa y profunda.

Un aprendizaje desarrollador es aquel que garantiza en el individuo la apropiacién activa y
creadora de la cultura, propiciando el desarrollo de su auto-perfeccionamiento constante, de su
autonomia y auto-determinacion, en intima conexién con los necesarios procesos de socializacién,
compromiso y responsabilidad social.

Por tanto, segin Jiménez en [13] para ser desarrollador, el aprendizaje tendria que cumplir
con tres criterios basicos:

1. Promover el desarrollo integral de la personalidad del educando, es decir, activar la apro-
piaciéon de conocimientos, destrezas y capacidades intelectuales en estrecha armonia con
la formacién de motivaciones, sentimientos, cualidades, valores, convicciones e ideales. En
otras palabras, garantizar la unidad de lo afectivo-valorativo en el desarrollo y crecimiento
personal de los aprendices.

2. Potenciar el transito progresivo de la dependencia a la independencia y a la auto-regulacion,
asi como el desarrollo en el sujeto de la capacidad de conocer, controlar y transformar
creadoramente su propia persona y su medio.

3. Desarrollar la capacidad para realizar aprendizajes a lo largo de la vida, a partir del dominio
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de las habilidades y estrategias para aprender a aprender, y de la necesidad de una auto-
educacién constante segiin Castellanos, et al. en [6].

Los criterios basicos 2. y 3. en la concepcién de una ensenanza, en pos de un aprendizaje
desarrollador, presuponen asumir la ensenanza de estrategias no sélo cognitivas sino metacogni-
tivas, en particular las referidas a la resoluciéon de problemas y el desarrollo de la creatividad,
convirtiéndolas en contenido de ensenanza. Otro elemento presente en este sentido lo constituye
la elaboracién, por parte del estudiante, de la orientacion para la aplicaciéon de procedimientos la
cual es dada o elaborada, generalmente, por los docentes.

La educaciéon matemaética, tiene que ser una educacién creativa, es decir, una educaciéon que
promueva un aprendizaje productivo y creador que fomente en los estudiantes una actividad
cientifica y creativa ante la vida. Jiménez en [12] destaca que es imposible mejorar la educacién
matematica, desarrollar el pensamiento matematico de los alumnos en la resolucién de problemas
al margen de la creatividad.

Las clases de Matemética abordan una parte tedrica donde se presentan conceptos (mediante
definiciones o descripciones), teoremas (que enuncian propiedades o leyes demostrando dentro de
un sistema de conocimientos) y procedimientos para actuar (de tipo algoritmicos o heuristicos),
pero una buena parte del tiempo se dedica a la préctica, es decir, a la fijacién y aplicacién del
contenido matemético acorde con Plata en [19].

En los textos sobre metodologia de la ensenanza de la Matemadtica, Ballestero, Gamboa y
Calvo en [1] precisan que “un ejercicio (en sentido amplio) es una exigencia para actuar que se
caracteriza por:

1. El objetivo de las acciones: transformar una situacion inicial (lo dado) en una situacién final
(lo buscado).

2. El contenido de las acciones: objeto (elementos de materia matemética, su correspondencia
con situaciones extramatemética y los elementos heurfsticos a emplear) y tipos de acciones
(identificar, realizar, comparar, ordenar, clasificar, reconocer, describir, aplicar, fundamen-
tar, buscar, planificar, controlar).

3. Las condiciones para las acciones (exigencias que el ejercicio plantea al estudiante por su
grado de dificultad).

El problema es un ejercicio que se caracteriza por tener una situacién inicial conocida y una
situacién final desconocida, en que la via de solucién también es desconocida, pero que puede
obtenerse con ayuda de procedimientos heuristicos.”

Precisamente, la bisqueda de la via de solucién es la que resulta de mayor dificultad en
los estudiantes. Para que un estudiante desarrolle estrategias cognitivas y metacognitivas en la
resolucién de ejercicios y problemas, se debe conducir un proceso que transcurre por diferentes
etapas 0 momentos:

1. Primer momento (tiene como objetivo final lograr una compresién del ejercicio o problema
planteado)

e La creacion de una motivacion (para una clase de ejercicios y que puede estar en el
propio ejercicio y en las potencialidades de este para contribuir al desarrollo intelectual
o la educacién de los alumnos).
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e El planteamiento del problema (mediante las posibilidades o formas siguientes: encon-
trar el problema relacionado con la determinacién de ciertas cantidades de magnitudes
que surgen durante una discusion de clase; plantear una situaciéon problematica que
conlleva al planteamiento del ejercicio; entre otras).

e La comprension del problema (con el empleo de impulsos como: lee el problema de-
tenidamente; ;De qué trata el problema?; formula el texto con tus propias palabras;
observa figuras, tablas o esquemas dados en el problema o elabéralos, si fuera necesario;
interpreta palabras claves o busca aclaracién de términos desconocidos)

2. Segundo momento (cuyo objetivo final es hallar la via de solucién)

e La precision del problema (a partir de la comprensién del problema se precisan los
datos y lo buscado, comprende la formulacién precisa del problema)

e El andlisis del problema (orientado a una comprensién mds profunda del problema
en cuestion, a través de la interpretacion y la traduccién al lenguaje mateméatico de
palabras claves se extraen relaciones y dependencias entre las magnitudes, posibles
operaciones a realizar, posibilidad de relacionar magnitudes con ecuaciones o férmulas
conocidas; también es posible el empleo de medios heuristicos auxiliares y de procedi-
mientos heuristicos)

e La busqueda de la idea de solucién (dirigido a la reflexién sobre los métodos que condu-
cen al establecimiento de relaciones entre los datos y las incdgnitas, que generalmente
llevan al planteamiento de una ecuacién o la aplicacién de una férmula; lo anterior
permite la elaboracién de un plan de solucién en que estan presentes las determinacio-
nes de los medios matematicos concretos y la aplicacion de las estrategias de trabajo
heuristicas)

3. Tercer momento (orientado a resolver el ejercicio o problema planteado)

e La ejecucion del plan de solucion (encaminado a la determinacién del orden de reali-
zacién de los célculos, el andlisis de realizacién del calculo aproximado, andlisis de las
unidades de medidas, la utilizacién de magnitudes auxiliares. Debe tenerse presente
los procedimientos heuristicos, en particular las reglas heuristicas)

4. Cuarto momento (reflexién de lo aprendido en la resolucién del ejercicio o problema)

e El proceso concluye con reflexiones sobre la via empleada para obtener la solucion al
problema, asi como la comprobacion de los resultados obtenidos.

La comprobacién que se realiza con las relaciones que se establecen en el enunciado del ejercicio
o mediante comparacién de la posible solucién con la estimacion, el cdlculo aproximado y la
préactica, si resulta conveniente. Esto es lo que comunmente realizan estudiantes y profesores y
dan paso a nuevos ejercicios. Sin embargo, para el desarrollo de estrategias metacognitivas resulta
de suma importancia la via empleada para obtener la solucién al problema. Se evalia la via de
solucion mediante consideraciones retrospectivas sobre procedimientos y métodos utilizados para
el plan de solucién, se reflexiona sobre otras vias de solucion.

En los procesos de resolucién de ejercicios y problemas en que estad presente el docente es im-
portante que éste ofrezca impulsos heuristicos en los pasos de buisqueda de una solucién, asi como
en la reflexion final para la evaluacion de la via empleada que permite llegar a situacién final
deseada (la solucién). Lopez en [14] plantea el siguiente modelo de presentacion:
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Ejemplo 1. presenta: Ante una exigencia:

e ;Qué me piden?

o ;Qué se de ello?

o ;Qué necesito utilizar para responder?, suna definicion?, jun teorema?, jun principio?,

suna ley?, ;una propiedad?...

e ;Cdmo se relaciona lo que me piden con lo que determiné utilizar? ;FEstoy haciéndolo bien?

Debo chequearlo, no me da y no tengo errores, debo cambiar.

Para encontrar una via de solucion debes:

e Interpretar lo buscado en todas las formas posibles y relacionarlo con lo que sabes.

e Scleccionar de lo que sabes, lo que necesitas para inferir lo buscado (condicion necesaria,

condicién suficiente, procedimiento).

e Determinar de lo que te dan, qué falta para inferir lo buscado segin la condicidn necesaria

o suficiente o el procedimiento que seleccionaste.

Se debe, entonces, determinar el método para el proceso de ensenanza-aprendizaje significa-
tivo, desarrollador y creativo que mejor propicie:

Desarrollo del pensamiento.
Aprendizaje activo, cooperado y flexible.
Formar o desarrollar valores (personales y sociales).

Dominio de la Matemadtica (su estructura, invariantes, solidez de los conocimientos, habili-
dades desarrolladas, interdisciplinariedad).

Investigar. Vincular, en lo posible, con la préactica.
Desarrollar la capacidad comunicativa, reflexiva y auto-reflexiva, a partir de:

— Escuchar criticamente en funcién de didlogos reflexivos.

Ensenar a interpretar.

Ensenar a fundamentar y refutar.

Buscar soluciones eficientes.

Reflexionar y criticar colectivamente.
— Comprender como se piensa, qué se sabe, qué no, aciertos y deficiencias, causas.
— Evaluar y calificar colectivamente.

— Ensenar a aprender.

A modo de ilustracién de cémo debe conducirse el proceso para el desarrollo de estrategias cog-
nitivas y metacognitivas se ha seleccionado un problema de la coleccién que se utiliza en las clases
de investigacion operativa para modelar una situaciéon mediante el empleo de procedimientos de
optimizacion lineal.
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Problema a resolver. Es muy frecuente en el Ecuador que los extranjeros nacionales e interna-
citonales visiten la Ciudad Mitad del Mundo y lleven a sus casas diferentes tipos de recuerdos. La
microempresa Donia Rosita produce dos clases de recuerdos: llaveros y carteras pequenias de cuero.
Cada llavero producird una ganancia de $1, mientras que cada cartera generard una ganancia de
$1,20. Para fabricar un llavero se necesitan 2 minutos en la mdquina I y 1 minuto en la mdquina
1. Una cartera requiere 1 minuto en la mdquina I y 8 minutos en la mdquina II. Hay 3 horas
disponibles en la mdquina I y 5 horas disponibles en la mdquina II para procesar todo el pedido
de la semana. ;Cudntos recuerdos de cada tipo deben producirse para maximizar la ganancia en
Dotia Rosita?

En un primer momento el docente centra su atencién en el texto del problema y lo relaciona
con la labor de emprendimiento que realizan sectores de la poblacién, aprovechando las oportu-
nidades que ofrece el turismo nacional e internacional durante la visita a la Mitad del Mundo
y el deseo de adquirir recuerdos de esas vivencias. Se crea asi la motivacién por ocuparse del
problema planteado. Se pasa entonces a precisar que se trata de maximizar ganancia, por lo que
la situaciéon conduce a un problema de optimizacion y se plantea la interrogante, qué se conoce
sobre procedimientos para determinar la ganancia 6ptima. Se concluye que en la optimizacién
lineal se aprenden herramientas que permiten optimizar problemas de la realidad.

En un segundo momento el docente se ocupa de precisar y comprender mejor el problema
como punto de partida para hallar una solucién al problema. Se centra la atencién en lo dado
(datos) y lo buscado. Mediante las preguntas: ;Qué datos me dan? ;Qué me piden? ;Qué se
de ello? ;Qué necesito utilizar? juna definicién?, jun teorema?, ;un principio?, juna ley?, ;una
propiedad?... ;Cémo se relaciona lo que me piden con la determinacién de lo que voy a utilizar?
JEn qué recursos auxiliar me pudiera apoyar para observar mejor la relacién entre lo dado y
lo buscado? Con final de las respuestas realizadas se propone elaborar una tabla que resuma el
problema:

H H Méquina I \ Maéaquina II \ Ganancia H
Llaveros 2 min 1 min 1.00
Carteras pequenas 1 min 3 min 1.20
Disponibilidad 3 horas = 180 min | 5 horas = 300 min

El anélisis de la tabla se realiza en base a respuestas de las siguientes preguntas:

e ;Qué desea producir Dona Rosita?

e ;Qué necesita Dona Rosita para producir estos suvenires?

e ;Cudl es el tiempo disponible de las maquinas?

e | Es este tiempo disponible una limitacién para la produccién que debo hacer?

e ;Podemos plantear un modelo de programacién lineal para resolveré esta situacion?

e ;Como expresar las respuestas a las preguntas anteriores en el lenguaje de la Programacién
Lineal?

Como resultado de lo anterior se resume en el lenguaje propio de la asignatura:

e Variables de decision:
X := Cantidad de llaveros a producir
Y := Cantidad de carteras pequenas a producir
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e Funcion objetivo:

Maximizar:

Z:X+§Y

Restricciones:
2X +Y <180 X 4+ 3Y <300

X>0 Y >0

En el tercer momento se procede a ejecutar las acciones del procedimiento elegido, prestando
atencion a los resultados que se van obteniendo en el trabajo algebraico, con los sistemas de
ecuaciones/inecuaciones o con las matrices. Después de resolver el problema la solucién ptima
del mismo serfa producir 48 llaveros y 84 carteras obteniendo los ingresos méximos que serian de
148,80 ddlares. De esta forma logramos obtener también la ganancia maxima.

El proceso de trabajo con el problema planteado concluye con reflexiones sobre la via empleada
para obtener la solucién al problema, la que se conduce con preguntas a los estudiantes, como:

e ;De cuantas maneras podemos resolver el problema planteado?
e ;Cudl resultaria mas facil para usted?
e ;Llegaremos de ambas formas a la misma conclusion?

Finalmente, se realiza comentarios relativos a la comprobacién de los resultados obtenidos.

1.2 Los problemas de optimizacion

La optimizacién consiste en la seleccion de una alternativa mejor, en algin sentido, que las demés
alternativas posibles. Es un concepto inherente a toda la investigacién operativa. Sin embargo,
determinadas técnicas propias de la investigacién operativa se recogen bajo el nombre de optimi-
zacién o programacién matematica. Los problemas de optimizacién se componen generalmente
de tres componentes:

e La funcién objetiva: es la medida cuantitativa del funcionamiento del sistema que se desea
optimizar (maximizar o minimizar). Como ejemplo de funciones objetivas en la administra-
cién de empresas se pueden mencionar: la minimizacién de los costes variables de operacién
de un sistema eléctrico, la maximizacién de los beneficios netos de venta de ciertos produc-
tos, la minimizacion del cuadrado de las desviaciones con respecto a unos valores observados
o la minimizacién del material utilizado en la fabricacién de un producto.

e Variable: representan las decisiones que se pueden tomar para afectar el valor de la funcién
objetivo. Desde un punto de vista funcional se pueden clasificar en variables independientes
o principales o de control y variables dependientes o auxiliares o de estado, aunque ma-
tematicamente todas son iguales. En el caso de una empresa seran los valores de produccién
de los grupos de generacién o los flujos por las lineas. En el caso de la venta, la cantidad
de cada producto fabricado y vendido. En el caso de la fabricaciéon de un producto, sus
dimensiones fisicas.
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e Restricciones: representan el conjunto de relaciones (expresadas mediante ecuaciones e
inecuaciones) que ciertas variables estdn obligadas a satisfacer. Por ejemplo, las potencias
méaxima y minima de operacién de un grupo de generacién, la capacidad de produccién de
la fabrica para los diferentes productos o las dimensiones del material bruto del producto.

Finalmente para concluir el sustento teorico de la investigacion se puede expresar que resolver
un problema, atraves de la optimizacién lineal consiste en encontrar el valor que deben tomar las
variables para hacer éptima la funcién objetivo, satisfaciendo el conjunto de restricciones.

1.3 La optimizacién como una asignatura matematica

Practica y educativamente, se puede hacer énfasis en que la técnica de la optimizacién es ma-
temadtica por naturaleza. Tipicamente involucra los procesos funcionales de maximizacién o mi-
nimizacion de una funcién que representa el desempeno de algin sistema. Esto se resuelve en-
contrando los valores de las variables (cuantificables y controlables) que hacen que la funcién
alcance su mejor valor. A fin de entender como operan los algoritmos se requieren conocimientos
de algebra lineal y cédlculo diferencial con varias variables. Algunos de los problemas de la teoria
de optimizacién se pueden resolver por las técnicas cldsicas del cdlculo avanzado (tales como
métodos Jacobianos y el uso de multiplicadores de Lagrange).

Sin embargo, la mayoria de los problemas de optimizacién no satisfacen las condiciones nece-
sarias para ser resueltos de esta manera. Muchos de los otros problemas, pese a poder ser tratados
con las técnicas clésicas, se resuelven mas eficazmente si se utilizan métodos disenados para cada
caso particular. A través de la historia de las matematicas se ha construido una coleccién de tales
técnicas. Algunas han sido olvidadas y reinventadas, otras recibieron poca atencién hasta que
las computadoras las hicieron utilizables. El grueso de material al respecto es de origen reciente
debido a que muchos de los problemas, tales como el flujo de trafico, recién ahora cobran interés y
también debido al gran nimero de investigadores disponibles actualmente para analizar tales pro-
blemas. Cuando ese material es catalogado dentro de un cuerpo autocontenido de conocimientos
el resultado es una nueva rama de las matematicas aplicadas.

2 Metodologia

La presente investigacion se fundamenta en la investigacién cualitativa con paradigma interpre-
tativo, o también llamado por autores como Yuni y Urbano en [25] quienes senalan que este
paradigma obedece a la concepcion filoséfica de la que se nutre y que le provee los fundamentos
acerca de lo real y las posibilidades de conocerlo. En este sentido, los investigadores realizaron
la recoleccién de datos en el propio ambiente laboral universitario donde los sujetos desempenan
sus funciones educativas, esto se realizé con la intencién de poder observar la situacién directa-
mente y sin la presencia e influencia de otros elementos que pudiesen desvirtuar la informacién
facilitada.

Por el caracter propio de la investigacién cualitativa, se realizaron entrevistas de tipo es-
tructuradas a los docentes y estudiantes, metodo recomendado por Calduch en [4] para obtener
informacién de los informantes al instante de expresar sus opiniones sobre los topicos que se
plantean en la investigacién. Asi, cada sujeto respondié de manera amena y mesurada cada item
recurriendo a los conocimientos que poseen de acuerdo a su area de preparacion académica, de
manera que una vez recolectada la informacién requerida, los autores procedieron a plantear sus
propias interpretaciones tomando en consideracion las opiniones obtenidas.
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2.1 Informantes

En virtud de que la presente investigacién se encuentra en el paradigma cualitativo, debido a que
el estudio, se enfoca en fomentar el proceso matematico de la optimizacién lineal como estrategia
de ensenanza significativa. Segin Martinez en [15], para la seleccién de la muestra en un estudio
cualitativo, es de considerarse como informantes y se requiere que el investigador especifique con
precisién cudl es la poblacién relevante o el fenémeno de investigacién, usando criterios (que
justificard) que pueden basarse en consideraciones teoréticas o conceptuales, intereses personales,
circunstancias situacionales u otras consideraciones. Para la seleccién de los informantes en la
investigacion, los investigadores se sustentaron en los criterios recomendados por Mendieta en
[17] donde el citado autor indaga en que no existe la necesidad de una seleccién estadistica por
ser un estudio de enfoque cualitativo. Selecciondndose cinco (5) docentes que poseen formacién
andragdgica con grado académico igual o superior a Magister, debido a su formacion académica
y experiencia laboral relacionada con el tema en estudio, tambien se conto con la participacion
diez (10) estudiantes de la UTI todos de distintos niveles de estudio y carreras.

3 Analisis de los resultados

Después de aplicarse las entrevistas semi-estructuradas tanto a los docentes como a los estudiantes
que cursan optimizacién lineal, area adscrita al syllabus académico de La Universidad Tecnolégica
Israel se logro evidenciar en los estudiantes, la poca durabilidad en el aprendizaje de los contenidos
adquiridos relacionados con esta materia que, no pocas veces, es argumento por los docentes en
sus resultados diagnosticos. Con el fin de interpretar los principales aportes emitidos por los
docentes se logro evidenciar que:

e Los estudiantes esperan que el profesor oriente los pasos para resolver la tarea y ejecutan
estos sin elaborar, previamente, un plan de solucién.

e Los estudiantes no reflexionan acerca de los conocimientos que poseen, ademas de conoci-
mientos que les permiten resolver la tarea propuesta.

e Igualmente entre loes enunciados expuestos por los estudiantes, indagaron en no ser apre-
ciado hacer uso de estrategias cognitivas y meta-cognitivas que le faciliten llegar a encontrar
una via de solucién a problemas matematicos.

e Afirmaron que ante la propuesta de solucién de un companero, el resto de los estudiantes
la asumen como propia y dejan de buscar alternativas propias de solucién.

e Los estudiantes no acostumbran a buscar alternativas y reorganizar los pasos seguidos, de
forma que puedan dar solucién a los deberes solicitados por los docentes.

e Los estudiantes no expresaron sus respuestas a partir de determinar lo esencial y necesario.

e En relacién a los docentes entrevistados, demostraron no prestar atencién al desarrollo de
distintas estrategias de aprendizajes efectivas.

En base a las opiniones descritas, los métodos de optimizaciéon no son apreciados por el
estudiantado, tanto los métodos clasicos (que son los algoritmos que habitualmente se explican
en los syllabus de optimizacién) como los métodos meta-heuristicos (que se encuentran ligados a lo
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que se denomina inteligencia artificial e imitan fenémenos sencillos observados en la naturaleza).
Por lo tanto, la optimizacion lineal, es presentada por la UTT en la etapa inicial de cada semestre.
De forma muy general y aproximada se puede interpretar que los métodos clasicos desarrollados
en la institucion buscan y garantizan un éptimo local mientras que los métodos meta-heuristicos
tienen mecanismos especificos para alcanzar un 6ptimo global aunque no garantizan su alcance
segun los testimonios de los estudiantes.

4 Conclusiones

Los contenidos declarados en el silabo de investigacion operativa y optimizacion lineal para la
carrera administraciéon de empresas es el punto de partida para el desarrollo de un aprendizaje
significativo, desarrollador, creativo; pero se requiere ademds, conducir el proceso de aprendi-
zaje de manera adecuada, por lo que se hace necesario renovar y perfeccionar las metodologias
(estrategias de aprendizaje) empleadas, a la realidad actual de formacién en la UTI.

Cabe resaltar, que existe una enorme variedad de actividades en el mundo cotidiano que
pueden ser utilmente descritas como sistemas, desde sistemas fisicos tales como una planta in-
dustrial hasta entidades tedricas tales como los modelos econémicos. La operacién eficiente de
esos sistemas usualmente requiere de un proceso matemaético para optimizar varios indices que
miden el desempeno del sistema. Algunas veces, esos indices son cuantificados y representados
como variables algebraicas. Entonces se deben encontrar valores para esas variables, que maxi-
micen la ganancia o beneficio del sistema, o bien minimicen los gastos o pérdidas. estos procesos
no son bien descritos y aceptados por los estudiantes, por ser establecido mediante un conjunto
procedimental matematico.

A modo de conclusién, se asume que las variables dependen de ciertos factores. Algunos de
esos factores a veces estdn bajo el control (al menos parcialmente) del analista responsable del
desempero del sistema. Debido a que la teoria de la optimizacion brinda este eslabén en la cadena
de la administracién de sistemas o empresas se constituye un cuerpo importante del conocimiento
matematico, pero si este cuerpo o asignatura de las ciencias mateméticas no es desarrollado de
forma significativa a los estudiantes, no habra una comprensién légica y razonable del tema para
desarrollar en la carrera de administracion de empresas, asi de esta manera se mantendra como
un tema tedrico-abstracto sujeto al programa analitico del ente universitario.
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Problemas y Soluciones

Problems and Solutions

Editor: José Heber Nieto (jhnieto@gmail.com)
Departamento de Matematica, Facultad Exp. de Ciencias
Universidad del Zulia, Maracaibo. Venezuela.

Los problemas apropiados para esta secciéon son aquellos que puedan ser abordados por un
estudiante de mateméatica no graduado sin conocimientos especializados. Problemas abiertos
conocidos no son aceptables. Se prefieren problemas originales e interesantes. Las soluciones
y los problemas propuestos deben dirigirse al editor por correo electrénico, en espaiiol o
inglés, a la direccion arriba indicada (preferiblemente como un archivo fuente en WTEX). Las
propuestas deben acompanarse de la solucién, o al menos de informacién suficiente que haga
razonable pensar que una soluciéon puede ser hallada.

Appropriate problems for this section are those which may be tackled by undergradu-
ate math students without specialized knowledge. Known open problems are not suitable.
Original and interesting problems are preferred. Problem proposals and solutions should
be e-mailed to the editor, in Spanish or English, to the address given above (preferably as
a BTEX source file). Proposals should be accompanied by a solution or, at least, enough
information on why a solution is likely.

1 Problemas propuestos

El problema propuesto a continuacién se planteé en la XX Olimpiada Centroamericana y del
Caribe, celebrada en La Habana, Cuba, en junio del 2018.

144. Sean x, y nimeros reales tales que los tres niimeros

2 2 3 3
r-y -y, T —Y

son positivos y nimeros primos. Demuestre que x — y = 3.

2 Soluciones

Recordamos que no se han recibido soluciones a los problemas 24-28, 44, 51, 54, 59, 69, 79, 82-91,
94-106, 108-113, 116, 118-123, 126, 128-130 y 133-143. Invitamos a los lectores a enviarnos sus
soluciones para esos problemas.

80. [12(1) (2004) p. 95.] En una pizarra se escriben los nameros 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 y 9. Dos
jugadores A y B juegan por turnos. Cada jugador en su turno escoge uno de los ntimeros que
quedan en la pizarra y lo borra, junto con todos sus multiplos (si los hay). El jugador que
borra el ultimo namero pierde. A juega primero. Determinar si alguno de los dos jugadores
tiene una estrategia ganadora y explicar cudl es esa estrategia.

Nota: Un jugador tiene una estrategia ganadora si puede garantizar su victoria, sin importar
c6mo juegue su rival.
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81.

132.

Solucion de Giovanny Soto (estudiante de la Licenciatura en Matemdtica), Universidad del
Zulia, Facultad de Ciencias: Mostraremos una estrategia ganadora para el jugador A. Al
iniciar el juego A escoge el nimero 4 y se borran 4 y 8 de la pizarra. Ahora hay varios casos:

Si B escoge el 3 los nimeros restantes en la pizarra serian {1,2,5,7} que son primos entre
si. A toma cualquiera de ellos, B otro, A otro y B toma el ultimo, perdiendo.

Si B escoge el 5 0 el 7 basta con que A escoja el 3, ya que los numeros restantes en la
pizarra serian {1,2,7} o {1,2,5}. Entonces B toma cualquiera de ellos, A otro y B toma el
altimo, perdiendo.

Si B escoge el 2, A escoge el 3 ya que de esta manera los nimeros que quedan en la pizarra
seran {1,5,7} que son primos entre si y como antes B toma el tltimo.

Si B escoge el 6, A escoge el 9 y los numeros en la pizarra seran {1,2,3,5,7} que son todos
primos entre si, y B tomaréa el ultimo.

Si B escoge el 9, A escoge el 6 y gana como en el caso anterior.

[12(1) (2004) p. 96.] Se define una sucesion ag, ai, az,. .. de la siguiente manera: ag = a; = 1
y para k > 2, ar = ag—1 + ax—2 + 1. Determinar cudntos enteros entre 1 y 2004 se pueden
expresar de la forma a,, + a,, con m y n enteros positivos y m # n.

Solucion de Giovanny Soto (estudiante de la Licenciatura en Matemdtica), Universidad del
Zulia, Facultad de Ciencias: Los ay entre 1y 2004 son:

CL1:1 CL2:3 a3:5 CL4:9

as =15 ag = 25 ar =41 ag = 67
ag = 109 aig = 177 a1l = 287 alg = 465
a3 = 753 a14 = 1219 a15 = 1973.

Los pares de enteros (m,n) con m,n =1,...,15 y m # n son (125) = 105. Los pares tales
que a,, + a, > 2004 son los de la forma a5+ a, con k = 7,...,14. Por lo tanto, la cantidad
de enteros de la forma a,, + a,, que hay entre 1y 2004 con m y n enteros positivos y m # n
es alo sumo () —8 = 105 — 8 = 97. Si existiesen pares de enteros diferentes (m,n) y
(m/,n') tales que a,, + an = @ + ayy la cantidad podria ser menor que 97. Pero esto no
puede ocurrir: si por ejemplo m > m’ > n’, como ai, ag,...es una sucesion creciente de
enteros positivos, tendremos que a., + a¢n > Gy = Gm—1 + G2 + 1 > @y + ayr. Por lo
tanto la respuesta es 97.

[16(2) (2008) p. 327.] Halle el menor entero positivo N tal que la suma de sus cifras sea
100, y la suma de las cifras de 2V sea 110.

Solucion del editor: Sea S(n) la suma de las cifras del entero positivo n. Observemos que
si todos los digitos de n son menores que 5, entonces obviamente S(2n) = 25(n). Pero por
cada digito de n mayor o igual que 5, al sumar n + n se produce el acarreo de una unidad,
lo que hace que S(2n) disminuya 9 unidades respecto de 25(n). En otras palabras, S(2n) =
25(n) — 9z, donde x es el numero de unidades llevadas, que es igual al namero de digitos
de n que son mayores o iguales que 5. En este problema 2S5(N) — S(2N) = 200 — 110 = 90,
por lo tanto N debe contener 10 cifras mayores o iguales que 5. Como estamos interesados
en el menor N posible, pongamos estas 10 cifras iguales a nueve, para disminuir el nimero
total de cifras. Para completar S(IN) = 100 con cifras menores que 5, se necesitan al menos

Divulgaciones Matematicas Vol. 19 No. 2(2018), pp. 95-97



Problemas y Soluciones 97

tres cifras, que podrian ser 4, 4 y 2 0 4, 3 y 3. Nos conviene la primera opcién para poner
el 2 en el primer lugar, y asi formamos el nimero N = 2449999999999.

(Verificacion: S(N) = 2+4+4+10-9 = 100, S(2N) = 5(4899999999998) = 4+8+10-9+8 =
110.)
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