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Resumen

Balancear dinAmicamente la carga en un clister computacional, para evitar el desbalance de las asignaciones, es
dividir equitativamente y en cualquier instante la carga de trabajo que se ha de repartir entre los nodos. El desbalance
puede ser resuelto si uno o mas nodos pueden migrar parte de sus trabajos. Una manera de decidir la migraciéon es
analizar, a través de una teoria, la estabilidad en el clister. Para el anélisis de estabilidad, los métodos basados en la
teoria de Liapunov tienen un lugar destacado por la riqueza conceptual. El objetivo de este trabajo es formular un
modelo matemaético basado en ecuaciones diferenciales lineales, que compruebe la estabilidad del clister y permitan
la ejecucion y migracion de los trabajos. En este trabajo se concluye que si las cargas de los nodos tienden a sus puntos
de equilibrio, las nuevas tareas de migracion no necesitaran la comprobacion de la estabilidad de los nodos para que
puedan ser ejecutadas.
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Modelo de balance de carga para un cliister computacional basado en la estabilidad de Lyapunov
Aquiles Barreto y Yudith Cardinale

Load Balancing Model for a Computational Cluster based
on Lyapunov Stability

Abstract

Dynamic load balancing on a cluster computing consists on evenly dividing, at any moment of time, the
workload to be distributed among the nodes, in order to avoid load unbalance. Load unbalance can be resolved if one
or more nodes can migrate some of their work. Using a theory to allow the analysis of stability in the cluster is a way to
decide the migration tasks. In the field of stability analysis, methods based on Lyapunov theory have a prominent place
for the extent of stability concepts. The aim of this work is to develop a mathematical model based on linear differential
equations representing the load, execution, and migration of task on a cluster computing. With the model, it is possible
to determine the stability of the cluster. If the workload on the nodes tends to their equilibrium, new migration tasks
do not need to check the stability of the nodes so they can be executed.

Key words: Computing Cluster, Linear Systems, Load Balancing, Liapunov Stability, Krasovskii Method

Introduccions evitado. El balance de carga en un clister se pue-
de mantener con un procedimiento que divide de
la manera mas equitativa posible el trabajo que se
ha de repartir entre los procesadores, y asi evitar
el desbalance producto de la misma asignacion.
El desbalance puede ser resuelto si una o mas ma-
quinas pueden migrar parte de sus trabajos a otras
maquinas que no estén usando su capacidad méaxi-
ma en ese momento. Llevar la red de un estado de
desbalance a uno de balance es una tarea que debe
llevarse a cabo en el menor tiempo posible y una
vez alcanzado el balance, este estado debe perma-
necer el mayor tiempo posible.

Un claster computacional es un conjunto de
computadoras independientes e interconectadas,
trabajando juntas como si fueran un solo recurso,
permitiendo procesamiento paralelo o distribui-
do. Este tipo de sistema provee una alternativa
de multiprocesadores de bajo costo. Hoy dia, los
clasters computacionales son considerados como
una plataforma estandar para la computacion de
alto desempeno (high performance computing)
(Dongarra, 2011).

Como en toda red, en un claster, el desba-
lance puede provocar la saturaciéon de sus nodos y
el posterior colapso del mismo, el colapso debe ser

La eficiencia de la convergencia a un esta-
do de carga balanceado dependera basicamente

3 Especial agradecimiento al Prof. Blai Bonet (Departamento de Computacion y Tecnologia de la Informacion, Universidad Siméon
Bolivar, Caracas, Venezuela) por su valiosa contribucion en el desarrollo de este articulo.
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de dos factores, la direccion elegida para el envio
del flujo de informacion entre los procesadores y
la estructura de datos elegida para el sistema de
balanceo de carga (Bronevich y Meyer, 2008).
Para abordar el primer factor y decidir, a través
de un algoritmo de migracion eficiente, el origen
y el destino de los trabajos a migrar, se necesita
previamente resolver los problemas inherentes al
segundo factor, la estructura de datos a través de
la cual se decidira la factibilidad de la migracion.
Para llevar a cabo el segundo factor en este trabajo,
se modelara el clister como un sistema dindmico
que evoluciona a través del tiempo. Tal evolucion
viene dada por la razén de cambio (medida en uni-
dades de trabajo por unidad de tiempo) de los tra-
bajos que se generan en un nodo y se ejecutan en
ese mismo nodo o la fracciéon de éstos que deban
migrar a otro nodo para completar su ejecucion y
asi balancear la carga.

Un modelo matematico de un sistema di-
namico se define como un conjunto de ecuacio-
nes que representan la dindmica del sistema con
precision, o al menos, bastante bien. Un modelo
matemaético no es tinico para un sistema determi-
nado. Un sistema puede representarse de muchas
formas diferentes, por lo que puede tener mu-
chos modelos matemaéticos, dependiendo de cada
perspectiva. La dindmica de muchos sistemas se
describe en términos de ecuaciones diferenciales
(Blanchard, Devaney y Hall, 1999). Obtener un
modelo matematico razonable es la parte mas im-
portante de este anélisis.

El estudio de estabilidad para los sistemas
lineales y no lineales provee varios métodos de
analisis de estabilidad, uno de ellos es el método

de Krasovskii. El método de Krasovskii ofrece con-
diciones suficientes para los sistemas no lineales y
condiciones necesarias y suficientes para los siste-
mas lineales para que el estado de equilibrio sea
asintoticamente estable y difiere de otros métodos
porque no esta limitado a pequenas salidas a par-
tir del estado de equilibrio (Ogata, 2009).

Este trabajo propone un modelo matemati-
co de balance de carga dindmico de un cltster de
computo heterogéneo, basado en ecuaciones dife-
renciales lineales. Se utiliza el método de Krasovs-
kii, que esta basado en la teoria de estabilidad de
Lyapunov, para determinar como es la estabilidad
en el claster ajustando los parametros del modelo
planteado. A través del ajuste de los parametros
del modelo se puede estudiar la posibilidad de
obtener y mantener las condiciones necesarias y
suficientes para alcanzar la estabilidad asintdtica
del sistema y asi el balance de carga dinamico en
el cltster o por el contrario concluir que el balance
es inestable.

La presentacion del trabajo se estructura
en las siguientes secciones. La primera secci6on
describe los conceptos preliminares de la inves-
tigacion y enuncia los teoremas de estabilidad a
utilizar. La siguiente seccidon plantea nuestra pro-
puesta de modelo matemaético para el balance de
carga dindmico de un claster computacional de n
nodos. Luego recreamos un caso de estudio para
el modelo planteado considerando un claster de 3
nodos, y mas adelante se describen algunos traba-
jos relacionados con esta investigacion. Por tltimo
se muestran algunas conclusiones alcanzadas en
esta investigacion y los trabajos futuros que desa-
rrollaremos.
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Preliminares

El objetivo fundamental de un claster de
computadoras es el de brindar una mayor poten-
cia de computo que lalograda por una sola compu-
tadora, logrando menores tiempos de respuestas.
Otro objetivo es el de permitir el compartimiento
de recursos entre los nodos del cltster y el descu-
brimiento dindmico de los mismos por parte de
dichos nodos. El manejo adecuado de los recursos
garantiza alta disponibilidad y alto desempefio en
el claster. Un claster que administra e identifica
dinamicamente los recursos disponibles, libera al
usuario de gestionar la disponibilidad, los méto-
dos de acceso y cualquier otra politica de seguri-
dad y uso de los recursos, y la manera de selec-
cionar y asignar los recursos mas apropiados para
cada proceso.

Para lograr una eficiente gestion de los re-
cursos y mejor desempeno en aplicaciones de
computo cientifico, una tarea importante es la
asignacion de carga computacional al conjunto
de procesadores. Después de algin tiempo de ini-
ciada alguna tarea de computo, la asignacion de
trabajo a los procesadores puede ocasionar serios
desbalances. Para mantener el balance en los si-
guientes pasos de computo, un procedimiento de
repartir que hard movimientos periodicos de los
datos entre los procesadores para mantener el vo-
lumen de comunicacion bajo en las futuras itera-
ciones de las tareas (Catalyurek, Boman, Devine,
Bozdag, Heaphy y Riesen, 2009).

El balance de carga entre los nodos de un
claster puede ser modelado a través de un sistema
dinamico (Papachristodoulou, Peet, y Niculesco,
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2007). En un sistema dindmico determinado, por
lo general, el aspecto cuya determinacién es mas
importante es la estabilidad. Si el sistema es lineal
e invariante con el tiempo, existen muchos crite-
rios de estabilidad. Entre ellos estan el criterio de
estabilidad de Nyquist y el criterio de estabilidad
de Routh. Sin embargo si el sistema es no lineal o
lineal pero variante con el tiempo, tales criterios
de estabilidad no aplican. El segundo método de
Lyapunov (también conocido como método direc-
to de Lyapunov) es el método més general para la
determinacion de la estabilidad de los sistemas no
lineales o variantes con el tiempo. Por supuesto,
este método se aplica a la determinacién de la es-
tabilidad de los sistemas lineales e invariantes con
el tiempo (Ogata, 2009).

a) Conceptos basicos de migracion y
balance de carga

El balance de carga estatico se caracteri-
za por un conocimiento previo de la aplicaciéon a
ejecutar, las caracteristicas del sistema y la carga
total de trabajo que se ha de repartir entre los pro-
cesadores. Es de bastante utilidad en problemas
de computaciéon paralela y en técnicas de enru-
tamiento de paquetes. Una vez que el balance de
carga se ha realizado, asignaciones posteriores de
carga no son permitidas.

El balance de carga dinamico se puede
adaptar a los cambios que se presenten en el siste-
ma, acorde a un protocolo para detectar y enfren-
tar esos cambios, como por ejemplo la migracion
de trabajos. El balance de carga dindmico es re-
querido en una variedad de problemas de las cien-
cias de la computacién, como sistemas de opera-
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cién, problemas de optimizacién combinatoria y
en general problemas de paralelismo en los que no
se conoce a priori la naturaleza de los trabajos a
paralelizar.

Existen dos esquemas bases en el balance de
carga dindmico: orientado al servidor (también co-
nocido como work-sharing) y orientado al recep-
tor (work-stealing). El primero de ellos entrega las
decisiones de migracion al nodo que se encuentra
sobrecargado de trabajo, y su objetivo es que todos
los nodos conectados tengan la misma cantidad de
trabajo. El segundo entrega las decisiones de mi-
gracion al nodo que no posee carga de trabajo, y
su objetivo es aprovechar los ciclos de CPU ociosos
para realizar un trabajo en paralelo. El primero de
estos esquemas ha sido fuertemente estudiado en
la literatura, pero en la practica su eficiencia decae
al agregar mas trabajo a un nodo saturado (Bustos,
2006). Por otro lado, segiin Berenbrink Friedetzky
y Goldberg, (2001) “a pesar de su utilidad en la
préctica, no existen resultados tedricos conocidos
sobre work-stealing”. Mas atn, todos los estudios
tedricos de balance de carga dindmico se funda-
mentan sobre la migracion fuerte de trabajos, en
que los trabajos migran de un nodo a otro al mo-
mento de recibir el requerimiento de migracion y
no sobre la migracion débil, utilizada en la practica
por su menor costo y en que los trabajos deben es-
perar por un estado estable en su ejecucion antes
de realizar la migraci6on (Bustos, 2006).

b) Método directo de Lyapunov

A partir de la teoria clasica de la mecénica,
sabemos que un sistema vibratorio es estable si
su energia total (una funciéon definida positiva) es

continuamente decreciente (lo que significa que la
derivada de tiempo de la energia total debe ser ne-
gativa) hasta que alcanza un estado de equilibrio.

El método directo o segundo método de
Lyapunov se basa en una generalizacion de este
hecho: si el sistema tiene un estado de equilibrio
asintoticamente estable, la energia almacenada en
el sistema desplazada dentro del dominio de atrac-
cion se descompone conforme transcurre el tiem-
po, hasta que finalmente adopta su valor minimo
en el estado de equilibrio. Sin embargo, para los
sistemas puramente matematicos, no existe una
forma simple de definir una “funcién de energia”.
Para superar esta dificultad, Lyapunov introdujo la
funcién de Lyapunov, una funciéon de energia ficti-
cia. No obstante, esta idea es més general que la de
la energia y tiene mas posibilidades de aplicacion.
De hecho, cualquier funciéon escalar que satisfaga
la hipdtesis de los teoremas de estabilidad de Lya-
punov sirve como funcién de Lyapunov. Para los
sistemas simples (por ejemplo, sistemas lineales),
podemos vislumbrar las funciones de Lyapunov
convenientes; pero, para un sistema complicado
(por ejemplo, un sistema no lineal), resulta bas-
tante dificil encontrar una funcién de Lyapunov
(Papachristodoulou et al., 2007).

Las funciones de Lyapunov dependen de
Xi, Xs, ... Xn ¥ 1. Las representaremos mediante
V(Xy, Xay ... , Xn, 1) 0 simplemente mediante V(x, t).
Si las funciones de Lyapunov no incluyen t expli-
citamente, las representamos mediante V(x,, X,
.. s Xn), 0 V(). En el segundo método de Lyapunov,
el comportamiento del signo de V(x, t) y el de su
derivada con respecto al tiempo V(x, t) = dV(x, t)/
dt nos ofrece informacién con respecto a la esta-

87



Modelo de balance de carga para un cliister computacional basado en la estabilidad de Lyapunov

Aquiles Barreto y Yudith Cardinale

bilidad, la estabilidad asintoética, o la inestabilidad
de un estado de equilibrio sin que nos obliguen a
que obtengamos directamente la solucion. Esto se
aplica tanto a los sistemas lineales como a los no
lineales.

Se puede demostrar que si una funcién es-
calar V(x), en donde x es un vector de dimensién n,
es definida positiva, los estados de x que satisfacen
V(x) = C, en donde C es una constante positiva, se
encuentran en una hipersuperficie cerrada en el
espacio de estados de n dimensiones, al menos en
la cercania del origen. Si V(x) > « conforme |x| —
0, entonces, las superficies cerradas se extienden
sobre el espacio de estados completo. La hiper-
superficie V(x) = C,, se encuentra completamente
dentro de la hipersuperficie V(x) = C,, si C, < C,
(Ogata, 20009).

Para un sistema determinado, si se encuen-
tra una funcién escalar definida positiva V(x) tal
que su derivada con respecto al tiempo, tomada a
lo largo de una trayectoria, sea siempre negativa,
entonces, conforme se incrementa el tiempo, V(x)
adopta valores cada vez mas de C. Conforme se in-
crementa el tiempo, V(x) finalmente se reduce a
cero y, por tanto, x también se reduce a cero. Esto
implica la estabilidad asintotica del origen del
espacio de estados. El teorema principal de Lya-
punov, que es una generalizacion del hecho ante-
rior, proporciona una condicién suficiente para la
estabilidad asintotica. Este teorema se enuncia a
continuacion.

¢) Teorema principal de Lyapunov

Suponga un sistema que se describe me-
diante x = f(x, t) en donde (0, t) = 0, para toda t.
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Si existe una funcion escalar V(x, t) con pri-
meras derivadas parciales continuas, que satisface
las condiciones:

1. V(x, t) es definida positiva
2. V(x, t) es definida negativa

entonces el estado de equilibrio en el origen
es uniforme y asint6ticamente estable. Si, ademas,
V(x, t) > « conforme |x| — «, entonces el estado
de equilibrio en el origen es uniforme y asintética-
mente estable en general.

d) Método de Krasovskii

El estudio de la estabilidad de los sistemas
lineales y no lineales provee varios métodos. El
teorema o método de Krasovskii para la estabili-
dad asintotica en general ofrece condiciones sufi-
cientes para los sistemas no lineales y condiciones
necesarias y suficientes para los sistemas lineales
y difiere de otros métodos porque no esta limitado
a pequenas salidas a partir del estado de equilibrio
(Ogata, 2009). El teorema o método de Krasovs-
kii es una aplicacion de la teoria de estabilidad de
Lyapunov (Papachristodoulou et al., 2007), y en
particular del método directo de Lyapunov, que a
su vez es el método mas general para la determi-
nacion de la estabilidad de los sistemas lineales y
no lineales variantes o no en el tiempo.

Un estado de equilibrio de un sistema no
lineal puede ser estable incluso si no se satisfacen
las condiciones especificadas en este teorema. Por
tanto, al usar este teorema se debe tener cuidado
de no llegar a conclusiones erréneas con respecto
a la estabilidad de un sistema no lineal determi-
nado.
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e) Teorema de Krasovskii

Suponga que f(0) = 0 y que f(x) es diferen-
ciable con respecto a x;, 1 = 1, 2, ..., n. Se define
la matriz jacobiana para el 51stema del modo si-
guiente:

a(fy,fo, ..., 1
H@:[UZ )
0(%1,%5, -, Xn)

of, of,  of,
o, of,  of,
Fx) = (0x, 9%,  Ox

of, af,  of,

dx; 0%, 0%,

Asi mismo se define:
F(x) = F*(x) + F(x)

En donde F*(x) es la transpuesta conjuga-
da de F(x). Si f(x) es real, entonces F(x) es real
y F*(x) se escribe como F’(x). Es evidente que
F(X) es claramente hermitiana (simétrica si F(x)
es real). Si F(X) es definida negativa, el estado de
equilibrio es asintéticamente estable. Una funciéon
de Lyapunov (Li y Gu, 2010; Nikravesh y Vali,
2007) para este sistema es:

V() =1 x)f(x)

Ademas, si f*(x) f (x) ~ « conforme |x| —
~, entonces el estado de equilibrio es asintotica-
mente estable en general. Para saber si F(X) es
definida negativa, aplicamos el criterio de Sylves-
ter (Ikramov y Savel'eva, 1998) para definidad
negativa sobre todas las menores principales de
F(x), esto es, sea F(x) una forma cuadratica en-

tonces F(x) es definida negativa < (—1)* determi-
nante (F(x))k >0,k =1, 2, ..., n. Luego al aplicar
el criterio de Sylvester a todas las menores prin-
cipales de F(x) se obtiene un sistema expresado
en forma de matrices de desigualdades (Seuret,
2009; Ariba y Gouaisbaut, 2008; Fridman y Ni-
culescu, 2007).

Modelo de balance de carga dinamico para
clasteres computacionales: la propuesta

Para nuestro modelo matemaético, se consi-
dera un claster de n nodos, donde:

e n>1.

« El balance de carga que regird este modelo es
el balance de carga dinamico centralizado, es
decir, se seguira una estructura tipica maestro/
esclavo o de programacion por demanda, en la
que el nodo maestro tiene la coleccion comple-
ta de la carga a ejecutar. La carga de trabajos
es repartida entre los nodos esclavos y cuando
alguno de éstos finaliza la ejecucion de su car-
ga, solicita una nueva carga al nodo maestro. El
nodo maestro no se involucra en la ejecuciéon de
trabajos, solo distribuye la carga que a través de
él ingresa al cluster, de alli que el valor minimo
de nodos en el clister es 2. Este enfoque es ideal
para cltsteres de alto desempeno.

Un modelo matematico para un claster de
computo, basado en la ley de equilibrio o tasa de
cambio para problemas de flujo, se puede definir
considerando la siguiente hipotesis:

« Sea Carga,(t) la cantidad de trabajos a ejecutar
en cualquier momento t en el nodo i, la varia-
cion del volumen de trabajos a ejecutar o tasa de

&9
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cambio en el nodo i viene dada por la diferencia
de las cargas de entrada y salida expresada en

dCarga;
dt

La cantidad de trabajo de un nodo en cual-
quier instante de tiempo es la unidad fundamen-
tal de este modelo y que a su vez representa la
carga del nodo. La naturaleza de las aplicaciones
que generan carga no esta contemplada en este

cantidad de trabajos por unidad de tiempo, para
1<i<n,estoes:

= Carga de entraday ;. — Carga de saliday,q, ;

ejemplo por tratarse de un enfoque a bajo nivel.
Una ecuacion algebraica para este modelo esta
dada por la carga en unidades de trabajo para un
nodo en cualquier instante de tiempo [3], para 1 <
1,j < n,i+J,esdecir:

Carga{*? = Carga¥ + CargaObtenida_de_OtrosNodos; .;

— CargaMigrada_a_OtrosNodosa; ; ® _ CargEjecutada_en_el_Nodoi(t)

donde:

Carga;*V: esla carga del nodo i en el ins-
tante t+1.

Carga;": representa la carga del nodo i en
el instante t.

CargaObtenida_de_OtrosNodos; ,{*:
es la carga ganada por el nodo i proveniente de
otros nodos en el instante t.

CargaMigrada_a_OtrosNodosa,-ﬁj(t):
representa la carga migrada del nodo i a otros
nodos en el instante t.

Carganecutada_en_el_Nodoi(t): es
la carga de trabajo finalizada en el nodo i en el ins-
tante t.

Para este modelo se usaran las siguientes
variables y pardmetros para1<i<n:

« t = Tiempo. Es la variable independiente.
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« Carga; = Carga en unidades de trabajo del nodo
i generada desde el mismo nodo o proveniente
de otros nodos en cualquier instante de tiempo
t. Representa la variable dependiente.

« VC; = Velocidad promedio de carga en el nodo 1
expresada en Mb/seg (sblo para el nodo maes-
tro, para los restantes nodos es igual a cero). Es
un parametro.

« TTC; = Tamanio promedio de los trabajos ex-
presado en Mb que se cargan en el nodo 7 (sélo
para el nodo maestro, para los restantes nodos
es igual a cero). Representa un parametro.

« VM; = Velocidad promedio de migracién desde
el nodo i expresada en Mb/seg. Es un parame-
tro.

« TM; = Tamano del espacio de memoria para tra-
bajos del nodo 7 expresada en Mb. Representa
un parametro.
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» VE; = Velocidad promedio de ejecucion de tra-
bajos en el nodo i expresada en Mb/seg. Es un
parametro.

« Carga_a_migrar; = Carga a migrar del nodo
i a otros nodos. La carga migrada a un nodo
serd aceptada si su carga actual sumada a la
que recibird por migracién es menor que su
capacidad de memoria. Representa un para-
metro.

dCarga; T
- = " = .k pe—
dt t t TM;

L

Carga_a_migrar; =

(n — 1)VM;

Carga; —

Luego a partir de las ecuaciones (1) y (2) se
puede expresar la hipotesis del modelo a través
de la siguiente ecuacion diferencial lineal, donde
s6lo uno de los nodos es el nodo maestro y para
los otros n — 1 nodos restantes VC = 0 y TTC = 0 (el
clister carga trabajos s6lo a través del nodo maes-
tro). De igual forma VE = 0 para el nodo maestro,
por su condicion de no ejecutar y solo distribuir
carga de trabajo entre los nodos esclavos. Luego
parai1<i,j<n,i#Jj, tenemos:

VE;
Carga; — — Car‘ga, Z Y Carga;

JE (3)
TM,; si Carga; = TM;

Carga_a_migrar; = 0 en cualquier otro caso

Donde:

VC; * TTC;: representa la cantidad de trabajos por segundo que estan ingresando al claster a través

Mb  Trabajos Trabajos
del maestro (VCI- *TIC; = —x— —=———).
g
(n—1)VM;
TM;

Mb

-Carga;,

i

nodos restantes ((l‘l DVM;
™

i

Mb
VE; Seg . Trabajos
—L Carga; = = 4 Trabajos = ——2= ).
T™; Mb

seg

L] Carga; + X7

VM;
j 1TM j= i+1 o TM

Seg .
= =€ 4 Trabajos =
Mb

Carga;: es la cantidad de trabajos por segundo que sera migrada desde el nodo i a los n-1
Trabajos
seg .

VE; . . . . .
T_ML Carga;: representa la cantidad de trabajos por segundo ejecutados o finalizados en el nodo 1

:eslacargade trabajos por segundo que ser obtenida por el nodo i prove-

seg

v Trab
niente de los restantes nodos (TM{ Carga; = i:g + Trabajos = 12 aJos)_
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Los parametros son cantidades que no cam-
bian con el tiempo (o con la variable independien-
te) pero pueden ajustarse por causas naturales o
a través de experimentos. El aspecto mas impor-
tante de este estudio consiste en determinar la
manera como cambian las variables dependientes
cuando se ajustan los parametros. Un buen ajuste
de parametros garantizara que el modelo repre-
senta fielmente la caracteristica real que se quiere
modelar del cluster, el balance de carga dinamico.
Luego, si los datos reales concuerdan con el mode-
lo, se tendra confianza en que la hipdtesis hecha al
crear el modelo es razonable y éste puede usarse
para hacer predicciones; si no concuerdan, enton-
ces debemos estudiar y mejorar nuestras suposi-
ciones. En todo caso, aprendemos mas acerca del
sistema al compararlo con el modelo.

Con este modelo, se prueba si hay condi-
ciones para una estabilidad asintética del sistema.
Esto es, se prueba si hay condiciones necesarias y
suficientes para garantizar el balance de carga di-
namico en el claster, con los pardmetros ya esta-
blecidos. La idea es emplear algiin método, basado
en el segundo método de Lyapunov (también co-
nocido como método directo de Lyapunov), para
examinar la estabilidad del sistema. Un ejemplo
de este tipo de métodos es el método de Krasovskii.
Si con estos parametros se cumple con el teorema
de Krasovskii, entonces el estado de equilibrio es
asint6ticamente estable en general, de lo contrario
se debe volver a iterar intentando un nuevo ajuste
de parametros. El resultado obtenido es de vital
importancia a la hora de decidir una migraciéon a
través de un algoritmo de migracion, es decir, si

92

se puede concluir que el equilibrio en el claster de
computo es asintéticamente estable, tendremos
certeza de que el funcionamiento del cltster es
adecuado para realizar tareas de migracion en las
que no se requiera conocer previamente la estabi-
lidad del sistema.

La siguiente seccion muestra a través de un
ejemplo sencillo de un claster de 3 nodos, como
se usa el modelo propuesto para determinar la es-
tabilidad asintoética del sistema. Esto es, probar si
hay condiciones necesarias y suficientes para ga-
rantizar el balance de carga dindmico en el cltster,
con los parametros establecidos.

Caso de estudio: ejemplo de uso del modelo
propuesto

Esta seccion ilustra la aplicabilidad del mo-
delo con un caso de estudio simple que consta de
un cltster computacional de 3 nodos, usando da-
tos sintéticos para instanciar las variables y para-
metros del modelo. Estos valores son los mostra-
dos en la Tabla 1, y representan el primer ajuste
de valores a parametros. Si el modelo concluye
que el claster es inestable en sentido de Liapuniov-
Krasovskii, se pueden intentar nuevos ajustes de
parametros al modelo hasta concluir con la estabi-
lidad o inestabilidad definitiva del sistema.

a) Escenario

Se modela un cldster computacional con n
= 3 nodos, el nodo 1 representando al nodo maes-
tro y cuyos valores de variables y parametros se
muestran en la Tabla 1.
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La Figura 1 muestra graficamente el es-
quema del cluster.

A partir de la ecuacién general (3) y los va-
lores mostrados en la Tabla 1, se puede expresar
el modelo a través del siguiente sistema de ecua-
ciones diferenciales representado por (4), (5) y (6).
Se us6 GNU Octave-3.2.2 para recrear el modelo.

Se integra para un intervalo de 6 horas, es
decir, desde t = 0 hasta t = 21600 segundos te-

dCarga, 2Carga, . Carga, Carga,
dt 1024 2048 T 2006 P
dCarga 3Carga, Carga Carga
2 _ _ 24 14 3 (5)
dt 2048 1024 4096
dCarga3 3Carga, + Carga, Carga,
& - 2096 T 1024 T 2048 ©
Figura 1
Esquema del claster
Memoria
de trabajo
del Nodo 1
Nodo 1 ™ = || VC1 =2 MbiSeg
Principal 1024 Mb "] TTC1 = 2 Trabajos/Mb
——
VM1 =1 Mb/Seg
Memoria Memoria
de trabajo de trabajo
del Nodo 2 del Nodo 3
TM2 = TM3 =
Nodo2 | ||(>045 mb 4096 mp || | Nodo3

—
VM2 =1 Mb/Seg

[ VE2 = 1 Mbiseg

| s— |
VM: = 1 Mb/Seg
)—J I—-{ VE:=1MbiSeg |

niendo como condiciones iniciales, Carga;(0) = 1,
Carga,(0) = 1y Cargas(0) = 1. Observe la gréfica
resultante en la Figura 2.

Para esta solucion, la carga de trabajo de
cada nodo tiende a estabilizarse transcurridos los
primeros 15000 segundos y pareciera permanecer
estable cuando t — «. Si esto es cierto, para este
ajuste de parametros, cada nodo tiende a su pun-
to de equilibrio. Observe que la curva de Cargagy)
crece mas que las otras dos, esto es debido a que
el nodo 3 tiene mayor capacidad de memoria para
almacenar trabajos, como lo muestra el parametro
en la Tabla 1.

Tabla 1
Valores iniciales de parametros y variables
Nodo 1 (Maestro) Valor
VC, (Promedio) 2 Mb/seg
TTC (Promedio) 2 Trabajos/Mb
VM, (Promedio) 1 Mb/seg
™, 1024 Mb
VE, o
Carga (t=0) 1 Trabajo
Nodo 2 (Esclavo)
VC (o)
TTC o
VM, (Promedio) 1 Mb/seg
TM. 2048 Mb
VE_ (Promedio) 1 Mb/seg
Carga_(t=0) 1 Trabajo
Nodo 3 (Esclavo)
VC o)
TTC 0
VM, (Promedio) 1 Mb/seg
T™ 4096 Mb
VE, (Promedio) 1 Mb/seg
Carga (t=0) 1 Trabajo
Intervalo de experimentacion: Hasta t=21600
6 horas Desde t=0 seg
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Figura 2
Solucion grafica del modelo para o < t < 21600 seg (6 horas)

Carga de trabajo para los nodos del cluster

10000 T T

8000

6000

Cargai(t)

4000

Cargal(t)——
Carga2(t)----
Carga3(t)- - -

2000

0 5000 10000

También se aprecia que Carga,(t) se incre-
mente al inicio mas rapidamente que en los otros
nodos dado que es a través del nodo 1 que el clis-
ter adquiere los trabajos a ejecutar (nodo 1 es el
nodo maestro); asi puede observarse que esta su-
pera los 2048 trabajos (la capacidad maxima de
memoria para trabajos del nodo 1 es de 1024 Mb,
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15000 20000 25000

t(seg)

los trabajos se almacenan a razon de 2 trabajos/
Mb de acuerdo a los parametros mostrados en la
Tabla 1) rebasando su capacidad de memoria y
generando rapidamente un desbalance en el cltis-
ter. En Figura 3 se muestra la necesidad de mi-
gracion de los nodos para balancear la carga del
claster.
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Figura 3
Necesidad de migracion de cada nodo del claster

Carga de trabajo a migrar para los nodos del cluster

2000 =i | TP PPN LT

-2000

Carga_a_migrari(t)

4000 bt

-6000

-8000

1 —

5 Carga a migrar desde el nodo 1 ——
Carga a migrar desde el nodo 2 ----
Carga a migrar desde el nodo 3 - - -

Adicionalmente, puede observarse en la
Figura 3 que los nodos 2 y 3 no requieren migrar
carga, sin embargo, el nodo 1 requiere migrar al
menos 1024 Mb de carga (se debe recordar que el
eje y de la grafica representa la carga en trabajos,
y que el tamafio promedio de un trabajo es 512
Mb, es decir, 2 trabajos/Mb) que representa justo
el exceso de carga observado en la Figura 2, pero
si el nodo 1 migra su exceso, el clister atin per-

0 5000 10000
t(seg)

15000 20000 25000

manecera desbalanceado porque los nodos 2 y 3
tienen su capacidad de memoria al maximo como
se aprecia en la Figura 2. Esta situacion amerita
un nuevo ajuste de parametros en el modelo del
claster. Para esta segunda iteracion se disminuira
la velocidad de carga de trabajos en el nodo maes-
tro (VC) de 2Mb/seg a 1Mb/Seg, luego se efectiia
el cambio en el sistema de ecuaciones y se genera
una nueva solucién. Las soluciones graficas son
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mostradas en las Figuras 4 y 5. Se observa aho-
ra que disminuyendo a la mitad VC,, la carga del
nodo 1 no excede su capacidad de memoria y la
carga de los nodos 2 y 3 sélo ocupa la mitad de
la capacidad de memoria para ambos nodos. Si
este comportamiento se mantiene asi a través del
tiempo, el claster puede trabajar balanceadamen-
te. Para validar si la carga en los nodos del cltster
tiende a su punto de equilibrio, se usara el méto-
do de Krasovskii. Si se concluye que el sistema de
ecuaciones que describe el clister es asintotica-
mente estable en general, entonces la carga en los
nodos del clister si tiende a su punto de equilibrio
y para cualquier otra necesidad de migracion por
parte de los nodos esclavos, esta podra llevarse a
cabo sin requerirse previamente la comprobacion
de la estabilidad del sistema.

Seguidamente partiendo del sistema de
ecuaciones diferenciales y aplicando el teorema
o método de Krasovskii se buscan las condicio-
nes necesarias y suficientes para una estabilidad
asintotica del sistema, esto es, probar si hay con-
diciones necesarias y suficientes para garantizar el
balance de carga en el claster con los parametros
ya establecidos en cualquier instante de tiempo t,
para ello debe reescribirse el sistema de ecuacio-
nes diferenciales (4), (5) y (6) de la forma siguien-
te:

x = f(x)

en donde x es un vector de dimensioén n (vector de
estado) y f(x) es un vector de dimensioén n cuyos
elementos son funciones lineales de x,, x,, ... , Xp.
Para este caso, [x,,x,,x,] = [Carga,,Carga,,Carga,]

. SR dCarga,; dCarga, dCarga3]
X=X, X0,Xa| = , , . Se
y %1, %2, %] [ dt dt dt
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asume ademas que f*(x)f(x) > « conforme |x|
. Luego nuestro sistema con el cambio efectuado
a VC, nos queda:

c —9 2%, X2 X3 7
%1 =2~ 1022+ 2048 T 2096 "
. Xq 3%, X3
= - 8
X2 = 1022~ 2048 T 2096 )
. Xq X2 3%3
- - 9
X3 = 1022 T 2048~ 2096

A partir de las ecuaciones (7), (8) y (9) y
aplicando el teorema de Krasovskii descrito ante-
riormente se obtiene:

—2/1024 172048  1/4096
F(x)= | 1/1024 —3/2048 1/4096
1/1024 172048 —3/4096
—2/1024 1/1024  1/1024
F(x)=| 1/2048 —3/2048 1/2048

1/4096  1/4096 —3/4096
—4/1024  3/2048  5/4096
F(x)= | 3/2048 —6/2048 3/4096
5/4096  3/4096 —6/4096

Aplicamos el criterio de Sylvester a todas
las menores principales de F(x):

: <0
1024

—4/1024 3/2048

3/2048 —6/2048] ~ °
—4/1024 3/2048  5/4096
3/2048 —6/2048 3/4096 | < 0
5/4096  3/4096 —6/4096
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Para cada menor principal se cumple el
criterio de Sylvester para definidad negativa so-
bre F(x). Entonces si F(x) es definida negativa, el
estado de equilibrio es asint6ticamente estable en
general. Estas conclusiones justifican el comporta-
miento observado en las Figuras 4 y 5. Luego, se
puede concluir que los tres nodos trabajaran ba-
lanceadamente para el modelo planteado.

Trabajos relacionados

La teoria de estabilidad de Lyapunov y los
métodos que son aplicaciones de ésta, han ganado
cada vez mas terreno en el campo del balance de
carga dinamico asociado a sistemas de miltiples
computadoras. En la literatura se han desarrolla-
do muchos algoritmos de protocolo de consenso
para redes a lo largo de los altimos afios. La ro-

Figura 4
Solucion grafica del modelo con VC, = 1Mb/seg para 0 < t < 21600 seg (6 horas)

Carga de trabajo para los nodos del clister

5000 T T

1
8 Carga(t)
' Carga2(t)------
Carga3(t)- - — -
4000 frer e . ........................ ............... i deee T ._ .................... -
: o :
~ 3 :
! -~ : i
: e 3 2
3000 fc-ccceeeei e _/ ................... _ ...................... -
5 :
= 5
@ M
(&) 5
2000 - —\—— -
1000 . -
0 1 1
0 5000 10000 15000 20000 25000

t(seg)
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bustez de esos algoritmos que implica la dindmica
no lineal, ha sido ignorada (Hui y Haddad, 2009).
Por robustez se entiende la capacidad del algorit-
mo de alcanzar la semiestabilidad bajo un modelo
con incertidumbre. En este trabajo se examina la
robustez de algunos algoritmos de protocolo de
consenso y se desarrollan condiciones suficientes
para la estabilidad utilizando el método directo de

Lyapunov. La semi estabilidad es la propiedad de
que cada trayectoria del sistema que se inicia en
un punto de equilibrio estable de Lyapunov con-
verge a un posiblemente diferente punto de equi-
librio estable de Lyapunov (Hui y Haddad, 2009).
Por tanto, esta semi estabilidad implica estabili-
dad de Lyapunov, y es lo que significa estabilidad
asintética.

Figura 5
Necesidad de migracion de cada nodo del claster con VC1 = 1Mb/seg

Carga de trabajo a migrar para los nodos del cluster

0
- ' Carga a migrar delsde el nodo 1
: Carga a migrar desde el nodo 2 =-------
Carga a migrar desde elnodo 3 - - - - -
2000 Lo A A — T SO 4
-
D B PRSP .
§ s e
© .
2 : —
al T 3
s 4 f
S 6000 fmeeririniiaininns A P i
5000 (ST e — T S . SO - N i
-10000 l I 1 1
0 5000 10000 15000 20000 25000

98

t(seg)



Enl@ce: Revista Venezolana de Informacion, Tecnologia y Conocimiento

Arfio 8: No. 3, Septiembre-Diciembre 2011, pp. 83-101

En (Barth y Bournez, 2009) se expone un
enfoque dindmico de balance de carga basado en
teoria de juegos, particularmente en el equilibrio
de Nash. Aqui se plantea un escenario donde las
tareas o trabajos son jugadores cuyo objetivo es
minimizar su propio costo. El costo de una maqui-
na es una funcién de su propia carga. La carga de
una maquina es la suma de los pesos de los tra-
bajos que estén ejecutando en ella. El objetivo del
trabajo es probar que a partir de informacién in-
completa sobre el juego se puede aprender y pro-
bar que se consigue un equilibrio de Nash a través
de algunas funciones de Lyapunov. En (Seuret,
2009) se propone un método basado en funciones
de Lyapunov-Krasovskii para el analisis de estabi-
lidad en sistemas lineales utilizando parametros
polinomiales. Las condiciones de estabilidad son
derivadas de una matriz lineal de inecuaciones.

En (Papachristodoulou et al., 2007) abor-
dan el problema del analisis de estabilidad para
los sistemas lineales con retardos variables en el
tiempo. La estabilidad de este tipo de sistemas es
de gran interés en redes de comunicacién como
también en otras areas. Ellos desarrollaron con-
diciones suficientes para la estabilidad robusta
usando descomposiciéon de sumas de cuadrados
en polinomios multivariados y el teorema Lyapu-
nov-Krasovskii.

En (Farias, Moallemi y Prabhakar, 2005)
se considera un modelo donde los trabajos se dis-
tribuyen a procesadores paralelos siguiendo una
distribucion de Poisson y cadenas de Markov. La
idea es que un trabajo que llega a un procesador
pueda ser ejecutado o migrado a otro procesador,
en este caso este crea K > 1 trabajos independien-

tes. Cuando K = 1 no se impone ningtn costo extra
por trabajos de migracion. El interés de este tra-
bajo esta dado para casos en donde K > 1, porque
tiene que decidirse si se migra o no. Por un lado
la migracion persigue balancear la carga, pero por
otro lado, la migracion en si es un trabajo extra
que hara disminuir el rendimiento del procesador.
En el trabajo de Farias et al. se plantean la inte-
rrogante: ¢Existe migracion débil que contribuya
a balancear la carga mientras provee alto desem-
peno? Ellos concluyen que migrar al procesador
menos cargado hace inestable al sistema y encuen-
tran que una leve variaciéon de esta regla lo hace
estable. La estabilidad es estudiada en el sentido
de Lyapunov.

En este trabajo se desarrolla un modelo ma-
tematico basado en ecuaciones diferenciales que
describe el comportamiento de un claster de com-
puto. De forma anéloga a los trabajos anteriores,
se usa la teoria de Estabilidad de Liapunov y en
particular el método de Krasovskii para analizar la
estabilidad en el flujo de carga de trabajo entre los
nodos. Si la carga de los nodos tiende a sus puntos
de equilibrio y no se aleja de ellos, puede llegar a
concluirse que el comportamiento del claster es
asintoticamente estable, de alli que, las proximas
tareas de migracion no requeriran de la compro-
bacion previa de la estabilidad de los nodos para
que éstas puedan ejecutarse.

Conclusiones y trabajos futuros
Para el conjunto de ecuaciones diferencia-

les que describen el funcionamiento del claster
de computo junto con los valores dados a los pa-
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rametros, el clister mantendra su estado balan-
ceado (la trayectoria del cltster, que partié de las
condiciones iniciales tiende a su estado de equi-
librio) siempre que se cumplan las condiciones
de las desigualdades (criterio de Sylvester a todas
las menores principales de F(x)) que son necesa-
rias y suficientes para una estabilidad asintética.
Luego, al tener la certeza de que el clister esta
asintéticamente estable, es decir, que alcanz6 su
estado de equilibrio, se pueden realizar tareas de
migracion sin necesidad de comprobar la estabili-
dad de los nodos antes de tales migraciones, esto
indudablemente se traduce en un incremento en
el desempefio del claster computacional. Este tra-
bajo abarco s6lo algunos parametros relacionados
con la asignacion, ejecucion y migracion de tareas
en un claster computacional de tres nodos, estos
parametros se ajustan s6lo al inicio de cada expe-
rimento. Si no se producen los resultados espera-
dos, debe repetirse el proceso.

Como trabajo futuro inmediato se desarro-
llar4 una aplicacion para ajustar dindimicamente
los parametros al modelo, de esta forma se cono-
cera de forma inmediata la configuracion que debe
tener el claster para garantizar su estado balan-
ceado, todo esto aplicado a un enfoque de migra-
cion débil.
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