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Resumen

El presente estudio pretende determinar el esquema basico del método de inves-
tigacién de Arquimedes de Siracusa, asi como las implicaciones histéricas y cientificas
del mismo. Se evaluaran para ello los dos procedimientos fundamentales de dicho mé-
todo: la aplicacion de un novedoso método heuristico de naturaleza mecanica y la pos-
terior confirmacion de sus resultados mediante el método de exhaucion.
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Abstract

In this paper the basic scheme of Archimedes of Syracuse’s investigative
method is presented, as well as its historical and scientific implications. For this
purpose the two fundamental procedures of such method will be evaluated: the
application of an innovative heuristic method of mechanical nature, and the further
proof of such results through the exhaustion method.

Key words: Archimedes, heuristic method, proof, exhaustion, infinitesimal calcu-
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I. Introduccion

Nacido hacia el afio 287 a. C., en la colonia griega de Siracusa, Arqui-
medes tiene un puesto privilegiado dentro de la historia de la ciencia, como
destacado matematico, fisico e ingeniero. Se le suele ubicar, junto con
Newton y Gauss, como uno de los tres matematicos mas grandes de la his-
toria. Su fama le ha hecho protagonista de numerosas anécdotas y leyendas,
registradas por famosos historiadores antiguos como Plutarco y Polibio. Su
muerte acontece en el afio 212 a. C. en su ciudad natal, luego de que su con-
tribucidn a la defensa de la misma, con sus ingeniosos artefactos, fuera in-
suficiente: Siracusa fue tomada por el cénsul romano Marcelo en un ataque
sorpresa, después de una ceremonia religiosa dedicada a la diosa Artemisa.
La version mas recurrente de la muerte de Arquimedes, presenta al genio
ensimismado en la resolucidn de un problema geométrico, ignorando las 6r-
denes de un soldado romano, lo cual provocé la ira de éste, quien con su es-
pada quit6 la vida al célebre matematico.

Veamos la version que nos ofrece Plutarco con relacion a este episo-
dio y a la consternacidon que provocd en Marcelo:

“Mas lo que principalmente afligié a Marcelo fue lo que ocurrid
con Arquimedes: hallabase éste casualmente entregado al examen
de cierta figura matematica, y, fijos en ella su animo y su vista,
no sintio la invasion de los Romanos ni la toma de la ciudad. Pre-
sentosele repentinamente un soldado, dandole orden de que le si-
guiese a casa de Marcelo; pero ¢l no quiso antes de resolver el
problema y llevarlo hasta la demostracion; con lo que, irritado el
soldado, desenvaind la espada y le dio muerte. Otros dicen que ya
el Romano se le present6 con la espada desnuda en actitud de ma-
tarle, y que al verle le rogd y suplicd que se esperara un poco,
para no dejar imperfecto y oscuro lo que estaba investigando; de
lo que el soldado no hizo caso y le pasé con la espada. Todavia
hay cerca de esto otra relacion, diciéndose que Arquimedes lleva-
ba a Marcelo algunos instrumentos matematicos, como cuadran-
tes, esferas y angulos, con los que manifestaba a la vista la mag-
nitud del Sol, y que dando con ¢l los soldados, como creyesen
que dentro llevaba oro, le mataron. Como quiera, lo que no puede
dudarse es que Marcelo lo sinti6 mucho, que al soldado que le
matd de su propia mano le mando retirarse de su presencia como



Molina, A., Revista de Filosofia, N° 58, 2008-1, pp. 23 - 40 25

abominable, y que habiendo hecho buscar a sus deudos los tratd
con el mayor aprecio y distincién.”!

Bastando los datos biograficos previos para conocer un poco del autor
y su contexto, adentrémonos en el tema principal de nuestro trabajo, esto es,
los elementos metodologicos del proceder investigativo de Arquimedes.

El método de investigacion del cientifico siracusano generd gran curiosi-
dad entre los matematicos y pensadores con el correr de los siglos, sobre todo
en el Renacimiento, surgiendo muchas especulaciones al respecto. Sélo en
1906 son disipadas en buena medida las dudas con relacién a dicho método,
cuando es descubierto por el fildlogo e historiador danés Johan Ludvig Hei-
berg, en un palimpsesto de Estambul, un nuevo texto de Arquimedes, denomi-
nado Del método relativo a los teoremas mecanicos, para Eratéstenes.”

Este texto, como su titulo deja entrever, contiene una propuesta de in-
vestigacion, inédita para su €poca: inclusion de consideraciones mecdnicas
en el razonamiento de un problema geométrico y en su argumentacion; in-
clusion que nos permite anticipar un resultado plausible, verosimil. Tal re-
sultado es demostrado posteriormente con todo el rigor que amerita para ser
aceptado plenamente como verdadero. Asi se dirige Arquimedes a Eratdste-
nes en el preambulo de dicho tratado:

“Reconociendo, como digo, tu celo y tu excelente dominio en
materia de filosofia, amén de que sabes apreciar, llegado el caso,
la investigacion de ciertas cuestiones matematicas, he creido
oportuno confiarte por escrito, y explicar en este mismo libro, las
caracteristicas propias de un método segun el cual te serd posible
abordar la cuestion de ciertas cuestiones matemdticas por medio
de la mecdnica. Algo que, por lo demas, estoy convencido, no es
en absoluto menos util en orden a la demostracion de los teore-

1 PLUTARCO: Vidas Paralelas, Tomo 1I, edicién electronica disponible en:
http//www.librosclasicos.org/ buscador/search.php?kw=plutarco, p. 373-374 (Gltima
consulta 12-01-07), también en: PLUTARCO: Vidas paralelas, ed. de A. Ranz Roma-
nillos, Vergara, Barcelona, 1968.

2 Heiberg habia publicado los textos de Arquimedes conservados hasta la fecha en Archi-
medis opera omnia cum commentariis Eutocii, Teubner, Leipzig, 1881. Luego de su
descubrimiento del nuevo escrito, lo incluye en dicha compilacién y publica entre 1910
y 1915 una nueva edicién de la misma. Esta edicion bilingtie (griego y latin), ha sido
desde sus inicios de caracter candnico para el estudio riguroso de la obra del matemati-
co de Siracusa.
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mas mismos. Pues algunos de los primeros que se me hicieron
patentes por la mecanica, recibieron luego demostracion por geo-
metria, habida cuenta de que la investigaciéon por ese método
queda lejos de una demostracion; como que es mds facil construir
la demostracion después de haber adquirido por ese método cier-
to conocimiento de los problemas, que buscarla sin la menor
idea al respecto.”3

En consonancia con esto, examinaremos los dos pasos o estadios fun-
damentales del método de Arquimedes, la evaluacion mecanica preliminar
del problema y la demostracion por convergencia o exhaucion.

I1. El método heuristico de evaluacion mecanica

Luego del preambulo a su escrito, el autor enumera una serie de teore-
mas, en su mayoria demostrados en su obra Sobre el equilibrio de los pla-
n0s4, mediante los cuales presenta la nocioén de centro de gravedad, con la
cual trabajara al abordar los diversos casos a lo largo del tratado. Tales teo-
remas serviran de base tedrica, constituyendo los presupuestos mecanicos
sobre los cuales se desarrollara toda la labor posterior.

Se parte, en los problemas de determinacidn de areas o volimenes, de
comparaciones con otras areas o volumenes previamente conocidos, cote-
jandose en el procedimiento y respectivo diagrama éstos con relacidon a
aquéllos.

3 ARQUiMEDES: El método, Alianza Editorial, Madrid, 1986, p. 35, traduccién de Ma-
ria Luisa Puertas y Luis Vega. Cursivas nuestras. En adelante, esta obra serd citada
como Meétodo.

4 Esta obra trata problemas fisicos, pero en el ambito de las figuras planas. En la misma
se utiliza el concepto de centro de gravedad sin definirlo; y estudia, entre otras cosas,
las leyes del equilibrio de la palanca. Vale acotar que dicha obra, conjuntamente con
otra obra del siracusano, De los cuerpos flotantes, sienta los fundamentos de la meca-
nica como disciplina cientifica. Hay edicion de ambas obras en inglés, formando parte
de la compilacion de las obras conocidas hasta ese entonces, por parte de Sir Thomas
Little Heath, partiendo en buena medida de la citada edicion de Heiberg. Véase:
HEATH, Thomas: The Works of Archimedes, Dover Publications, Mineola, 2002. Hay
edicidon electrénica disponible en: http://www.archive.org/details/worksofarchime-
de029517mbp (Gltima consulta: 18-02-07). Véase respecto al contenido de esta nota:
GIBSON, lan (ed.): Protagonistas de la civilizacion: Arquimedes, Editorial Debate,
Madrid, 1983, pp. 44-46.
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A modo de ejemplo, podemos describir de manera muy general la re-
solucion del primero de los problemas, consistente en determinar el area de
un segmento parabdlico. En el mismo, se compara el area que se pretende
hallar, con la de un triangulo inscrito en ella, de igual base. A su vez, se tra-
za un tridangulo rectangulo que contiene a las dos figuras anteriores. Poste-
riormente, se trazan una serie de rectas en las figuras con la intencion de ge-
nerar un escenario en el cual se vayan evidenciando propiedades geométri-
cas y de proporcion, asentadas en los Elementos de Euclides, y propiedades
mecanicas y geométricas ya demostradas en obras anteriores del propio Ar-
quimedes. El procedimiento se expresa graficamente de la siguiente forma’:

Figura 1
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Asi, se consideran rectas trazadas como palancas, y puntos de inter-
seccion como baricentros (centros de gravedad) o fulcros (momentos):
“Imaginemos que I'® es una palanca cuyo punto medio es K” o “el punto K
es el centro de gravedad de la suma de ambos pesos”, refiriéndose esta tlti-
ma aseveracion a los pesos de los segmentos TH y Mz’ Finalmente, en
funcién de algunos teoremas de obras previas del siracusano, como Sobre el
equilibrio de los planos y Sobre la cuadratura de la pardbola, asi como de
otros fijados en los Elementos de Euclides, y tras varias operaciones que no
vienen al caso, el autor concluye que el drea del segmento parabdlico es
cuatro tercios del triangulo inscrito.
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—
=)
=1

5  Figura extraida de Método, p. 40.
6  Meétodo, p. 41.
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Lo mas interesante y novedoso de este método heuristico de evalua-
cion mecanica se revela con la consideracion por parte del autor de “las fi-
guras planas como constituidas por el conjunto de todas las rectas en ellas
trazadas paralelamente a una cierta direccion, y a las figuras sélidas como
«llenas» de sus secciones planas paralelas a una determinada posicién”7.
Esta suposicion o, mas bien, intuicion, carente de rigor demostrativo, es la
base del célculo integral, el cual vendria a ser ideado y desarrollado muy
posteriormente por Newton y Leibniz en la segunda mitad del siglo X VII.

Sin embargo, es preciso recalcar que las intuiciones que sustentan el
calculo integral, coincidentes en buena medida con las que sustentan el mé-
todo mecanico arquimedeo, se generaron independientemente de la pro-
puesta del siracusano. Recordemos que la obra donde expone Arquimedes
el método mecanico —Del método relativo a los teoremas mecdnicos, para
Eratostenes— es redescubierto apenas en 1906. Por otra parte, el método de
exhaucion y la eficiencia con la cual es utilizado por Arquimedes si sirvid
de inspiracion para grandes matematicos a partir del Renacimiento, influ-
yendo en una de las grandes aportaciones de la Modernidad: el calculo dife-
rencial e integral.

Con relacion a la vision arquimedea de las formas geométricas, pode-
mos apreciar, en el caso previamente descrito del segmento parabdlico,
como se entienden, en un momento del procedimiento, las figuras, en tanto
planas, como compuestas de rectas paralelas:

“Ahora bien, como las rectas trazadas en el triangulo I'ZA consti-
tuyen el propio triangulo 'ZA y los segmentos tomados en la sec-
cién del mismo modo que ZO componen el segmento ABI', por
ende el triangulo ZAI', manteniéndose en su sitio, equilibrara res-
pecto del punto K al segmento de la seccion colocado con su cen-
tro de gravedad en ® de manera que el centro de gravedad de la
suma de ambos sea el punto K®

Para ponderar adecuadamente el nivel de novedad y rebeldia intelec-
tual de Arquimedes, es preciso tener en consideracion el hecho de que en su
época se consideraba inviolable el estatus de “prioridad metddica” de la

7 GIBSON, L: Ob. cit., p. 64.
8 Método, pp. 41-42.
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geometria, asi como su “autonomia tedrica”, atentando contra ambas la in-
troduccion de las consideraciones estaticas ya citadas’. Y es que lo comun
era que de la matematica pura se descendiera a sus aplicaciones en otras es-
feras del conocimiento de indole menos tedrica y mas practica, siendo la
mecanica una de éstas. Y esto las veces que se llevaba a cabo tal descendi-
miento: vale recordar que el prejuicio platdnico, aun presente en la ciencia
alejandrina, de perseguir el conocimiento de las /deas matematicas y meta-
fisicas, adquiria en ocasiones un caracter de radical exclusividad, desdefian-
dose las aplicaciones concretas del conocimiento adquirido. El acto de Ar-
quimedes de fisicalizar la geometria podia perfectamente ser considerado
una heterodoxia imperdonable en la tradicién matematica griega.

Asimismo, debe tenerse en cuenta que la mecanica no tenia el estatus
de ciencia en aquel tiempo, solo representaba un conocimiento técnico. Ro-
dolfo Mondolfo sefiala, respecto al infortunado impacto del Método de Ar-
quimedes en la antigiiedad: “Puede agregarse que probablemente la mayoria
de los intelectuales de la antigiiedad no reconocieron la fecundidad del Mé-
todo relativo a los teoremas mecdnicos por menospreciar todo lo que tenia
relacion con lo mecanico y el trabajo manual”'’.

Sin embargo, la escala jerarquica de las ciencias y los dogmas impe-
rantes en la época del matematico de Siracusa no representaron un impedi-
mento para utilizar su propuesta metodologica, apuntando firme e ingenio-
samente hacia el desarrollo del conocimiento cientifico. Por eso dice E. T.
Bell: “Este es uno de sus titulos de mente moderna: utilizo todas y cada una
de las cosas que se sugirio a si mismo como arma para atacar sus proble-
mas™"". No en vano es considerado, tal como se adelant6é en una nota pre-
via, el legitimo fundador de la mecanica como disciplina cientifica.

9  VEGA, Luis: “Introduccion” a Método, p. 30. Esta Introduccion nos parece altamente
recomendable.

10  MONDOLFO, Rodolfo: El infinito en el pensamiento de la antigiiedad clasica, Eudeba,
Buenos Aires, 1971, p. 195. En este sentido, recalcando el desprecio que sentia la tradi-
cioén griega con respecto a todo lo que tuviera relacion con lo practico, nos dice Arms-
trong: “los trabajadores manuales convierten a un hombre en bandusico [vulgar] es de-
cir, en una persona inferior y vulgar desprovista de la virtud necesaria para ser un ciuda-
dano”: ARMSTRONG, A.: Introduccion a la Filosofia Antigua, EUDEBA, Buenos Ai-
res, 1993, p. 183.

11 BELL, Eric: Men of Mathematics, Fireside, New York, 1965, p. 31, traduccion nuestra.
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Pese a lo previamente expuesto, es preciso sefialar que Arquimedes
respetd en buena medida los procedimientos aceptados por la comunidad
cientifica de su tiempo, razon por la cual no se limitd en la generacion de
sus teoremas al método mecanico. No en vano le llamamos heuristico. Este
método vendria a pertenecer, respetando el contexto alejandrino, a lo que se
denomina, en términos epistemoldgicos modernos, contexto de descubri-
miento. Esto es, la fase creativa e informal del método cientifico, en la cual
se inventa la hipdtesis.

Para que cualquier descubrimiento que hiciese Arquimedes fuera
aceptado plenamente como verdad cientifica por sus colegas, era imprescin-
dible algiin método de demostracion rigurosamente geométrico. En el cien-
tifico de Siracusa dicho método vendria a ser el método de convergencia o
exhaucién. Este corresponderia, continuando la categorizacion epistemold-
gica previa, al contexto de justificacion; es decir, la fase de demostracion de
la hipdtesis asumida, procedimiento que permite validar la misma.

Esta distincion entre contexto de descubrimiento y contexto de justifi-
cacion es obra del filésofo aleméan neopositivista Hans Reichenbach'?. In-
dependientemente de que estemos a favor o en contra de la misma, ésta fun-
ciona excelentemente bien para apreciar con claridad los dos estadios en el
método cientifico del siracusano.

En consonancia con las ideas expuestas, relativas a los niveles de res-
peto ¢ irrespeto de Arquimedes por las convenciones metodologicas de la
época, debemos aclarar que es un problema aun discutido. No en vano, au-
tores como Sergio Toledo Prats generan agudas preguntas como la siguien-
te: “;Ahora bien, necesitaba Arquimedes probar mediante la geometria lo
que ya habia probado mediante la mecanica para asegurarse de la certeza de
sus resultados o sdlo para que fueran aceptados?”w. El autor se inclina por
la primera opcion, recalcando la prioridad metodica de la geometria sobre la
mecanica que hemos apuntado previamente.

12 Véase: REICHENBACH, Hans: Experience and Prediction, University of Chicago
Press, Chicago, 1938.

13 TOLEDO PRATS, Sergio: “El significado filoséfico de las matematicas en la cultura
griega” en: MONTESINOS SIRERA, José (ed.): Symposium Arquimedes, Fundacion
Canaria Orotava de Historia de la Ciencia y Max Plack Institute for the History of
Science, edicién electronica, disponible en: www.mpiwg-berlin.mpg.de/Preprints
/P239.PDF (ultima consulta 18-02-07).
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Consideramos que la misma es una respuesta responsable, apegada al
contexto en el cual vivio el siracusano. A su vez, afirmamos que aceptar di-
cha conclusion no se traduce necesariamente en restarle originalidad y ge-
nialidad a este cientifico: la propuesta mecanica no pierde validez e innova-
cion por el hecho de que no sea suficiente por si misma para generar un re-
sultado cientificamente seguro. S6lo nos basta prestar atencion a las ya cita-
das palabras de Arquimedes al presentar su propuesta metodoldgica: ésta
proporciona un resultado muy plausible y allana el camino para la posterior
demostracion. Mas adelante, cuando expongamos las implicaciones del mé-
todo de exhaucion de Arquimedes, volveremos a tratar el punto del respeto
al contexto historico.

El método de exhaucion

Insistimos: el método heuristico previo no basta para cimentar un teo-
rema: hace falta una demostracion geométrica, la cual ostenta el rigor nece-
sario para ello. El método de demostracion recurrente en Arquimedes es el
llamado de exhaucion'*. Este consiste, en términos generales, en una apro-
ximacion entre figuras geométricas conocidas, inscritas y circunscritas, so-
bre otra por conocer, de manera que la diferencia entre unas y otras sea tan
indeterminadamente pequefia que se consideren equivalentes. En tal proce-
dimiento interviene un razonamiento légico que garantiza la verdad de la
asercion geométrica: la reduccion al absurdo. Asi, la negacion de la equiva-
lencia entre las areas ocasiona una contradiccion légica insoluble, lo cual
nos obliga, en aras de mantener el procedimiento l6gicamente coherente, a
aceptarla como verdadera.

El método previamente expuesto tiene una interesante historia. Suele
apreciarse el germen o nocion primigenia del mismo en el sofista Antifon

14  El término que hemos seleccionado para la denominacién de este método, “exhaucion”,
no es del agrado de algunos estudiosos del tema, quizas por la similitud con el “exhaus-
tion” inglés. Algunos, como Luis Vega Refion, prefieren referirse al método como de
“convergencia”; véase: “Eudoxo de Cnido” en http://divulgamat.ehu.es/weborriak/his-
toria/MateOspetsuak/Eudoxo.asp (tltima consulta: 18-02-07). Rodolfo Mondolfo, en su
obra citada en este estudio, se refiere al mismo como “método exhaustivo”. Sin embar-
go, el término que decidimos escoger es de amplia utilizacion y andlogo a las citadas al-
ternativas.
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(480-411 a.C.). Este, como muchos otros pensadores griegos, pretendio re-
solver el famoso problema de /a cuadratura del circulo. E1 mismo, que con-
sistia en construir un cuadrado de area idéntica a un circulo, supuso una di-
ficultad insoluble para la geometria de aquel entonces.

Buena parte de la dificultad tiene relacion con la irracionalidad del valor
de la relacion entre la circunferencia del circulo y su diametro, conocida como
p. Recordemos que un numero irracional es una fraccion decimal con digitos
que no se repiten consecutivamente después de la coma y que se prolongan in-
finitamente. Asi, 77 es 3,14159..., hasta el infinito. Mas adelante veremos la im-
portancia que tiene Arquimedes en la estimacion de este valor. Otros ejemplos
de niimeros irracionales son algunas raices cuadradas, como v2 o V3. La im-
precision de 7 dificultd a los griegos el tratamiento del circulo, mas aun, el in-
tento de igualar su area con la de un cuadrado. So6lo en 1882 se demuestra la
imposibilidad de la resolucion de dicho problema con el uso exclusivo de una
regla y un compas, por obra del matematico aleman Ferdinand Lindemann'”.

Para la resolucion del comentado problema, Antifén propuso la ins-
cripcion de un triangulo equilatero sobre el cual se trazan tridngulos isosce-
les. A su vez, sobre los lados de tales triangulos se forman nuevos tridngu-
los, originando este proceso continuado una sucesion de poligonos de cre-
ciente nimero de lados, aproximandose proporcionalmente al area del cir-
culo, con el fin de agotar la diferencia entre ellos:

Figura 2

7

15 1852-1939. Fue el tutor de la Tesis Doctoral de David Hilbert.
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Se procede finalmente a equiparar el area del poligono de varios lados
con la de un cuadrado, en funcion de su condicidon de poligonos regulares.
Mas tarde, Brison de Heracles no sélo inscribié poligonos en el circulo para
tales fines, sino que también los circunseribi¢'®:

Figura 3

Sin embargo, suele haber consenso entre los historiadores de la mate-
matica en atribuir concretamente a Eudoxo de Cnido (408-355 a. C.), mate-
matico contemporaneo a Platon, la invencion del comentado método. Asi
dice, por ejemplo, Florian Cajori, refiriéndose al célebre matematico: “El
hace un frecuente y diestro uso del método de exhaucidn, del cual fue con
toda probabilidad el inventor”'’. Es este matematico quien le proporciona
caracter demostrativo al procedimiento que previamente era de indole mera-
mente intuitiva, lo cual logra con la inclusion de la reduccion al absurdo,
razonamiento logico explicado anteriormente.

Es pertinente resaltar la importancia metodoldgica que tuvo el método
de exhaucion en el tratamiento de problemas geométricos en la Grecia Cla-
sica y en Alejandria. El mismo resuelve en buena medida las dificultades
inherentes a la comprension del concepto de infinifo y sus consecuencias en
el tratamiento de las figuras geométricas, ya que permite una evaluacion fi-
nita y rigurosa de problemas que en cierto sentido involucran aspectos aso-
ciados con la infinitud. Dicho concepto, sobre todo luego de las famosas

16 Acerca de este punto véase: CAJORI, Florian: History of Mathematics, Macmillan,
Boston, 1894, edicion electronica, disponible en: http://ia301112.us.archive. org/3/
items/historyofmathema001062mbp/historyofmathema001062mbp.pdf, pp. 26-28 (ulti-
ma consulta: 18-02-07), también en: CAJORI, F.: A History of Mathematics, Chelsea
Publications, New York, 1991.

17 1Ibid, p. 33, traduccién nuestra.
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paradojas de Zen6én de Elea (490-430 a. C.), constituy6 un verdadero pro-
blema para los sabios de la antigiiedad.

Recordemos brevemente las paradojas y sus implicaciones, principal-
mente en la geometria. La finalidad de ellas es demostrar la imposibilidad
logica del movimiento en funcion de la concepcion del espacio y el tiempo
en Grecia, la cual consideraba a éstos como infinitamente divisibles. Tales
paradojas son la del estadio, la de Aquiles y la tortuga, la de la flecha dispa-
rada y la de las filas en movimiento'®. Explicar brevemente la mas célebre
de ellas —Aquiles y la tortuga— bastara para evidenciar los problemas que
acarrean las paradojas en conjunto.

La paradoja nos dice que, en una hipotética carrera, el veloz Aquiles
jamas podra alcanzar a la lenta tortuga si esta tltima sale con alguna ventaja
respecto a aquél, ya que cuando Aquiles llegue a un punto, digamos 4, en el
cual estuvo la tortuga breves instantes antes, la misma estara en otro punto
B, mas avanzado, y asi sucesivamente ad infinitum, aunque Aquiles llegue a
estar detras de la tortuga por una infima diferencia. Si no se quiere caer en
tales paradojas, es preciso negar la infinitud en el espacio y en el tiempo.

La geometria, como rama de la matematica encargada de las figuras,
las cuales estan en un espacio determinado, se ve afectada por las implica-
ciones de los cuestionamientos de Zendn. Todo procedimiento matematico
que incluyera algtn tipo de procedimiento asociado a la infinitud carecia de
rigor y veracidad. La infinitud no era explicable de manera diafana por los
griegos, razén por la cual procuraron mantenerse en el cémodo ambito fini-
to de los problemas matematicos. Burton dice respecto a este punto:

“Zendn fue en parte responsable del curso posterior del pensa-
miento matematico griego. En el fondo, sus famosas paradojas es-
tuvieron relacionadas a la aplicacion de procesos infinitos en geo-
metria. Debido a la incapacidad de los gedmetras griegos de res-
ponderle claramente, ellos proscribieron de las matematicas el uso
de métodos que envolvieran el concepto de infinito e hicieron un
“horror del infinito”, parte de la tradicién matematica griega”19

18 Para una descripcion y explicacion de cada una de las paradojas, véase: KIRK, A. y
RAVEN, M.: Los fildsofos presocrdticos, Gredos, Madrid, 1979, pp. 408-415.

19 BURTON, David: The History of Mathematics: An Introduction, McGraw-Hill, E.U.A.,
2005, p. 104, traduccién nuestra.
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Es en tales circunstancias donde se evidencia el valor que cobra el mé-
todo de exhaucion. Si el agotamiento de la diferencia entre las areas que en-
tran en juego se admite cuando el valor de dicha diferencia es infima, infe-
rior a cualquier magnitud previamente dada, ;no nos encontramos en un
modo enmascarado de infinitud?, ;Acaso no seria equivalente, al menos en
términos practicos, hablar de un valor infinitamente pequerio y por lo tanto
insignificante? Consideramos valido afirmar que, a través de dicho método,
se hace una aproximacion cautelosa a la infinitud. Aproximacion que no
pasa de ello, de mera aproximacion. Haciendo referencia al método de ex-
haucion y a su inventor, dice Bell: “Eudoxo demostré que no necesitamos
aceptar la ‘existencia’ de ‘cantidades infinitamente pequefias’. Para los pro-
positos de un matematico es suficiente poder alcanzar una magnitud tan pe-
queria como queramos por la division continuada de una magnitud dada” 0

Quiza el lector se pregunte, en funcién de lo previamente expuesto,
qué relacion tiene Arquimedes con el método de exhaucion. Retomemos en-
tonces al matematico de Siracusa, en quien no so6lo es recurrente el uso de
tal método, sino que hace un uso mas refinado que su inventor Eudoxo, es-
pecialmente como complemento riguroso del método heuristico mecéanico
que ocupa un lugar previo en su proceso de investigacion. Por otra parte, no
es precisamente en su recurrencia que tal método adquiere protagonismo
dentro del proceder cientifico del siracusano: es en la potencia que tiene en
manos de Arquimedes donde tal método exhibe su capital importancia.
Como dice Cajori: “Con Euclides y sus predecesores, el método de exhau-
cion solo era el medio de probar proposiciones que debieron haber sido vis-
tas y creidas antes de ser probadas. Pero en manos de Arquimedes se volvid
un instrumento de descubrimiento””’

20 BELL, E.: Ob. cit., p. 27, traduccion nuestra.

21 CAJOR], F.: Ob. cit., p. 42, traduccion nuestra. Es interesante la expresion de Cajori al
referirse al método de exhaucion: “instrumento de descubrimiento”. Esto puede parecer
contradictorio con lo que hemos expuesto hasta el momento, ya que se ha aseverado
que la carga inventiva le pertenece fundamentalmente al método mecéanico y no al de
exhaucion. La contradiccidn tiene una explicacion sencilla: la obra de Cajori fue publi-
cada en 1894, fecha en la cual, como se ha explicitado, se desconocia la existencia de
Del método relativo a los teoremas mecdnicos, para Eratostenes.
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Luis Vega clasifica dos tipos de exhaucion en Arquimedes: aproxima-
cion y acotacion de equivalencia. A su vez, expone de la siguiente manera
la acotacion de equivalencia, principal tipo de exhaucion presente en el tra-
bajo de Arquimedes:

“La compresion, o acotacion de equivalencia, puede considerar, a
su vez, diferencias o razones en orden decreciente. En ambos ca-
sos se parte de inscripciones y circunscripciones sucesivas de fi-
guras regulares dentro y fuera, respectivamente, de la figura cuya
area o volumen se desea establecer. Cuando se consideran dife-
rencias, el area o volumen de las figuras inscritas o circunscritas
crece o decrece regularmente hasta que la diferencia entre ellos y
el area o volumen buscados sea menor que cualquier magnitud
previa dada. En el otro caso se consideran razones entre poligo-
nos de forma similar”??

La aproximacion se encuentra menos presente en la obra del matema-
tico, aunque su fundamento es el mismo. Consiste en la inscripcion de figu-
ras geométricas de manera sucesiva dentro del area que se desea determi-
nar, convergiendo la sumatoria de las mismas a dicha area.”

No hay mejor manera de comprender el funcionamiento de un proce-
dimiento que con un ejemplo en el cual se aplique, y uno de los mejores
para este caso se nos presenta en el resultado de Arquimedes de uso mas co-
tidiano: la estimacion precisa del valor de la relacion entre la circunferencia
de un circulo y el diametro del mismo, mejor conocida como 7.

Este aporte se encuentra en su obra Sobre la medida del circulo™. La
misma se compone de tres proposiciones, siendo la ultima de ellas la expre-
sidn definitiva de la estimacién del valor de st; dicha proposicion representa
el resultado de las dos proposiciones previas y sus correspondientes demos-
traciones. Explicaremos en términos muy generales el proceso que llevé a
cabo el célebre matematico para la determinacidn de este valor.”’

22 VEGA, L.: Ob. cit., p. 27.

23 Ibid, p. 28.

24 Hay edicion en espafiol de esta obra: ARQUIMEDES: Tratados I. EUTOCIO: Comen-
tarios, Gredos, Madrid, 2005. En dicha publicacion también estan incluidos otros dos
escritos de Arquimedes: Sobre la esfera y el cilindro 'y Sobre conoides y esfenoides.

25 Con relacion a este punto véase: BURTON, D.: Ob. cit., pp. 200-206.
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Como se podria anticipar en funcidn de las descripciones previas del
método, se procede a inscribir y circunscribir en un circulo de diametro /,
poligonos regulares, los cuales en principio serdn hexagonos. La explica-
cion de la eleccion de dichas figuras nos la da Burton: “De todos los poligo-
nos regulares, el hexdgono es el que se puede inscribir mas facilmente™*°.
Veamos el procedimiento de inscripcion y circunscripcion:

Figura 4

Asi, tales poligonos van aumentando progresivamente su cantidad de la-
dos mediante continuas bisecciones de arcos, llegando a tener 16 veces la can-
tidad de lados que los hexagonos primigenios, esto es, 6 x 16 = 96. De esta ma-
nera los perimetros de los poligonos, uno inscrito y otro circunscrito, que por
abstraccion algebraica se consideran de #» lados, se aproximan en gran medida a
la circunferencia, tienden a ella. Tendencia que se considera equivalencia: las
tres figuras tienen un valor comun, el de la circunferencia, ya que los poligonos
en cierto modo comprimen a la misma, igualandose con ella.

Finalmente, se recurre a una reduccion al absurdo, evidenciando las
contradicciones logicas de suponer las dos conclusiones posibles distintas a la
igualacion, esto es, que el area de la figura corresponde a la magnitud de la fi-
gura circunscrita o inscrita, mayor o menor a la que se pretende demostrar.

Todo este proceso da origen, como previamente se anticipo, a la pro-
posicion 3, que es la siguiente: “la circunferencia de un circulo excede tres
veces su didmetro, con una parte que es menor que 1/7 pero mayor que
10/70 del didmetro™”’; lo que es equivalente: 3 10/71<m < 3 1/7; en niime-
ros decimales: 3,14084507..<m< 3,14285714...

26 1Ibid, p. 203.
27 CAJORIL F.: Ob. cit., pp. 41-42, traduccion nuestra.
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Es pertinente sefialar como se evidencia, una vez mas, la oposicion de
Arquimedes a los dogmas cientificos de su tiempo. Y es que en la evalua-
cion de un problema estrictamente geométrico, hace uso de los nimeros,
pertenecientes al campo de la aritmética. Este aspecto provocd que el mate-
matico siracusano fuera blanco de critica incluso por matematicos de la
época moderna, de linea ortodoxa.”®

Se hace casi inevitable la asociacion de este método con el del calculo
infinitesimal y su nocion de /imite. Y es que el empleado por Arquimedes
constituye un precedente, un paso previo a lo cual vendria a ser el novedoso
procedimiento infinitesimal de la Edad Moderna. Asi, por ejemplo, nos dice
Karl Fink, acerca del método de exhaucién: “Este y muchos otros resulta-
dos fueron obtenidos por Arquimedes mediante el método de exhaucion, el
cual usualmente entre los antiguos tomo el lugar de la integracién moder-
na”?’. En el mismo orden de ideas, sefala Cajori: “En nuestros dias, mate-
rias de este tipo se vuelven sencillas con el uso del célculo infinitesimal. En
su lugar, los antiguos utilizaron el método de exhaucién”™’

Asimismo, es una opinion cominmente aceptada que Arquimedes es-
tuvo muy cerca de una investigacion del tipo infinitesimal, al punto que al-
gunos, como E. T. Bell, —a nuestro modo de ver, imprudentemente, sin eva-
luarlo en su debido contexto— considera que “anticipandose a Newton y
Leibniz en més de 2000 afios invento el Calculo integral”31. Y es que ya se
ha dicho que los matematicos antiguos procuraban permanecer dentro de
los ambitos de la finitud, ya fuera por recelo al infinito o por precision cien-
tifica. Por lo tanto, estamos plenamente de acuerdo con Burton cuando, ex-
plicando el uso del método de exhaucion en su aplicacidon para el calculo
del valor de 7, asevera:

“Aunque se tienda a considerar al circulo como el limite de los
poligonos inscritos (o circunscritos), como el numero de lados
incrementados indefinidamente, no es un paso directo al limite.
Los matematicos griegos nunca pensaron el proceso como con-

28 Con respecto a este punto véase: GIBSON, I.: Ob. cit., p. 57.

29 FINK, Karl: 4 Brief History of Mathematics, Chicago, 1900, p. 200, edicion electroni-
ca, disponible en: http://www.archive.org/details/ABriefHistoryOfMathematics (ultima
consulta: 18-02-07).

30 CAJORI, F.: Ob. cit., p. 42, traduccion nuestra.

31 BELL, E.: Ob. cit., p. 32, traduccion y cursivas nuestras.
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tinuado por un nimero infinito de pasos; ellos sélo consideraron

llevarlo a cabo en escenarios finitos hasta un grado de precision
32

deseado”

Por otra parte, existe una limitante de distinta indole: el sistema de simbo-
lizacion matematica griega era muy dificultoso, imperfecto para tratar con ope-
raciones de tipo infinitesimal, pese a que el propio Arquimedes realiza avances
enormes desde el punto de vista aritmético con su obra E/ Arenario.”

En la misma, Arquimedes propone un novedoso sistema de numera-
cion que permite contar el niimero de granos de arena que podria dar cabida
la Tierra, la esfera celeste, y aun mas. Con el mismo, le permite al limitado
sistema de numeracion griego trabajar con numeros muy grandes, ascen-
diendo a los niveles de infinitud de la serie de los nimeros naturales de
modo similar a nuestro sistema de numeracién®*. Sin embargo, la intencién
de dicho sistema es precisamente finitizar las cantidades enormes, permitir
establecer con exactitud numeros muy grandes. Su cardcter de infinitud, asi
como en el caso de nuestro sistema numérico, radica en la posibilidad de
continuar contabilizando niimeros en escala ascendente ad infinitum, de ma-
nera recurrente. A diferencia de este logro aritmético, en el ambito de la in-
finitud espacial o geométrica no se puede advertir un resultado tan solido.

En este sentido, el campo de la geometria carecia de métodos univo-
cos y plenamente satisfactorios para el tratamiento de magnitudes infinitesi-
males. Los antiguos generaron y comprendieron el concepto de infinito,
pero sélo los modernos estuvieron preparados para hacer uso de él, para
manipularlo plenamente. En este orden de ideas, sefiala Cajori:

“Euclides, Arquimedes, y Apolonio llevaron a la geometria a un
alto estado de perfeccion tanto como quizas pudo ser llevada sin
introducir primero algun método mas general y mas poderoso que
el antiguo método de exhaucion. Fue necesario un simbolismo
mads conciso, una geometria cartesiana y un calculo infinitesimal.
La mente griega no estaba adaptada para la invencion de métodos
generales.”

32 BURTON, D.: Ob. cit., p. 203, traduccion nuestra.

33 Véase: HEATH, T.: Ob. cit., p. 411.

34 Acerca de esta obra, véase: MONDOLFO, R.: Ob. cit., pp. 163-166.
35 CAJOR], F.: Ob. cit., p. 50, traduccion nuestra.
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Conclusiones

A modo de sintesis, podemos aseverar que el método de Arquimedes
pasa por dos estadios: 1) el método heuristico mecdnico, no riguroso, el
cual se sostiene sobre postulados geométricos euclidianos y postulados pro-
pios de indole mecanica; y 2) el método de exhaucion, que posee rigor de-
mostrativo por incluir una reduccion al absurdo, procedimiento 16gico utili-
zado en aquel entonces para evidenciar la verdad de una conclusion mate-
matica dada. En ambos casos el matematico siracusano se aproxima a pro-
cedimientos infinitesimales, similares al futuro calculo diferencial e inte-
gral, anticipando unos 19 siglos las nociones —y solo ellas— que servirian de
inspiracion a los genuinos descubridores de tales procedimientos.

Asimismo, Arquimedes representa un ejemplo de la capacidad inventi-
va e innovadora del espiritu cientifico. Obviando los elementos negativos de
la tradicion cientifica alejandrina, propuso y perfecciond, con la autoridad y
originalidad que le caracterizaban, métodos para el desarrollo de la ciencia de
su tiempo. Autoridad que posee el que se reconoce como genio y como co-
rrecto en su proceder. ;Y cual mejor ambito que el cientifico, con sus requisi-
tos de coherencia logica y verificabilidad, para garantizar la correspondencia
con la realidad de las aseveraciones probablemente en principio sé6lo intuidas,
y la aplicacion satisfactoria de los resultados conseguidos?



