i

Universidad del Zulia
L Vicerrectorado Académico Repositorio Académico
SERBILUZ

ARG 5. No, 7 OPCKEN Febrero de 1958

EUCLIDES Y SU OBRA®

Darig Durdn O

Profesor Titular ¥ ex-Detano de la Fasultad de Humanidades
v Educzoiém de 13 Unlversidad del Zuia,

1. EPQOCAPRE-EULLIIMANA

Cugndo el hombre aparece en el miunds empiezs a asombrarss. Ounda perpleja
ante fa luz del Sol, fa gxcuridad de e nocha, fa luvia, el teremoto, las astrollas, los
animates v las planias. E| kembra infcia asf la etservacidn v se da cuenta do la nece-
sidad de explicar lo que ve v pralpa to zirededss. EI filisedo {amigs de 1a sabiduria)
trata de hallar un prirgipio que te permita eampronder g3 fonémenes, La ractonaliza-
cidn de dighos fandmenros consiete en una enomezracién de los chjemos del conpoei-
miento, para hacer despuds una medicidn de las dimensiones de esss feramenos me-
diaite una comparacion con unidades greadss por el kombre, 38 sabe desde tiempos
inmernarizles gue ol nimera y 2 ferma permiten exphcar o mundo.

No s tiene tdea exacta de donde y codndo sumib la gaametria, Dogementos gug
han llzgado hasts nesoiros nos dican que tps Babilonios, wnos dos mil afios antes de
Cristo, padizn calewlar el Zrea de wn reetinguly, ol volumen de up paralelep ipedo ree-
tarcgular v el volumen do up cono tomando ® =3, Los antigues Eqipoias, unos 1550
anas antes de Cristo, sabian gue el producto del area de ta Base par su altura nes da el
valumen. Sabian calcular g1 &rea de un trigngulo eualguiera.

*  En Mayo do 1986 la profesore Fredefinda Mava M. me invitd a que dlerg a sus
pluynnes una charla sobre Euclides ¥ su obra, Estas anotacionas son ol rerlltade
dr tal conlarencia ¥y espero los saa de ulilidad a todog los glumnos interasados en
la “ventanz' de la Matematice que, yo considero, o la Qeometrig,

Fido a mis legtoras oo hagan lleqer su opinidn sobre estas nedas para futueas edl-
CiUnes,
Dedico aste poquoao teatale a la Prof. Fredefinda Mava.
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Toda el conocimiento matermdtica da £stos tiempoz era empinico v 2 usaba la
experimentacidn y 13 aproximacidn para zcumulbar los hechas geamétricos, Ne te de-
mostraban preposicionss generales sine que se usaban métodes que ¢ splicaban a ca-
da cas0 en particular. El kombre empezd a preguntarse; Lpar qué tos dngulos de la ba-
st de un trisngulo isosceles san iguales? BN procedimienta empirico de log pre-heléni-
¢0s servia para indicar cdme y no por qus,

Frenta 3 e5to los griegos inventaran {e descubsierond el método deductiva, que
Eansiste en ir demostrande propostciones (teoremash, s partir & un conjunta de pro-
posiciones laxiomas) aceptadss universamente comp vilidas v que no s demusstran,
mediznte un proeeso lagice.

Mo sabemps come pash el eonocimignte geomdtrico antigun 3 Grecia, pere oiga-
mos a Hercdato (e 484-¢.425 A.C):

Sesostris (el Rey], ellos dijeron repartis las Herras de Eqipia en-
tre sus habitantes, asigndndole & cade-wno do ellos un temmenc
tladrado del misma tamaig obtenicrde de esta manera ingTesos
por I3 renta que cada propietaric dehis pagarle analments. Sila
enteida del rio 3o Lewala parte del temenso, el propieterlo tenia
que jvisarle al Rey para que enviard sus aqrimensores y deterrmi-
naran la extensitn 42 los dafos. Lueqo, el propietario sola tenda
que pagar sobie el lerrono que be gquedaba, De esta praclica, yo
crea, se onocid la Geometria en Egipto, de donde past a Groeda,

Thales de Mileto {e648-6.546 A.C), uno de los siets sabios da Greeia, Fue ef pri-
mero del cual kenemos noticiss gue div wna demosiracidn de una propesicién gasmeé-
wita. Per efempfo, probé que un daguls insento en upa semisircunterencia o5 recta.
Caush mucha admiracién cugnde midid las pridmites nor medie de su sombra compa:
rindola con |a de vaa persona.

El afumne ms destacado de Thales fue Pitdgoras (0.582-0.548 A.C.) quien erfa-
blecié 2l sur de Malia una sociedad dedicada al axludio de la avitmética, geamatsfa,
mitisica y asteonamia, Estas cuatro asignatrss constiteyeren en la Edad Medis of
Cuadrivium. Para Pitdgoras la matemitica ¢35 la doica ciencia v los mimerns resulian la
esencis de |a realtdad. El nimero enters s la cavsa de las digtintas cualidades de 1a
materia, En su doetrina ef nitmero alcanza un sentido mdgico v sobrenatural, A PiLa.
qoras se be atribeye la demosiracidn def teorema que |leva i nambie v el desarrollo
de I3 teoria de las receas paralolas. Conoeid tes nidmeros racionales y demostrd que

gt un ndmare nrazional,

Dos segmentoz de longitrdes . y 0 dicense conmensurables s axist un Lercar
segments e lengiwud v &k medo que m =2 .U yn =b . u donds a ¥ b son eneros
positives; es decir, dos segmentos son eoamensurables i exista U0 RgMEATH que los
mide 2 ambas, fos segmentos se dicen inconmensurahies s Mg 4% EORmaRslrables,
II;:xs pitaghricos desamoltaron [a tenria de la propomcidn Paa SHIMEN D5 COnMEnsrg-

BS.

Ffla!fm (427357 AL ne hizo descubrimientat matermiticos, paro impuiss el
CONGEMEN Y gaometrico porque ayudaban al besn Fazenamisnto,

Aristotelss (384-322 A.C.) ush el métade de reduccién 2| amurda para demes-
tra que~+/2 es un MUmero irfagienal.
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Eudaxio (370 A.C.) deserralld fa teoriz de las proporciones para segmen (os
conmensurahles e inconmensormbles,

Z. EULLIDES Y SUS ELEMENTOS

La mds alta expresion de! racionalismo oriega gparece cerca del afo 360 AL
cuando Euclides, quien fes profesor de Marematicas en Ja Univarstdad de Alejandria,
escribib sus Elementos, No sabemos evdndo nacts ni cusndo muris Euclidas, AURGLE
i sehemos que esenibia varias obras,

Los Elemamos estin formadss per 13 libros que contisnen un tota! de 465 pro-
positiones sobre geametria, dlgebra elenten al v teoria de nimaros.

Ef Libro I contiene 25 definisiones, 5 postutados, S aviamas o Rpgione: comu-
nes y 48 proposiciones, Las primeras 26 proposiciones tralan sobre las propiedades
efementales del tridngutn & incluye los tres eriterios de congruencia. 2 desarralle fa
tearia de las parslelas desde la proposicion 27 hasta fa propasicidn 32, La preposicidn
47 es ol reorama de Pitdgoras v 8 da una demastracitn origingl de dicho teorama, Lz
oltima prapasicidn es el raciproco del teerema de Pitdgaras.

El Litro 1l contiene 2 definiciones y 14 proposicionss que tratan sehre equiva-
fenesz de figuras y sobre dlgebra fgeométrical elemental. Las 10 primarss proposicio-
neg san equivalontes a ciertas identidades aloehraizas. En este libro se rasuelve geame-
tricamentz |s ecogcidn de sequndn gradp. Las propesiciones 12 y 13 constituyen [p
que hey llamames o] tearema del Cosen,

El Likra N cantiene 11 definicianes y 37 proposisionss que tratsn sobre eircun-
forencias, cuerdas, tangentes v dngolas en la circunferencia.

El Libro 1V contiene 7 definiciones v 15 proposiciones que tratan sobre fa cons-
trrecidn con regla v compds de pofigonos raqubares de Wes, ceatra, cirgo, seis ¥ quin-
ce fades, v la inseripcidn v citcunseripeion de dichos paligongs en una eircenferencia,

El Libra V contiene 18 definiciones v 25 praposiciones qua traten sobre fa fea-
ria d2 fas prohoreiones da Endoxio,

El Litro VI contigne & definicienes y 32 prepesiciones que tratan sabre la seme-
janza de las figurss. S8 construyen madia v cuarla propeicignates de dos sEQMENio
dados. La propesicién 3B ot permita dividir un tegmento en media ¥ ExATEMa razin
{segmento dureo}).

El Libra VH eontiens 27 definiciones v 39 proposiciones. S¢ tnicia sste NBro
eoR el Algoritmo de Euclides para hallar el maximo comitn divisor 48 dos enlerns,
52 establece fa teorfa de la proparcién de seqrentos conmensorables,

El Likre VI contizne 27 proposiciones y tratan sohie prograsiones gagrsmicas.

El Libro IX contiene 35 propesicionss. La proposicién 20 pruehs gue existen
infinitos nimgros primes. Este teorema ha sidfo cansiderade por los matematices co-
mo un medelo de elegancia matematica.

El Libra X contiens 4 definiciones v 115 proposiciones que tralan sgbre 1o ni-
meras frrationales, ig., 599MeNToE que sen tngonmiensuratles raspeeto de un segmen.
o darfo.

El Libre X1 contiens 28 definieiones y 39 proposicienss que tratan sebre rectas
y planss en 8] espario,
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El Libre XHl contiene 18 proposiciones que Wratan sohre el volumen de los séfi-
des.

£l Libro X1 contiene 18 propesicianes que tralan salie la construecitn de los
cinge potiedros regulares.

3.  TERMINDS PRIMITIVOS

El métodn axiomaticn, intreduside por Euelides en sus Elamentos, enunsia los
poshutsdas v nacioRes comunes sin demostracién alguma v de alli deduce thgicamente
los eorRmas genmencss.

Las postulados son preposiciones sobee los trminos téenicts, ie., términesde la
teoria en cussttan. Todo tirming tionica debe definirse a paniic de otres Mrmines
thenfens: comp ap pedernes devolvernos ad infinftum, debemos partir de ciertes tar-
mings que no je definen y son {lamados tirminos primitives. Uno de los errares de
Euclides es no haber admitido la existencia do tErminos primitivos.

Er las dos primeras definiciones de Euclides leemos:

“Ugp pustto e5 aquells que no tiehe partes”,

“Una linea es una |ongitid sin gresar™,

Nos preguntamas équé quiere decic partes, Tongited y gresor?

Mas adetante Euclides nes da las definiciones 15y 15

“Un cireuls s una fipure plara contenida par una !inea de modo que todes las
{ineas reckas gue parten de un punto, entre aguelles que estan dentro de la figura, san
iguales enkre 5

. ™Y gl punto e Vlama cantro del circula™.

bl Gtosa que esta s la definicién aghoal de circunferencia.

Piense que Cuctides ne trataba de definir un punto y una recka sino que tralaba
de dar unta explicacion de tales térmings para gue los postulados fuesen intubtivamen-
te comprendidos. Esta es una razén por b cual la geametsfa euclidiana empezd a revi-
sarss desde sus Ritios.

A4, FOSTULADGS Y BROCIONES COMUNES

En &] Libro | 5o ven los siguientes posisfados:

1. Trazar una linga recta de coalguier panbo a cualguiss pupte.

7. Protongar una linea recta finita indefinldamente sogln uns recta,

3. Trazar una cireunferencia con eualtgquier centre y cealquier radia,

4. Tedos [os dngulos rechos 567 iquales,

. Si una recta, ) cortar a alras dos, farma de un mismo lade dngulos intemas
meneces que dos ractos, 8555 dos rectas pralongadas indefinidamente ss corlan del ta-
da en que extan los angules menores gque dos rectas,

Se leen |ps siguientes aXiMas @ ROCIOTIES EQIMUNES:

1. Cosas iguales a la misma cosa $on iguales enme 3.

2. 5i a iguales =@ aftaden fguales 12 obtienen fyeales.

3. 51 & igba'as 5o restan iguales sus restas son iguales,

&, Cosas gue coinciden con una misma cosa son igealas enlre si,

5. EN tode es mayor que |3 parts.
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Los axipmas san distintos a los postuledos porque dates se refieren & propasicfo-
net de |3 genteteia mientras que les primerss son proposicionss que sinen para cual-
guisr ciencia, En el método axiomdtice actual tos axiamas v 108 postoledos son sind-
nimas i Ao existe diteroncia alguna entee ellos.

Vamos 3 anslizar fa priviera propasicion de Euclides.

FREOPOSICION 1
S0BRE LA LINEA RECTA FINITA CORS.

—-_—-

TRUIR UN TRIARBULO EQUILATERC. 3 “\,{
Sea AR la reckty finita dada. Con eemtra / A

Ay distancia AR trace la citeunferencis BCD / £ \ \

{Post. 3% De nuevo con gantro B y distancia | & B

BA trace la circunferancia ACE (Past. 3). Sea / _.J

G el punto donde s¢ cortan ambas circunferen- N A )y

cias. Traa la rects CA, CB Post, T Ao, N\ o0 /
ceme el puntp A es 8! centro de |a eircunferen- —_
cia £0B s tiens qua AC o3 igeal a AB (Dei_ 15D
De nnzva, como ¢l punte B o5 el centra de la
cireunferencia CAE, $o tiene gue BE es igual a BA |Def, 15). Pera, CA ya s¢ habia
probade que eva igual a AE_ Por ende, eada una de las lineas rectas CA, C8 es fqual a
AB. Y eosas iquales a fa misma cosa son dambidn iguales endre i, Por pansiguiente, lss
tres lingas vectas CA, CB, BC son iguales entre 0. En eansecusneia, el Gidngule ABA
&5 pguititero,

Exla demostracidn, que 85 aparentemante impeeable, no es vilida porgue asuma
I3 existencia del punta de earte de dos circunferencias, (o cual prevismante no ha side
prebads ni postulade, Colegimes de aguri que necesitames intraducis nuewas postula-
dos 5 deseamos probar fa primtera proposicitn de Evclides. En el pdrrafe 1 varemos
edrmo hater aslo,

5. GEJMETRIAS NC EUCLIDIANAS

- Log cuatra primgros postulades de Fuclides traducen propiedatdes més o menss
evidentes para nuastra intuici@n geemétrics. Sin embarge, el quints postulade es mu-
cha meros intuitivo y mak compleih que los caatre restantes. Por elfo empezd a ser
aviudiade dasde los piimeros tiempos, El misme Euclides tratd da no usar dicha pos-
tulado ya que en su obrz ne aparece sino haita la proposicion 29 del Libro |,

Desde los inicios de b3 era cristiana los matemiticos pretendieron demgstear el
quinta postulada a partir de Lo cuatro restantes, Estes esfuerzos siempre fracasaron
porqus 1o que se lograha era sdmitie sxpaesa 0 tdcitaments ora proposicién equiva-
lente al quinto postulado.

e las proposictanss equivalentss sl quinto postulade, quizds la més gopular de
ellas sea fa dada pore! matemdtico escocds John Playlair {1748-18157 que dice: "For
un punto @xterior a una recta pasa URa Y solo una paraleta a efla’.

Los nombres de Ptolomes fsegundo sigla de nuestra eral, Procto (4104851, Al-
Nirizi inoveno siglo), Nassir-Edin {1200-1274), F. Commandine (1500-1575), €. Cla-
vivs (1537-1812), G. Boralti {1688-16749), G, Vitale {1633-1711), ). Walliz (1B16-
1703, G. Sacchen (16671773 LK. Lembert (1728-1777), D'Allsmbert 1797
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1785}, A. de Morgan {1736-1213), LNM. Carnet (£753-1823), Laplace {1749-1827}
¥ A, Legandie {1752-1833), estdn asaciado: al intento de demostrar g quinto pash-
lade a partir de |as cuatro anteriares. )

Posiblemente, debido 2 los trabajos de Abel y Galgls, que veremes mas adelante
en B, g2 llegd 2 |a conclusitn de que el quinta postutade no podfa dedugirse de tos
omros cuated posiufades de Ewglides, E) primero er coneluir estp fue Carl F. Baws
{1777-1855), quien junte con Arquimedes e lsaac Newlon a5 considerads como una
te los tres més grandes matematicos de tedos tos tiempos. Gavss se shstuve de hacer
piblitas sus investigaciones sehre la sustitrcian del quinte pastelads per su negeciGn,
El hingaro Janos Balyai (18021360 v el ruso Nieolas Lobaghesky (1793-1856) pu-
blicaren independisnterntente trpbrajos sobre propredades geométricas sin usar el qoia-
to postulado y aceptande que por un punte exteriar a una rects P55 Mas de una ree-
1a paralels 2 ella. Apacecisren de esle moda las geometrias no euclidianas,

Dados un pusto Py una recta m, que no pasa por P, axisten lag siguienles frys
posibilidades:

I. Por P paza una y s61p una recta paralels a m,

Il.*Par P pasa mds de una recta paralely a m,

N1 Par P no pasan paralelas a m,

La primera de estas posihifidades es14 dada en la geometria eushidiana v [a R THE
da eamesponde & la geameiria no euclidiang de Bolyai-Lobachesky. Anzlicemas la
tercera pesibilidad.

Euclides acaptd implicitemente que tada recta era de extensién infinitz. Dl
pestulado 2 no podemos deducir que wna recla tiens langitud infinita aunque s po-
demos coleaic que wna cecla as interminabla en ol sentido de que sfempre podemos
extenderta afiadiends mas puatos. Por ejempla, el areo de un circuln méxima de wia
esfera que une dos de sus punios puede prelengarse indefinidamente a o larqo de ese
cireuln haciendo dicha prolengacian interminable, pare de longitud finita. Se puede
CoRCiUic en eile £3sD gue Una recta pueds Eomparlarse COmD UR Cireulo maximo y
que, despuds de clerta protongacign, se devuelve sobre 5§ mizma,

PRAPOSICION 16

EN CUALGUIER TRIANGULO, 51 UNO BE
LOS LABOS SE PROLONEA, EL ANGULA
EXTERIOR E$ MAYOR QUE CUALGUIER
ANGULO INTERIOR MO ADYACENTE.
Fea ABC ol tridntula con BC piclongade a D.
Sea E el punte medin de AE. Trage BE y pro-
terguese en su propia longitud hatla F. Trace
EF. Los tridngulos BEA v FEC son congruentes.
Asi, las dngules FCE y BAC son ignales. Perp,
el dnguly AED es mayar qus el dngule FEE,
De donde sseamos que el dnqulo AED es mayar
que g] dnguls BAC, Extendiends AL hosla G
probamos andlegamente que el dngulo ACD o5 B . E\
mayor que &l dngulo ABE, G
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S5i aceplamgs que una reEta es interminable pero R0 infinita en longitud, enton-
Ces en la domestracion anterior BF pugde ser tan |arga que F eoincida con E. o Fpsté
entre B y E o qua el punte F no caiga dentro del dngule AED, Ig que invatids rl de-
mostragian. Per cansiguienta, en la geomstiia enclidizna hatria gqug probar o posiu-
far que toda vecta tiene lgngited infinita, |0 que Euclides no hizo. Ueando by prapost-
gibn anterior Euclides prusba la propesicion 27 que dige: "Si uma recta corly oires
das lingas recias, formanda anqulos alternss iguates, entonces Yat dex limess receas son
pacalelas”. Por tante, esta groposicion nes garantiza la existencia de restas paratelas
por la que la pesibitidad 11} queda desechada,

En 1854, Bemarde Riemann {1826-1866} en su disarmcidn Uber die Hypothe
san wielche des Geamatriz zu Gronde Yegen (Sobra la hipdtesis en la cual la geometria
s basal, distutid les conceptos de rectas de langitud infinita v rectss interminables.

Siles postulades 1, 2 v 5 de Euclides se sustituyen por log postulados:

R 1. Dos puntos delsrminan, al menes, upg rects,

B2. Una recta es interminable.

R Dos recias cealesquiera del plano se cortan,

ERLONCES SUFQe UAA geemelrfa que cubre fa tercera posibitidad. Es ohvio que cn ssta
geometria ne sg cumplen, al menos, 25 proposicionss 16 y 27 del Libre | de Eyclides.

§. CONSTRULCICNES CON REGLA Y COMPAS .
Analicemes completaments la proposician 7 de Euclides. e
PROPOSICION 2
COLOCAR EN UNPURTO EOMO EXTREME
URNA LINEA RECTA IGUAL A UNA LINEA
RELTA DADA.
Sea A el punta dado y sea BC la lieea recta da-
da, Trate AE. Sobre AB censtruya el Iisngulo
eauithtern ABD. Frolongue BA, BB hasta OE,
OF, Trace la circunlerensia CGH cen centro B
¥ dislangia BE. De nusvo, con esntre en Oy
distancia DB trace la gircunferencia GE L, Sa tie
ne que BC es igual a BG y DU iguat 2 DG, DA &5
iqual a DB. Por ende, AL #$ igual 3 BS. Pero,
BE se habia prebado igual a EG. Asi, AL, BL,
son iguales a BB, Par tanto, AL e iqual a BE.
La racta pedida es AL qus a5 igual 4 BE.
Ohuiamente esta constriccifin o muy eamplicada. Una mas simple seria asi
“Can el compds trastade 1a distancia BC y coloque la pata fie en A Trace fa cincun-
ferencia y teme ua punto L cualquiers de ella. Por tanto, AL es bna saluctén®,
Euclides dfo ls primera demestracifin porqua para los geisgas un EQMpas o po-
dia trasladar distaneias va que 2l leventarlo de! ptano s cesraba. Un compis euslidiz-
o girve para trazar la circunfeceneia de centro un punta dado v que pasa par biro
punto dada. Curissamente, fa propesicthn 2 nos dice que un compds 5f puede trans.
pertar distancias aungue no de manera directa, La regls euclidiana no tiene marcas y
Lmpoeco sirve para tragladar distancias,
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Euando hablemos de conswuir o trazar wos feferirames 2l use de la reghs eueti-
diana y ¢} eompds moderno que si sitve para trastadar distanciss.

Los griegos pudieron realizar muchss Eonstrucciones: la ritadiatriz de un $9Qmen-
ta, ta bisectriz de un gnoulo, ka perpendicular @ una recta, un trigngulo equilitero, UEI
ruadrado, un pantigono regula:. También resolvizren los siguignies problemas geome-
tricos: Dades dog segmentos de longitudes a y by um seomento unitania {de leagi-
tud T}, construis segmentes de Jengitudes e+ ba—b, b, alby v 2. Sahian resalyer
acuaciones de primes grade ax T b =c y ecuaciones de s=qundo grada X° +axHy=0.

Can Ia aparicion del simbetisma algebraiza en e siglo XV1se empazd a gxplick
Lar férraulas qué nos permitian evaluar las rafces de las gcoacipnes atgebraicas lpeli-
abmicash, Ari x =t — bYa 5 |2 raiz da |3 sgusein de primer grado v 138 vaices de |
gouaciin de seqund o gf ado estian dades por la foemula:

=t

b
Nitess que estas raices pueden construise con los instramentos euclidianos. Por el
wsp da tas foemulas anteriores se diee que las ecuacipnes algehraicas s2 han resusito
por radicales.

En ¢l mismo siglo XV, 8. de Farre (1465-1526}, Nicola de Brescis {Tartaglia}
{c. 14951557}, B, Cardanc (1507-1576) v F. Viete (1540-1693), resolvieren las ecua:
ciones algebraicas de wecer v enarto grades per cuadraturgs.

En 1824 & famose matgmdtico naruega Nisls H, Abel 1802-1823) demastrd
que era imposible resoiver B ecuaciin algebraica de quinte grade por cusdahuras, lo
trismo que ya habia hecho et fisico P. Ruffini (1765-1822) unos 18 afios antes, Eva-
risto Galois {1811-1832) desarrolld |a teoria de las ecuacionss algebraizas vsendo el
concepto da grupo, que fue dade en 1830, v demostré quae era impesible, en general,
resolver las ecvaciones algebraices de grada mayor que 4 medianile cusdratucas. De
g3ta misma teocia surgen criteiies gque nes gecmiten decir codles problemias geamé-
tricgs pueden resolverse con regla v compas v cudles ne. Los griegas no pudiaren ra.
galver vgrias preblemas geométricgs, entra elles los llamados Broblemas Famosos de
la Antigiiedad.

El primero de slios, la Duplicacibe del Cubo, consiste cn trazer fa arista de wn
cubo gue menga el doble del volumen de un cuba dade. E) segundo problema es la
Triseccion 9o up Angula que consiste en dividir un dngulo evalguiera en tres paries
iguales. Finaimente, &l tercer problema es ta Cuadratura del Cireuls que consista en
constroir un euadrado que teaga drea fqual a la de un cireule dade.

Fug en gl sigla X1X cuando finalmente 2 demestrd que era imposible resalver
attos tras problomas, usande la regla v el compds. Los dos primeros probltemas se re-
solvigron uwsande ] siguiente teorema: “Crads ua segmente unitarie, es imposible
EQNStiuir UR Segments cuya tongitud sea ba raiz de una pouacibn cibics {de gradao 3}
g8 ceefitientes racionales que ne tenga rafoes racionales.

Buplicacion del Cubo: Consideremos wn eubo dado de arista 1. Su volumen es
1, i x es 2 lpngitud de la arista del eobe gue dessamios consikuir, eRtemees su yoly-
man es x. Per las condiciones del problema Eendremes que x=2.1. Per ende, x debe
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ser raiz de la ecueacida cdbica x—2=0, §i e5ta ecuacidn tuviese raices ractonales serian
los nimeres 1y 2, los cuales podermeos verificar directamente que no soh raices, Pos
&l tearema anterior, fo podem ok constidle % Gon regla y compds,
Triseceitn el Angulo: Considérese la identidad trigonometrica
cos  — d.cos” 107310 — Zcosty D)

Haciendo & — 68 vy x =cos 289 se ohticne |s ecuacian algebeaica 8x* 6x—1 "B
Esta ecuaciopn no tiene raices racienales, Por anda, ne pueds congtruirse con reglay
compas el seganente » =cos 207, Supéngate que podemes construir un dnqule de
209 de vértice @

Trace 1a civcunferencia de centro O v tadio 1 hasta cortar [os lados del angula en los
puntes & y B. Trace per A la peipendicular a la Teeta OB hasta eartarla en ef R
P. Ex ficil verificar gue OF =x v 2 ha constuido el ssgmentm = con regla y Ccomp3s
lo eual ya se habia visle que era absocdo. ER consecuencia, no puede trisecarie el
angulp de G0, Se advierte gue si es posible trisecar un dngula de 969 con regla ¥
campas, lo cugl e deja come ejereicia.

Ur nimero dicess algatraico si es la raiz de una eceacin alyebraica de eoefi-
cientes racienales. Un nimero se dice trascendents $i ne es alpebraico. En 1882,
£.L.F. Lindermann (1852-1938) probéd que 7 es trastendente.

El targer probiema s¢ esuslve wsande el siguiente testema: “La lengitud de
cualguier ssgmento que se pusda CORANLIF con regla y compas, usando Un seomenta
urtitario, 83 un numera algebraiea™.

Cuadratura dsi Cirenlo: Considéress un circulo dado de radio 1. Su dhea es w,
i x es ¢l lado del cuadrado gue queremas construir, entonces x* es su drea. Por las
condiciones del problema tenemos gue x° = B e, x =+/7. 5i ¥ s¢ pudinsa cons-
truir, entonces también pudiese construir x-x =, lo cual es sbsurdo por al dlitme
morema. En consecuencia, no se pleda ceadrar wn girgula,
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7. FUNDAMENTOS OE LA GEQMETRIA

Ya hempos viste algunos ercores en lgs definiciones v demostraciones dadss por
Euclides an sus Elementos. Con |3 aparicidn de las genmetrias na suctidianas se hize
necesarta una profunda revision del sistema axiomdtico sobre el cual descansa hada la
peometria euclidiana.

Eq 1882 el matemdtico alemndn B, Pagch {1843-1930) en sy Vorlesungen iber
newere ganmatrie {Lecciones sobre 1s nueva geometrial inicla fa tarea de organizar la
tearia axiematica, Pasch acepta punto, recta y plano come tdrminos primitivas. £n |3
pragosicitn 2% del Libr | de Euclides 2| hacer su demosiracion, se admite sin justifi-
cagitn alguna que s una Fecla entra en un tridngulo por un véitice, entonces deberd
cortar oirg lado del trisngulo. Pasch e dio eventa de esto y formulh @ siguiznte axio-
ma que hoy recibe su nombre;

Axioms de Pacch: "Saan A B.C tres punies né colincates v sea m uRa recia del
plane ABC que no pase por pinguno de diches puslos. EnteRCes $i-m pasa paT un
punte del sagmento AB, también pasard por ua punto del segments AG @ pos N pue-
o del segmento BC™, Nétese gue eske 85 un axioma de orden qua Euclides nunta to-
mb eR cuerla gunque |o usd implicitamente.

En 18?2,I B. Dedekind {13371-191§) epuncis el siguiente Axicma de Sorntioui-
dad: "5i todas los puntes de wna racta estin en dos clases de modo que cada purto
de la primera clase estd a fa izguierda de cada punte de la segunda clase, entonces
gxiste UR Wnign punio que divide a 1a recta en das partes”, Con esle aXigma se cam-
plets la dernestracién de a proposicion 1 de! Libro 1 de les Etementes de Euclides,

En 1889 el matemdtica itglano G, Peano (1858-1932) introduin un nuevn sne-
fa gxipmatico para la geometria enchidizna, Construyd sU geomeiria desde un panlo
de vista estristamente ldgico,

En el misms afio el aliano M, Fieri (1860-1348} introdujn punto v movimienta
como térmipos primitivos. En este trabefo se ve la idea de transioreraciéu del plano.
Lot mowimientos de Pieri son desplazamientos rigidos.

£l tratamiento axiomatico de la geemetria euclidiana que ha recibide la mayor
aeeptacian es et inbmrducido por ¢l emirenie matensdtico alomdn David Hilbart {1862
1943}, Publicd en 1898 la primera edicién de sus Grundlagen der geomatrie (Funda-
mentos de la geametria). Se han hecho dier ediciones de esa obra y s ba ide rovi
sapdn eada edicién. Los comentatios que haremos ahora se basan en la décima adi-
cién de 1968 que fue revisada por F. Bernays,

Les termings primitives en esta gecmetria $on; punto, recta, plano, contens o
ex1d sobre, sntre v gongreencia.

Los axiomas de Hilbert estan clasidicados en 5 grupos:

Grupo 1. Axiomas de Ingidencia: Eontiene 8 axiomas qua esisblecen una rela-
cidn de incideneia entre los puntos, recws v planos. Los 3 primerps axiomas son de
la geometria plana v les reslantes del espacie. Los 2 dltimos axiomas indican que el
espacio euclidiano es de 3 dimensiones. 3¢ enuncizh dos teoremnas sin demostracidn,

Grupo Il. Axiomas de Orden: Estos axiamas fusran enudiados delalladamente
par Pasch en 1982 Esta grupo cantiene & definigianes,  teoremas v & axiomas que
dofinen 8l copcepto de entre y, por medio de este término el concepte de crden on la
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rect3, ol pfano y el espacio. El terear tearems de este grope fue wado par Hithert co-
it sxiema y en 1902 £.H, Maora demosivh gue era up tegrema.

Grupo 111, Axiomas de Cengrusnsia: Lot axioma: dé este goupn definen ta no-
cién de cengroenciz ¥ can 6], el de desplazamianto. Este grupe contiene 7 defini-
eipngs, 1% Woremas v 5 asiomas. Los teoremas 12, 13 y 18 son las eriterios dé can-
gruencia de tridngulos.

Grupo V. Axioma de tas Peralefas: Este grupo contiens 2 definiciones, 7 teare-
mas v el axioma de Playfair,

Grupo V. Axiomas de Continuidad: Este grupo contizne 1 tharema y 2 axiomas,
El primer axioma de esta ditimp grupe corresponde 2l proceso de determinar ia dis-
WhRcia entre dos puntos de wnRa reeta wiando wna longitud cualguiers comp medida.
Oo estz postulade podemos deducir toda la tearis de 13t proparciones, Las tearemas
de la qeemetria euchidiang Ao dependan dal Oitimo axioma de Hilbert para sus demos-
tragiones, pero da ba posivilidad de establecer una correspondentta biunivoea entre
[35 punies de ans rects v el conjunbo de los odmeros reales v poder 2si desannglfar
| una gesmeliia anahitica,

En 1904 ol matemitico norteamericana €, Yoblen (1386.1960) desarralld un
sistema axiomdtico wsinde como térmings primitives: gunto y arden. En 1811, el
mismo Veblen hizo ung revision de su propio sistema,

En 1940 G.D, Birkhal (1888-1944) y R, Beatley, profesares de la Universidad
de Hervard desarrallacssn un Sstemma axiomdtico tolalments distinto a 105 anteriones
parqua utilizaron la npcitn de distancie gnira dos puntes eamo &l centre de su geso-
metria. Esta es una visian métrica de fa grometria en contraste con |a visign sintdtica
de Euelidas.

En 1953 L M. Btementha! introduja dire sistema axiemdtce métnico.

En Y972 ios profespres W, Prenowitz v J. Jantoscisk det Bragklyn Caltege de
Mew York, mtredujeron 7 axionas para desareollar [a geometria euglidiana eentrandp
su ganciin en los términos wmenho v canvexidad.
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