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Resumen

Una parte del proceso de globalizacion deriva del dinamismo tecnoldgico de algunos clusters en secto-
res tradicionales que les permitiria abrirse al exterior. Asi generarian oportunidades para otros clusters y even-
tualmente se beneficiarian de la interaccion con estos ultimos. El articulo ofrece una explicacion de este proce-
s0. Su objetivo es mostrar que la articulacion entre la dinamica interna y externa de los clusters vista a través de
las relaciones usuario-productor es esencial para explicar la dinamica territorial de los sectores tradicionales,
tanto en los clusters lideres como en los clusters periféricos. Para ello se desarrolla un marco tedrico evolucio-
nista que sita las relaciones productor-usuario de maquinaria en el centro de este proceso de articulacion local-
global. A partir de un estudio longitudinal basado en entrevistas en profundidad, se utiliza este marco para anali-
zar la dindmica interna y externa de los clusters citricola y ceramico de la Comunitat Valenciana (Espafia). Se
concluye que mientras que los clusters lideres europeos derivan su poder en las relaciones globales productor-
usuario de su capacidad de innovacion tecnologica radical, en los clusters emergentes latinoamericanos y asiati-
cos de estos sectores es vital su capacidad tecnologica para desarrollar una industria local de maquinaria.

Palabras clave: Clusters, cambio tecnologico, aprendizaje interactivo, globalizacion de base endogena, sec-
tores tradicionales.

Technological Change, Interaction among Clusters
of Traditional Sectors and Endogenous Globalization.
An Analysis from the Valencian Community Region

(Spain)

Abstract

One part of the globalization process is derived from the technological dynamism of several clusters in
traditional sectors that allow them to access foreign markets. Thus, they generate opportunities for other clusters
and eventually, benefit from interaction with the latter. This article offers an explanation of this process. Its
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objective is to show that articulation between the internal and external dynamics of the clusters, seen through
user-producer relations, is essential for explaining the territorial dynamics of traditional sectors, in both the
leader and the peripheral clusters. For this purpose, an evolutionist theoretical framework has been developed
that situates machinery producer-user relations in the centre of this local-global structuring process. Based on a
longitudinal study using in-depth interviews, this framework is used to analyse the internal/external dynamics
of the citrus and ceramic sectors in the Valencian Community (Spain). Conclusions are that, while the leading
European clusters derive their power in global producer-user relations from their radical technological
innovation capacity, in the emerging Latin American and Asian clusters for these sectors, their technological
capacity is vital for developing a local industry for machinery.

Key word Clusters, technological change, interactive learning, globalization of the endogenous base,

traditional sectors.
Introduccion

En las ultimas décadas se ha asistido a
la diseminacion en el espacio de la produccion
de muchos sectores (internacionalizacion) y a
la integracion de dichos espacios (globaliza-
cion) (Gereffi, 1999; Altenburg et al, 2008).
Entre los enfoques que han estudiado estos
cambios destaca el enfoque de las “cadenas
globales de mercancias o de valor” (GVC),
que ha defendido la capacidad de algunas
grandes firmas de los paises desarrollados
para organizar una red de proveedores en pai-
ses en desarrollo. Estos ultimos se irian asi in-
tegrando a la economia global mejorando sus
competencias para responder a las exigencias
de las empresas del centro, escalando posicio-
nes en el concierto internacional (Gereffi,
1999). Segun sea la “gobernanza” mas o me-
nos jerarquica y flexible entre firmas deman-
dantes y proveedores locales, estos tltimos y
sus territorios podrian experimentar procesos
mas o menos intensos de desarrollo de sus ca-
pacidades  tecnologicas (Humphrey vy
Schmitz, 2002; Schmitz, 2007).

Este enfoque tiene limitaciones para
entender la globalizacién econdmica. Pri-
mero, las firmas lideres de las cadenas globa-
les aparecen como externas a la dindmica de
los territorios, pues no ha considerado el posi-
ble origen territorial de su liderazgo. Segun-

do, “se sobreestima el poder de las empresas
lideres frente a la construccion de competen-
cias en los paises en desarrollo” (Lundvall et
al., 2009:22) o periféricos. Aunque se ha he-
cho depender la mejora productiva de las fir-
mas de paises emergentes del dinamismo de
sus clusters y sistemas de innovacion
(Humphrey y Schmitz, 2002; Schmitz, 2007),
dicha mejora no ha podido ser conceptuada
satisfactoriamente dentro de este marco. En
efecto, aqui el dinamismo enddgeno de los
clusters emergentes no puede sobrepasar un
cierto limite que desafiaria a las firmas lide-
res, porque deben este dinamismo a su enrola-
miento en las redes de dichas firmas lideres.
En suma, la dinamica enddgena de los
territorios se ha desgajado en lo esencial del
proceso de globalizacion, al no explicar las
posibles raices territoriales de este proceso. A
este problema subyace la escasa atencion
prestada a la intima relacion existente entre la
dindmica interna y la dindmica externa de los
clusters o sistemas territoriales de produccion
o de innovacion de un mismo sector. Nuestra
hipoétesis es que conocer esta relacion es vital
para entender: a) las relaciones entre actores y
el “aumento del nivel” de empresas y clusters
dependientes y b) la renovacion del dinamis-
mo de los clusters lideres. Para ello, desarro-
llaremos conceptualmente la nocion de “nudo
tecnologico localizado” (NUTELO), que pre-
tende representar la articulacion local-global
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de los sistemas territoriales de produccion y
de innovacion en sectores tradicionales a tra-
vés de la dinamica de las relaciones produc-
tor-usuario (Gallego, 2009).

Algunos sectores industriales tradicio-
nales (como el ceramico) ni estan “dominados
por los compradores” ni estan “dominados
por los productores” como han supuesto las
GVC. Ademas, incluso en sectores domina-
dos por comercializadoras (como el agroali-
mentario), considerar las relaciones produc-
tor-usuario resulta necesario para entender el
dominio de los retailers y la eventual mejora
de los territorios vinculados a los mismos.
Nuestro enfoque es asi complementario
(como los de Pietrobelli y Rabellotti, 2011 y
Malerba y Nelson, 2012) a las GVC, pero de
forma distinta al considerar la dindmica terri-
torial endégena como motor de la conforma-
cién y evolucion de las redes globales de valor
y de produccion.

Se ha considerado que en sectores tra-
dicionales los proveedores de maquinaria e
inputs intermedios juegan un papel esencial
en la generacion de innovaciones (Chaminade
y Vang, 2008). Pero en ellos las relaciones
productor-usuario pueden ser tanto depen-
dientes (asimétricas) como interactivas (simé-
tricas). Esto permite representar la dindmica
de las relaciones entre estos sistemas de la
mano de la evolucion de las relaciones pro-
ductor-usuario, el nicleo basico de los siste-
mas territoriales de innovacion.

En la proxima seccion se esboza un
marco conceptual que representa la dindmica
de las relaciones intra e intercluster en secto-
res tradicionales a través de las relaciones pro-
ductor-usuario. Después se estudiara con este
marco la dinamica de la articulacion local-
global de los clusters citricolay ceramico de la
Comunitat Valenciana (Espafia), con otros
clusters de Italia, Argentina, Uruguay, Brasil
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y China. Esta parte empirica se apoya en tres
lustros de investigacion longitudinal, realiza-
da en parte en cooperacion en el caso del sec-
tor ceramico (Tomas et al 1999b). El autor
realiz6 en 1995-1997 y en 2007-2011 mas de
un centenar de entrevistas en profundidad al
conjunto de actores del distrito ceramico y a
directivos de multinacionales espafiolas ¢ ita-
lianas en los otros paises considerados. La in-
formacion del sector citricola procede de una
investigacion realizada en 2002-2004 vy
2007-2011 en la Comunitat Valenciana y Ca-
talufia, en la que el autor entrevistd a unas dos-
cientas personas. En ambos sectores se hablo
con expertos, empresas, trabajadores, centros
de formacion y de investigacion, etc. Las en-
trevistas se realizaron con cuestionarios se-
mi-abiertos centrados en los aspectos cualita-
tivos y dinamicos que nos preocupan en el
presente articulo. Por razones de espacio, las
entrevistas son aqui explotadas de forma cua-
litativa con un analisis histérico de medio y
largo plazo.

1. Nudos tecnolégicos: vector de
la articulacion local-global de
los clusters

Ser competitivo diferenciando el pro-
ducto exige innovar. Si aceptamos que se re-
quiere la cooperacion de actores diferentes
dotados de una parte del conocimiento nece-
sario para generar innovaciones, el “aprendi-
zaje interactivo” deviene esencial en la inno-
vacion. Para que las relaciones productor-u-
suario sean interactivas son necesarias las
aportaciones de los usuarios (Lundvall ef al.,
2009; Chaminade y Vang, 2008). Esto exige
que los usuarios dispongan de competencias
(habilidades) importantes alimentadas por un
sistema de conocimiento propio del territorio.
Por tanto, no basta con que exista un entrama-
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do de empresas del mismo sector con ciertas
capacidades tecnologicas basadas en relacio-
nes informales. Construir innovaciones que
desafien el liderazgo-posicion vigente requie-
re desarrollar un nuevo sistema de conoci-
miento o capacidad de innovacion (Bell y
Albu, 1999; Altenburg et al., 2008; Ferrer,
2010), lo que exigira entablar relaciones for-
males entre empresas y entre éstas y los cen-
tros de formacion e investigacion.

Se parte de una economia global for-
mada por clusters territorializados capaces de
generar un aprendizaje creativo (dinamismo
tecnologico) sobre la base de redes de relacio-
nes estables 'y duraderas apoyadas en una im-
portante division del trabajo y en institucio-
nes que orientan los comportamientos de los
actores (Storper, 1997). El dinamismo y espe-
cificidad de los clusters en sectores tradicio-
nales proviene de la interaccion, en torno a un
conjunto de problemas, entre las empresas
usuarias vinculadas a la demanda final y los
subsectores proveedores de la cadena de valor
(Russo, 1985; Porter, 1991; Tomas Carpi et
al, 1999a; Gallego, 1997 y 2009). Esta inte-
raccion genera uno o varios nudos tecnologi-
cos localizados (NUTELO) definiendo un es-
pacio de relaciones no mercantiles. Un NU-
TELO constituye el nucleo del polo de cono-
cimiento del cluster en un triple sentido: a) en
¢l se definen nuevos ambitos de aprendizaje
intersectorial via un proceso de division social
del trabajo intrarama que genera nuevas espe-
cializaciones sectoriales (Storper, 1997; To-
mas Carpi et al 1999 a y b; Katz, 2006; Galle-
g0, 1997); b) este aprendizaje es vehiculado
por nuevas relaciones productor-usuario esta-
bles y ¢) en torno a estas relaciones intersecto-
riales focalizan su actuacion los actores cien-
tifico-tecnologicos relevantes para definir el
conocimiento base del NUTELO.

La aproximacion territorial entre usua-
rios y productores puede producirse a través
de las fuertes exigencias de los primeros for-
muladas a los segundos, lo que podria condu-
cir al desarrollo de un nuevo paradigma tecno-
logico en el sector y la generacion de una nue-
va matriz de conocimientos y artefactos técni-
cos. Pero las instituciones en las que se basa la
interaccion usuario-productor del NUTELO
pueden llevar a acomodarse en estas relacio-
nes conduciendo a la inercia o incluso al lock-
in en las formas y trayectorias de innovacion,
sin poder romper internamente esta tendencia.
La dinamica externa de cluster puede evitar
esta deriva.

Cuando un cluster desarrolla un NU-
TELO o un cierto nivel de conocimiento espe-
cifico, esto cambia la naturaleza de las rela-
ciones usuario-productor porque su relacion
con los proveedores de otros clusters pasa a
ser mas simétrica e interactiva. Ahora el usua-
rio posee un conocimiento que le proporciona
capacidad critica para relacionarse con el pro-
ductor y éste pasa a estar interesado en mante-
ner una relacion no mercantil con el usuario
para acceder a un conocimiento util. La gene-
racion endogena de NUTELOS es un vector
clave esencial del proceso de especializacion
internacional. Segin nuestra hipdtesis, el mis-
mo ambito de interaccion que constituye el
foco del nuevo polo de conocimiento, también
es el principal ambito de la nueva articulacion
global del sector-territorio. El sector provee-
dor del nuevo NUTELO experimentara un
proceso de internacionalizacién comportando
simultaneamente la mejora y la dependencia
de otros clusters. El desarrollo de un nuevo
NUTELO suscita con frecuencia el surgi-
miento de un nuevo subsector proveedor, por-
tador de conocimientos y artefactos técnicos
nuevos, cuya adopcion mejora la eficiencia de
las regiones periféricas (Tomas Carpi et al
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1999 b; Russo, 2004). Asiunnuevo NUTELO
aumenta la difusion mundial de innovaciones
en el sector, generando la intensificacion de la
competencia y la cooperacion e hibridacion
entre NUTELOS. Se aceleran asi los “proce-
sos de globalizacion territorialmente construi-
dos”, reforzados por las inversiones producti-
vas en otros clusters desde los clusters con
NUTELOS y la movilidad de personal técni-
co-directivo entre clusters.

2. Dindamica de clusters en el
sector citricola: interaccion
entre cadenas globales de
compra y redes globales de
produccion de base endégena

Espafia ocupaba en 2010 el sexto lugar
en la produccion mundial de citricos con el
4,41% del total y el primero en las exportacio-
nes en fresco (FAO, 2012). Destaca su elevada
cuota (alrededor del 50%) de las exportaciones
de mandarinas, a lo que subyace la especializa-
cioén en mandarinas de la Comunitat Valencia-
na (en adelante CV), que aporta el 80% de la
produccion espafiola (Intercitrus, 2012).

Enla CV el sector citricola esta organi-
zado en torno a centrales citricolas. Son fir-
mas, de capital valenciano y de caracter fami-
liar, que compran la produccion a los agricul-
tores y se encargan de su acondicionamiento y
comercializacion. Han hecho tradicionalmen-
te de cadena de transmision de los impulsos
del mercado a los agricultores. Para acondi-
cionar los productos, se apoyan en proveedo-
res de maquinaria y otros productos quimicos
de postcosecha, envases, etc. También se lo-
calizan en la CV los proveedores de inputs
para la produccion agraria, formados por fir-
mas nacionales y multinacionales integradas
al territorio (Gallego, 2009).
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El control de la comercializacion de la
exportacion por centrales citricolas desde el
final de la Segunda Guerra Mundial (Tomas
Carpi, 2010), estimuld la creacion de firmas
autoctonas de maquinaria. Esto permitio la fa-
bricacién de maquinaria y de productos qui-
micos de postcosecha y la introduccion en Es-
pafia por iniciativas de inversion valencianas,
espafolas y norteamericanas de un conjunto
de procesos de embellecimiento y conserva-
cién del producto con “consumibles” (ceras,
detergentes y fungicidas). Se adaptaron asi
técnicas y procesos ya introducidos en Cali-
fornia (Fomesa, 2005; Entrevistas con directi-
vo de BROGDEX, varios afios). Las centrales
citricolas tenian asi la posibilidad de mecani-
zar la limpieza y encerado de la naranja dan-
dole un brillo muy apreciado en el mercado
europeo. Ademas, estos productores dejaban
a sus clientes en deposito las maquinas de
aplicacion de los consumibles y se encarga-
ban del servicio técnico de toda la maquinaria,
acambio del compromiso de éstos de comprar
sus consumibles. Se entablaba asi una rela-
cién no mercantil y estable de cooperacion
proveedor-usuario.

El sector de postcosecha, constituido
por fabricantes de maquinaria en linea del al-
macén (calibradores, encajadoras, empaque-
tadoras etc.) y por el sector de productos qui-
micos y maquinaria de aplicacion de los mis-
mos, esta formado por un pequeiio nimero de
medianas empresas mayoritariamente valen-
cianas. Esto obedece a un proceso de territo-
rializacion empresarial del subsector vincula-
do ala creacion del NUTELO centrales citri-
colas-empresas de postcosecha.

Este NUTELO se ha desarrollado a tra-
vés del “aprendizaje productor-usuario ”’ cuyo
nucleo es la especializacion de la citricultura
valenciana en mandarinas. Desde los afios 60
del siglo XX la forma no redonda de este citri-
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co y sus especificidades en el calibrado y tra-
tamientos quimicos respecto a los métodos
convencionales suponia un desafio para los
fabricantes de maquinaria. Se genera asi una
ventaja competitiva a nivel internacional del
sector espafiol de maquinaria a la Porter
(1991), es decir, basada en la gran exigencia
de la demanda interna. El saber-hacer técnico
y comercial y su dimension tacita (especifici-
dades en la confeccion segun mercados de
destino y centrales citricolas), confieren a las
centrales (usuarios) un caracter estratégico en
la interaccion productor-usuario de postcose-
cha (Gallego, 2009). Este gran dominio de la
confeccion de mandarinas generaria en las
empresas lideres proveedoras de postcosecha
un proceso de expansion sucesiva de las ex-
portaciones hacia los paises exportadores de
citricos y otras frutas del Mediterraneo, Amé-
rica Latina, Sudafrica, Estados Unidos, etc.
(Fomesa, 2005).

Argentina y Uruguay ocupaban en
2010 las posiciones décimo segunda y trigési-
ma, respectivamente, en la produccion mun-
dial de citricos (FAO, 2012), disponiendo de
una densared de empresas y centros de forma-
cion e investigacion. El cluster valenciano tie-
ne una relaciéon muy estrecha con la Cuenca de
la Plata, que integra a la region argentina de
Entre Rios y la provincia del Noroeste urugua-
ya, especializadas en mandarinas y naranjas
frescas. La exportacion de citricos en con-
traestacion a Europa desde Uruguay y Argen-
tina se inici6 en los afios 70 y 80 del siglo XX
(Mercier y Tanguy, 2005). Por eso a partir de
los 80 comenzaron a situarse en Argentina y
Uruguay las empresas proveedoras valencia-
nas de maquinaria y productos quimicos
post-cosecha.

El sector de proveedores de postcose-
cha en el cluster argentino-uruguayo se es-
tructura en torno a: i) un pequefio ntimero de

empresas sudamericanas, norteamericanas y
europeas, entre las que se cuentan algunas em-
presas valencianas consideradas lideres mun-
diales y ii) un conjunto de empresas locales
con menor nivel de competencias en tecnolo-
gia electronica. La penetracion valenciana en
la zona via empresas mixtas (joint-ventures),
trata de cubrir simultaneamente los segmen-
tos alto y bajo del mercado. Los proveedores
valencianos de postcosecha también combi-
nan la venta directa y la venta a través de un
distribuidor local (Gallego, 2009; Entrevistas
con gerente de TECNIDEX, varios afios).

Tradicionalmente, el establecimiento
entre los proveedores valencianos y los usua-
rios locales de una relacion estable y no mer-
cantil como la vigente en la CV ha tropezado
con dos tipos de problemas. De un lado, la
inestabilidad econoémica, los problemas logis-
ticos (pequeiios pedidos e infraestructura de
frigoconservacion escasa) y las dificultades
de obtencion de registros de los productos qui-
micos en la region, incrementan los costes
productivos de los proveedores. De otro lado,
el cliente local compra al productor en funcion
del precio y no del servicio debido al dominio
local de la tecnologia mecanica. Esto reduce
el negocio de los proveedores espaiioles, que
deben concentrarse en realizar asesoramiento
técnico, siendo el servicio de asistencia técni-
ca asumido por las propias centrales y/o sub-
contratado a empresas regionales. Con todo
ello, el proveedor no tiene margen para prestar
los servicios habituales en la CV. Como las
centrales locales importan unicamente la ma-
quinaria mas sofisticada (calibradores elec-
tronicos), las empresas espafiolas de maquina-
ria cooperan con proveedores argentino-ur-
uguayos dentro de una estrategia de comple-
mentariedad en la provision de maquinaria y
servicios (Gallego, 2009).
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Esta penetracion y cooperacion en la
Cuenca de la Plata a través de empresas mix-
tas, contribuye a elevar las competencias de
los productores locales y favorece la imita-
cién y la competencia regional (Entrevistas
con técnico de FOMESA, varios afios). Pero,
en contrapartida, permite a los proveedores
valencianos adaptar in situ su tecnologia a las
practicas habituales y a las exigencias de los
clientes regionales. Por eso, algunos directi-
vos valencianos de estas firmas afirman esti-
mular el “desarrollo de estas empresas locales
‘artesanales’ porque eso les permite absorber
el saber-hacer local a través de las mismas al
tiempo que las convierte en difusores de su
propia tecnologia. Los proveedores locales
realimentan este flujo de conocimiento a par-
tir de sus propios conocimientos especificos”
(Entrevista con gerente de la firma de maqui-
naria MAF RODA, 2006; Gallego, 2009). Por
ejemplo, las centrales y los proveedores au-
toctonos de postcosecha de la Cuenca de la
Plata han aprendido a enfrentar la compleji-
dad técnica que supone exportar a grandes dis-
tancias, un conocimiento muy Util para un sec-
tor valenciano obligado a diversificar merca-
dos lejos de Europa.

A raiz de la liberalizacion de las impor-
taciones espaiiolas de citricos en 1993 se ge-
nera progresivamente una reorganizacion de
la entrada en Europa de los citricos argentinos
y uruguayos impulsada por las grandes cade-
nas europeas de supermercados. Estas ultimas
han organizado este proceso “sugiriendo” a
sus proveedores argentino-uruguayos la coo-
peracion con las centrales valencianas (tam-
bién clientes de aquellas cadenas) como via de
entrada de sus productos en Europa. Asi, la
cooperacion entre centrales de ambos clusters
ha llevado a las argentino-uruguayas lideres a
imitar el sistema de confeccion de las centra-
les valencianas para unificar la presentacion
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de la fruta, apelando a los mismos proveedo-
res y servicios que las valencianas, conllevan-
do la “convergencia” de las relaciones pro-
ductor-usuario con las vigentes en la CV. De
otro lado, las importaciones en contraestacion
han reforzado la relacion entre proveedores y
centrales valencianos, porque han permitido
alargar la campana todo el afio, modernizando
y convirtiendo a las centrales citricolas en in-
dustrias de procesamiento de mercancias
frente a su condicion anterior de comerciali-
zadoras de temporada.

En suma, la integracion en la cadena
global de mercancias de las centrales citrico-
las argentino-uruguayas no hubiese sido facti-
ble sin su interaccion con proveedores de am-
bos clusters ligada a la dinamica endogena del
NUTELO valenciano. No compartimos pues
la afirmacion de Malerba y Nelson
(2012:1663) de que en sectores con una divi-
sion vertical del trabajo y especializacion del
conocimiento, tales como el agroalimentario,
las grandes multinacionales dominarian el
proceso de innovacion y de produccion dentro
de cadenas globales de valor.

3. Dindamica del cluster ceramico
valenciano: superacion
endogena de la dependencia
externa y creciente interaccion
externa

En 2010, los paises con mas peso en la
produccion mundial de pavimentos y revesti-
mientos ceramicos eran: China (44,1%), Bra-
sil (7,1%), India (5,8%), Iran (4,2%) Italia
(4,1%) y Espaiia (3,8%) (Stock, 2011). En el
ambito de las exportaciones, junto a China
(36,8% del total), destacaban Italia (15,1%) y
Espaiia (12,9%) y a mayor distancia Turquia
(4,4%), Brasil (3%), Iran (2,9%) y México
(2,7%) (Stock, 2011). Mientras Italia y Espa-
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fia exportan la mayor parte de su produccion,
el resto de paises s6lo exportan una fraccion
muy inferior de la misma. Tanto la produccion
de baldosas ceramicas italiana y espafiola
como otras actividades de la cadena de valor
se concentran en Sassuolo (Emilia Romana) y
Castellon (CV), respectivamente, siendo ello
una fuente de dinamismo de estos sectores.
Las principales fases del proceso productivo
son el aprovisionamiento y tratamiento de las
materias primas, el prensado y el esmaltado y
la coccion del producto. Exceptuando la pri-
mera fase, donde operan firmas especializa-
das, el resto del proceso suele ser continuo e
integrado.

En los afios 50 y primeros 60 del siglo
XX, el sector italiano era dependiente de las
materias primas y la maquinaria importada.
La mayor parte de los hornos, prensas y ma-
quinas de esmaltar procedian de Alemania y
de Estados Unidos. La acumulacion de cono-
cimiento en la fabricacion, el saber-hacer en la
tecnologia mecénica en esta region (Modena)
especializada en la fabricacion de automovi-
les y la presion para adecuar los equipos a las
materias primas locales, llevo al sector cera-
mico italiano a generar el conocimiento nece-
sario para fabricar sus propios hornos y pren-
sas. Asi, en la segunda mitad de los 60 el sec-
tor dejo de depender de los fabricantes extran-
jerosy enlos 70 las firmas de hornos y prensas
italianas comenzaron a exportar (Porter,
1991). La concentracion en Sassuolo de los
fabricantes de maquinaria propicié su estre-
cha relacion con los fabricantes de baldosas
ceramicas (Russo, 1985). Esta interaccion
constituye un NUTELO a través del cual se
realizaron innovaciones radicales, como los
hornos de rodillo o la fabricacion de pavimen-
tos por monococcion. Desde los afios 70 y 80,
los sectores de baldosas y de maquinaria se
orientaron a la exportacion deviniendo los li-

deres mundiales indiscutibles (Russo, 1985;
Porter, 1991).

La industria ceramica castellonense pre-
sentd durante los afios 60 y primera mitad de los
afios 70 un modelo dependiente de crecimiento
extensivo sin grandes cambios tecno-organiza-
tivos. Este sector “tuvo que importar los servi-
cios (maquinaria, hornos, etc.), la tecnologia e
incluso, con frecuencia, los técnicos para apli-
carla, no existiendo (...) investigacion. Esta si-
tuacion se ha prolongado practicamente hasta fi-
nales de los setenta” (Escardino y Enrique,
1983: 1231). Esto obedecia a la escasa atencion
de las empresas al conocimiento cientifico-téc-
nico para ser competitivas, que origind una cul-
tura de autodidactas entre los técnicos (Entrevis-
ta directivo del Instituto de Tecnologia Cerami-
ca, 1997; Gallego, 1997). La falta de conoci-
miento y de un sector de maquinaria propios,
hizo que durante los 70 y primera mitad de los
80 las firmas ceramicas tuvieran una relacion
mercantil con los proveedores de maquinaria
italianos que buscaron capturar economias de
escala.

La llegada del gas natural a Castellon
en 1981 permiti6 la adopcion de los nuevos
métodos necesarios para reconvertir el sector.
Pero comprar nueva maquinaria no bastaba.
La mayor dificultad técnica para lograr una
elevada calidad estética en revestimientos con
la técnica de monococcion con respecto a los
pavimentos (Porter, 1991), y la especializa-
cion de Castellon en revestimientos, generd
una interaccion firmas ceramicas/firmas de
esmaltes, en la busqueda de nuevos esmaltes
apropiados para fabricar este producto. E
irrumpio el Instituto de Tecnologia Ceramica
(ITC), especializado en ingenieria quimica,
que cooperd con las firmas ceramicas y con
las firmas de esmaltes de origen local en la ge-
neracion de una innovacion radical, la mono-
coccion porosa (método de fabricacion de re-
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vestimientos con una Uinica coccion y esmal-
tes mas sofisticados), que convirtieron al sub-
sector espafiol de esmaltes en lider mundial.
El desarrollo de la monococcion porosa y de
los nuevos esmaltes que llevaba aparejada, es-
timul6 un cambio en la division del trabajo in-
trarama y la aparicion de un sector indepen-
diente especializado en la produccion de es-
maltes (Tomas Carpi et al 1999b).

La especializacion del ITC en la tecno-
logia de proceso marcé un nuevo estilo de in-
novacion basado en el control y optimizacion
de las distintas fases del proceso de produc-
cion, gracias a la incorporacion sistematica de
ingenieros quimicos, formados (en la Univer-
sidad) por personal del ITC, por parte de las
empresas de baldosas y de esmaltes, y a la re-
laciones de confianza ingenieros de las em-
presas-investigadores del ITC. El sector de es-
maltes autdctono, paso a realizar la aplicacion
de los mismos en las fabricas ceramicas, a
proporcionarles el disefio y a asesorarlas y
ayudarlas a adoptar los métodos de monococ-
cion. Se convirtid asi en actor clave en la gene-
racion y difusion de innovaciones de proceso
y de producto en la industria ceramica (Galle-
g0, 1997; Tomas Carpi et al 1999b; Hervas y
Albors, 2008).

Desde la segunda mitad de los afios 80
y primeros afios 90, la relacion firmas de bal-
dosas y firmas de esmaltes devino el NUTE-
LO del sector valenciano. A través de esta in-
teraccion, alimentada por el ITC, se origind
una trayectoria territorializada de innovacion
focalizada en el dominio de la tecnologia de
proceso y la calidad del producto. Asi cambio
radicalmente la posicion del sector. Las em-
presas de baldosas italianas deben apoyarse
en las firmas de esmaltes espafiolas (Hervas y
Albors, 2008) y el nuevo conocimiento em-
presarial y territorial permitio a las empresas
ceramicas redefinir sus relaciones con los fa-
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bricantes italianos de maquinaria. Y ello en la
direccion de “desechar tecnologias y equipos
y de exigir equipos mejor adaptados a las es-
pecificidades de sus usuarios castellonenses,
mientras que antes se aceptaba la maquinaria
tal cual la ofrecian los productores italianos"
(Entrevista con directivo del ITC, 1997; Ga-
llego, 1997).

El éxito competitivo de los nuevos es-
maltes desencadené la internacionalizacion
del subsector en tres fases: 1) intensificacion
de las exportaciones a paises productores'; 2)
apertura de delegaciones en Brasil, México,
Argentina, China, Rusia, etc., con técnicos
desplazados a estos paises y enviando el pro-
ducto desde Castellon y 3) aprovechamiento
en la actualidad del know-how para fabricar en
otros paises productores con materias primas
locales. La ultima fase responde a que para ser
competitivo frente a la produccion propia de
Brasil y China, es necesario producir in situ
con costes similares y a que el estallido de la
burbuja inmobiliaria espafiola hunde el mer-
cado interior y obliga a las filiales espafiolas a
ser autosuficientes (Entrevista con Jefe de
planta de empresa ceramica en China, 2010).

La industria ceramica brasilefia se con-
centra en la region de Cricitima (Santa Catari-
na) y en Santa Gertrudes (Sao Paulo). En los
afios 90 este sector experimentd un fuerte cre-
cimiento debido a tres factores basicos (Garcia
y Scur, 2010): 1) La reconversion de equipos y
mejoras tecnologicas derivadas de utilizar ma-
quinaria italiana, que permitié aumentar la pro-
ductividad e interaccionar con proveedores; 2)
la utilizacion de esmaltes espafioles y la estre-
cha colaboracion con estos proveedores, que se
responsabilizan del diseflo del producto de sus
clientes brasilefios con un sustancial ahorro de
recursos internos en materia de innovacion
para los mismos y una gran mejora de los pro-
ductos; 3) el desarrollo de instituciones locales
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de caracter cientifico-tecnologico ofertando
servicios sofisticados y difundiendo conoci-
miento entre las empresas locales. Pero este
proceso no ha generado una dinamica endoge-
na capaz de desarrollar una trayectoria de in-
novacion territorializada. Mientras que en
Castellon el contenido de la relacion empre-
sas/centros tecnoldgicos evolucioné desde los
servicios relativamente sencillos, como ensa-
yos y formacion, hacia los mas sofisticados de
asesoramiento tecnoldgico y proyectos de |
+D (Gallego, 1997; Tomas Carpi et al 1999b),
en las regiones brasilefias esta interaccion se ha
estancado en el primer tipo de servicios (Garcia
y Scur, 2010). Por tanto, aunque existan em-
presas lideres, tanto en Brasil (Meyer-Stamer,
1998), como en China (Directivo de Centro
Tecnologico de Castellon, 2010), éstas no han
sido capaces de generar un estilo o capacidad
de innovacion propios y “siguen siendo Italia y
Espaiia los paises que marcan las tendencias
tecnologicas y comerciales del sector” (Jefe de
fabrica de multinacional cerdmica en China,
2010). Pero tras Italia y Espaia, las firmas bra-
silefias son consideradas las mas eficientes en
plazos y condiciones de entrega del producto,
por su gran mejora en distribucion y logistica.

China experimentd un fuerte creci-
miento de la produccion ceramica en los afios
90 del siglo XX (Russo, 2004) y en la ultima
década (Stock, 2011). “El enorme y rapido
crecimiento de la produccion azulejera de
China, de la mano de una demanda doméstica
en fuerte expansion, fue posible por la adop-
cién de maquinaria avanzada producida en el

. . ;. 2
distrito ceramico de Sassuolo”

(Russo,
2004:3), y por laadopcion de los esmaltes y de
la maquinaria para su aplicacion del distrito de
Castellon. Buena parte del sector ceramico
chino se concentra en la region de Guang-
dong, Foshan en especial. Esta region exhibe

una importante diversidad sectorial y dina-

mismo territorial. La habilidad intersectorial
para la fabricacion local de maquinaria cera-
mica (Russo, 2004), esta seguramente asocia-
da a esta diversidad sectorial. La gran capaci-
dad imitadora ha permitido a China desarro-
1lar su propio sector de fabricacion de maqui-
naria y esmaltes. También ha contribuido a
ello el aprendizaje interactivo entre técnicos
locales y técnicos de las empresas de maqui-
naria italianas y de esmaltes espailolas, nece-
sario para poder penetrar en las firmas cerdmi-
cas chinas. El desarrollo enddgeno de sectores
de proveedores reduce la dependencia de las
firmas ceramicas chinas de los proveedores
europeos. De adquirir fabricas llaves en mano
de fabricantes italianos se pasé a comprar ma-
quinas para fases concretas (Russo, 2004),
para finalmente adquirir la maquinaria produ-
cida por firmas chinas.

A diferencia de Castellon o Sassuolo, en
Brasil y China el cambio en las relaciones de po-
der usuarios locales/proveedores externos no
procede tanto de un cambio cualitativo en la re-
lacion (a falta del conocimiento endogeno sufi-
ciente), como del desarrollo de un sector local de
maquinaria y esmaltes. Y ello gracias a la fuerte
acumulacion de capital y el gran tamafio del
mercado (Altenburg et al., 2008).

Ahora bien, con la mejora tecnologica
que subyace al avance chino y brasilefio, no
desaparece una dependencia continuada, es
decir, la necesidad de comprar la mejor ma-
quinaria y el mejor esmalte para satisfacer a
los clientes de los mercados de exportacion
mas exigentes (Jefe de fabrica ceramica en
China, 2010).

4. Consideraciones finales
El objetivo de este articulo es mostrar

que la articulacion entre la dindamica interna y
externa de los clusters es esencial para expli-
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car la dinamica de los sectores tradicionales
para tal fin se ha conceptualizado la dindmica
de las relaciones productor-usuario, tanto
dentro como entre clusters, como vector de la
globalizacion de la produccion en sectores in-
dustriales tradicionales. Asi, la evolucion de
las relaciones productor-usuario contribuye a
los procesos de dependencia entre clusters
pero también de aumento de las competencias
de los clusters periféricos y de renovacion del
dinamismo de los clusters lideres gracias a la
interaccion entre unos y otros. El articulo se
inscribe asi en la trayectoria de otras investi-
gaciones previas (Tomas Carpi, a y b; Hervas
y Albors, 2008; Gallego, 2009; Pietrobelli y
Rabellotti, 2011), pero con una mayor inte-
gracion relativa de lo local y de lo global. Las
relaciones productor-usuario susceptibles de
generar innovaciones radicales son esenciales
para entender la vinculacion existente entre
los procesos de desarrollo y de creatividad en-
dogenos y la construccion de redes globales
de produccion como dos fases de un mismo
proceso de desarrollo endogeno.

La creatividad enddégena transforma
las condiciones y las oportunidades de la pro-
duccion anivel mundial. Al propio tiempo, es-
tos procesos de raiz enddgena, son cruciales
para comprender como pueden responder los
clusters a las exigencias de integracion de las
grandes cadenas de valor, tales como las cade-
nas de distribucion. Pietrobelli y Rabellotti
(2011), muestran que los sistemas de innova-
cion (de los proveedores locales) y las cadenas
globales pueden establecer una interaccion
fructifera, pero al no prestar atencion a las re-
laciones productor-usuario, no pueden inter-
pretar la dindmica de los sistemas de innova-
cion de sectores concretos y las “redes globa-
les de produccion” como formando parte de
un mismo proceso. Esta es precisamente la
principal aportacion de nuestro trabajo. Los
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clusters en sectores tradicionales son nodos
locales en redes globales, pero no en el sentido
de clusters integrados funcionalmente en una
organizacion controlada por un actor lider,
como sugiere la literatura habitual. Es la fuer-
za enddgena relativa de estos nodos la que in-
fluye en el poder desigual de los diferentes
clusters del mismo sector en el marco de redes
globales multipolares en constante cambio.
Esta fuerza enddgena relativa proviene
de dos fuentes basicas: a) el conocimiento y la
capacidad de innovacion y b) la fuerza de la
acumulacion de capital y el tamafio del merca-
do. Las regiones europeas consideradas man-
tienen cierto liderazgo en la primera fuente;
sus homonimas de China y Brasil tienen ven-
taja en la segunda, ocupando una posicion in-
termedia el cluster argentino-uruguayo. El ca-
racter crecientemente interactivo de las rela-
ciones entre los clusters analizados evidencia
la influencia de ambas fuentes y muestra que
los clusters emergentes son decisivos para re-
novar el dinamismo de los clusters mas dina-
micos aunque no siempre hayan revoluciona-
do el sector con nuevos NUTELOS (nudos
tecnologicos localizados). Quizas el futuro de
muchos sectores tradicionales no esté solo en
la aparicion de nuevos NUTELOS como en la
creciente integracion de los clusters via inte-
rrelacion de los dos vectores referidos. La re-
ciente adquisicion por una multinacional in-
dia de la firma de postcosecha DECCO, con
una importante sede en la Comunitat Valen-
ciana, manteniendo el equipo técnico-directi-
vo valenciano (Entrevista con gerente de
DECCO IBERICA, 2011) refuerza esta idea.
Malerba y Nelson (2012) consideraron
que los eslabonamientos verticales no constitu-
yen un motor para que los paises en desarrollo
alcancen a los desarrollados, porque la necesi-
dad de competir en mercados mundiales lleva a
los usuarios de maquinaria a comprarla a firmas
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extranjeras de modo que la oferta local no
cuenta con la demanda suficiente. Nuestro re-
sultado es mas matizado: los usuarios locales
administran esta tension (demanda) segun el
mercado de destino de su produccion.

Entre las limitaciones del trabajo desta-
ca el que se centre en dos sectores. Ampliar la
base sectorial de la investigacion es una linea
prometedora y necesaria, al tiempo que conci-
liar un analisis cualitativo e historico con un
analisis cuantitativo. El articulo también sugie-
re nuevas investigaciones teoricas y aplicadas
sobre la necesidad de distinguir distintas 16gi-
cas en el proceso de globalizacion protagoniza-
das por empresas de diferente tamafio y origen.
Esto abre una via de investigacion paralela a la
seguida por Hervas y Boix (2013).

Notas

1. En 1982 las ventas totales del sector espafiol de
fritas, esmaltes y colores ceramicos ascendian
a 46 millones de euros y las exportaciones su-
ponian el 13,9% de las ventas. En 1992 las ven-
tas eran de 248 millones de euros y las exporta-
ciones el 36,6%. En2000y 2010, la ventas eran
de 726 y 927 millones de euros, respectiva-
mente, y las exportaciones suponian el 51,8%y
el 65,6%, respectivamente, de las ventas (Aso-
ciacion Nacional de Fabricantes de Fritas, Es-
maltes y Colores Ceramicos, ANFECC,
http://www.anffecc.com/es/economica.php,
consultado el 15/06/2011).

2. SeglnRusso (2004), lanecesidad de los expor-
tadores italianos de maquinaria de contar con
un producto mas fiable (con menores requeri-
mientos técnicos) para adaptarse a los clientes,
de China por ejemplo, habria estimulado el de-
sarrollo de la monococcion de pavimentos con
pasta blanca. Esto es, el producto mas competi-
tivo y demandado actualmente en pavimentos
ceramicos.
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Resumen

En el presente articulo, se introduce la nocion de juegos suma-cero construida a partir de las teorias de
von Neumann y Morgenstern (1953) sus propiedades basicas y algunos ejemplos elaborados a partir del lengua-
je matematico, para explicar a la luz de las teorias de Nash (1950) las estrategias usadas por los jugadores en el
contexto econdmico, militar y social. También, se presenta la nocion de juego suma no-cero, no cooperativos
entre dos personas, asumiendo la continuidad diferenciable de la funcion de pago. Finalmente, se explica a tra-
vés de ejemplos construidos por los autores, los métodos de determinacion del equilibrio de Nash puro y una me-
todologia elemental para la determinacion del equilibrio de Nash mixto.

Palabras clave: Teoriade juegos, juego suma cero, equilibrio de Nash puro mixto, resolucion de conflictos.

The Equilibrium of Nash and Conflict Resolution

Abstract

This article introduces the notion of sum-zero games constructed based on the theories of von Neumann
and Morgenstern (1953), their basic properties and some examples developed from mathematical language to
explain the strategies used by players in the economic, military and social contexts in the light of the theories of
Nash (1950). Also, the notion of the non-zero-sum game, non-cooperative between two people, is presented,
assuming the differentiable continuity of the payment function. Finally, using examples constructed by the
authors, methods of determining pure Nash equilibrium and an elementary methodology for determining mixed
Nash equilibrium are explained.

Key words: Game theory, zero-sum game, pure and mixed Nash equilibrium.

* Economista (Universidad del Zulia). Magister en Gerencia Publica. Doctora en Ciencias Humanas. In-
vestigadora adscrta al Instituto de Investigaciones de la Facultad de Ciencias Econdémicas y Sociales de
la Universidad del Zulia. Maracaibo, Venezuela. E-mail: maritzavanegasdemedina@yahoo.es

**  Licenciado en Matematicas (Universidad del Zulia LUZ). Magister y Doctor en Matematicas en la Uni-
versidad Estatal de Louisiana, LSU, Baton Rouge, Luisiana, EUA. E- mail: Jesus_Pascal@hotmail.com

Recibido: 13-12-04 « Aceptado: 14-05-16

658



Revista de Ciencias Sociales, Vol. XX, No. 4, 2014

Introduccion

La teoria de juegos ha sido creada para
abordar, por medio de una estructura sistemati-
ca, entre otras cosas, relaciones conflictivas en-
tre entes o personas. Una situacion conflictiva
es un juego, cuyos actores son los participantes
en el conflicto. La existencia de un conflicto
esta relacionada con el deseo de cada jugador
de mejorar sus circunstancias actuales en tér-
minos de incrementar algunas adquisiciones o
por mejorar una posicion de poder de caracter
militar, econémico, politico o social.

Para 1944, John von Neumann y Oskar
Morgenstern introdujeron la teoria de juegos
basada en un nuevo método matematico, por
primera vez no prestado de la fisica, y espe-
cialmente adaptado a las ciencias econdmicas
y sociales, planteando que los métodos toma-
dos de las ciencias naturales son inadecuados
para esos propositos. Estos cientificos intro-
ducen la nocién de juego, la cual consiste en
un conjunto de jugadores racionales conoce-
dores de la estructura del mismo, donde cada
jugador tiene un conjunto de estrategias y una
funcion de pago que depende del vector de es-
trategias seleccionadas por cada uno.

Estos autores presentan inicialmente
un analisis matematico denominado juegos
no-cooperativos de suma-cero, en los cuales
las ganancias de un jugador son exactamente
las pérdidas del otro jugador. Es por ello, que
von Neumann y Morgenstern (1953), plan-
tean la nocion de solucidén cooperativa, rela-
cionada con el concepto de conjuntos estables
para una gran variedad de juegos especificos.
Si bien este tipo de juegos tiene aplicacion en
el ambito militar, tiene limitaciones en otras
areas; sin embargo, la metodologia creada por
ellos, es basica y orientadora para la solucion
de problemas de aplicacion mediante modelos
de juegos suma-no-cero, cooperativos y no-

cooperativos, en que las ganancias de un juga-
dor no implican la pérdida para otro.

El principal objetivo de la teoria de jue-
gos, es determinar la conducta racional en si-
tuaciones de “juego” en las que los resultados
son condicionados a las acciones de jugadores
interdependientes; también, nos permitira
predecir qué ocurriria cuando individuos ra-
cionales tomen decisiones. “Individuos racio-
nales” aqui significa una caracteristica que los
agentes cognitivos exhiben cuando adoptan
creencias sobre labase de razones apropiadas.

Por tanto, en este trabajo se busca de-
mostrar que la teoria de juegos permite dar
cuenta de los procesos de toma de decision ra-
cional de los agentes econdmicos en una cien-
cia social como la Economia, a través de la na-
turaleza de la eleccion, preferencias, raciona-
lidad, riesgo e incertidumbre.

En cuanto a la metodologia, se busco
explicar a través de formatos matematicos la
forma extensiva del juego y sus desarrollos;
con el juego suma cero: definiciones, esperan-
za de pago, interaccion estratégica entre dos ju-
gadores, teoremas, estrategias Optimas, maxi-
min y minimax; juegos suma no-cero y no-coo-
perativos: el principio de racionalidad y el prin-
cipio de mayor satisfaccion, y el equilibrio de
Nash: método para determinar un equilibrio de
Nash, calculo del equilibrio de Nash mixto y
existencia del equilibrio de Nash.

1. Juegos suma cero

En este tipo de juegos, se supone que
las ganancias y las pérdidas las asumen los ju-
gadores. La posicion 6ptima debe ser conoci-
day el juego finito (Neumann y Morgenstern,
1953, Shubick, 1992). De esta manera tene-
mos las siguientes definiciones:

Definicién. Sean m y n nimeros cua-
lesquiera. Un juego suma cero de orden m x n
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entre dos personas es una matriz de orden m x

n,

a, ... q 1

n

la, ..
PR
la, . a,]

Donde uno de los jugadores, simboli-
zado por Jx, escoge su opcion seleccionando
una fila entre las m filas de la matriz 4, y el ju-
gador, a quien denotaremos por J’, escoge su
opcidn seleccionando una columna entre las
n- columnas de la matriz 4. De lo expuesto se
presentan las siguientes definiciones:

Definicién. Una jugada individual
consiste en el par ordenado, (4;4); 4;. i-ésima
fila, A: j-ésima columna, a través de la selec-
cion realizada en forma simultdnea e indepen-
diente por cada jugador.

Definicién. Un resultado o “pago” es
aquel producido por una jugada individual
realizada y estd representado por el numero,
a;;, €l cual se encuentra en la interseccion de la
fila 4, con la columna 4, seleccionadas porlos
jugadores J«y J' respectivamente. Esta canti-
dad, a;;, representa la cantidad a recibir por el
ganador, y a su vez representa el monto a pa-
gar por el perdedor.

Se asume la siguiente convencion: Si el
numero a; es positivo, entonces esto significa
que el jugador J« resulta ser el ganador y por lo
tanto recibird como pago la cantidad, gy, y el
jugadorJ " es el perdedor, y por lo tanto deberé
pagar la cantidad aij. En caso contrario, es de-
cir, si el niimero ay;, es negativo, entonces, esto
significa que es una pérdida por la cantidad de
a; para el jugador J«y una ganancia por la can-
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tidad de a;; para el jugador J *. Entonces, cada
jugador deseara maximizar o minimizar este
resultado, por lo que, cada uno de ellos debera
disefiar una estrategia adecuada, que le permi-
ta tomar decisiones convenientes.

Definicion. Una estrategia para el juga-
dor J+ en un juego suma cero de orden m x n en-
tre dos personas, es una m - upla, (py, pa,- - ., Pm)»
formada por ntimeros reales entre 0 y 1, es decir,
0=p=1,0=p,=1,...,0 <p, <1ytales que,
p1tpat...+p,=1donde, p, denota la probabi-
lidad con la cual la fila 4, sera escogida; p, de-
nota la probabilidad con la cual la fila 4, sera es-
cogida; ...; pndenota la probabilidad con la cual
la fila 4,, sera escogida andlogamente.

Definicion. Una estrategia para el juga-
dor J' en un juego suma cero de orden m x 1 en-
tre dos personas, es una n - upla, (q;, g2, ..-qy),
formada por ntimeros reales entre 0 y 1, es decir,
0=<¢q=1,0=¢=1,...,0 =q, =< 1tales que,
q1+q*... +q,=1,donde, g, denota la proba-
bilidad con la cual la columna A" seré escogida;
¢, denota la probabilidad con la cual la columna
A* serd escogida; ...; g, denota la probabilidad
con la cual la columna A" sera escogida.

Definicion. Una estrategia se dice pura
cuando consiste en el uso exclusivo de una sola
fila o columna. Simbdlicamente, una estrategia
(1, P2>---» Pm) para el jugador Jx es una estrate-
giapurasiexisteunien {1,2,...,m} tal que, p;=
1,yp;=0, paracadaj #i. Esto es, una estrategia
pura para el jugador J- tiene la forma, (0,0,...,
1,...,0), el nimero 1 en el lugar i. Esta estrate-
gia significa que el jugador J« siempre selec-
cionara la fila 4;. De modo analogo, se define
una estrategia pura para el jugador J". Si el ju-
gador J emplea una estrategia pura, entonces,
su estrategia sera de la forma, (0, 0,...,1,...,0),
el nimero 1 en el lugar j para algiinj en el con-
junto {1,2,...,n}. Y esto significa que el juga-
dor J" en cada jugada individual siempre selec-
cionar4 la j-ésima columna 4.
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Definicién. Una estrategia se dice mix-
ta cuando no es pura. Simbolicamente, una es-
trategia (py, pa,..., Pm) €8 Mixta si existen i, j, i
#j, en el conjunto {1,2,..., m} tales que p; #0
y p; #0.

1.1 La esperanza de pago

Dadas las estrategias, (p1, p2,.-., Pm) ¥
(41> 925---q») de cada uno de los jugadores co-
rrespondientes a un juego suma cero de orden
m x n entre dos personas, representado por la

matriz,

4y e 4y,
A=

a, - a

Este se representa con el siguiente
arreglo:

| 9 q - 4,
poan G4y - Gy
Pof Gy Ayp ... Gy,
Pu G Gy oo Gy

La probabilidad del evento que consis-
te en obtener el pago a;  es la probabilidad
conjunta entre los eventos siguientes, el even-
to en que el jugador J+ selecciona la i-ésima
fila, 4;, de probabilidad es p;, y el evento en
que el jugador J* selecciona la j-ésima colum-
na, 4, cuya probabilidad es g,. Dado que estas
dos selecciones se realizan de forma indepen-
diente, entonces la probabilidad de que los ju-
gadores realicen tales selecciones es el pro-
ducto de las probabilidades de tales eventos,
la cual es, p; x g;.

Entonces la contribucion especifica del
resultado, a; , a la esperanza de pago del
Jjuego, esta dada por la expresion, a; X p; X g;.
Asi, la esperanza de pago del juego esta dada

por 2 12 _,%;>P;>4,> Y COMO esta esperanza
=1L

depende realmente de las estrategias selec-
cionadas por cada jugador, entonces podemos
denotar la esperanza de pago del juego por la
expresion, E(p, ¢q), y dada por,

E(p.q) = 2:;12:=1ay,piq,.

1.2 Ejemplo en el campo militar

Si se considera un ejemplo en el campo
militar de un bombardeo aleatorio de manera
general, para ilustrar una estructura sistemati-
ca que permita reflejar las relaciones conflic-
tivas entre dos paises en una confrontacion bé-
lica, la forma extensiva del juego y sus desa-
rrollos que permitira develar el calculo de las
estrategias Optimas, maximin y minimax se
presenta asi: denotemos porJ«yJ " los genera-
les a cargo de las operaciones militares de
cada pais. El general J« dirige un ataque aéreo
diario, con dos aviones, un bombardero carga-
do con mucho poder bélico e instrumentacion
adecuada, y el otro mas ligero. La mision es
dejar caer solo una bomba sobre algiin blanco
especifico de las fuerzas militares comanda-
das por el general J". Por el otro lado, el gene-
ralJ" organiza la defensa; es decir, el contra-a-
taque aéreo con un avion de combate, el cual,
se encuentra oculto esperando el ataque para
responder por sorpresa, y eventualmente de-
rribando, s6lo uno de ellos. Elbombardero tie-
ne un 80% de chance de sobrevivir al contra-
ataque, y en ese caso, tiene la seguridad de de-
jar caer labomba en el blanco seleccionado de
las fuerzas enemigas. Es decir, el bombardero
tiene el siguiente rendimiento: 1) Si es ataca-
do, tiene un 80% de éxito en dar en el blanco.
2) Sino es atacado, tiene un 100% de éxito de
daren el blanco. En cambio, el avion de sopor-
te, mas ligero, por no contar con suficiente ar-
mamento, maniobrabilidad y radar, tiene el si-
guiente rendimiento: 1) Si es atacado, tiene
50% de éxito de dar en el blanco. 2) Si no es
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atacado, tiene un 90% de éxito de dar en el
blanco.

El general J« sabe que si la bomba es
colocada permanentemente en el bombarde-
ro, tiene una esperanza de, al menos un 80%
de éxito en su mision. Dado que el general J*
esta al tanto de esta situacion, él podria con-
tra-atacar consistentemente el bombardero
para reducir la esperanza del general Jx, a no
mas alla de un 80% de éxito en su mision. Sin
embargo, el general J« quien es un experto ju-
gador de cartas, decide bombardear ocasio-
nalmente con el avion ligero de soporte. Por
ejemplo, una vez cada cuatro ataques, deja
caer la bomba desde el avion ligero de sopor-
te; es decir, 1/4= 0,25; del tiempo. Entonces,
el general J' se ve obligado a revisar su estra-
tegia de contra-ataque permanente al bombar-
dero y decide contra-atacar ocasionalmente al
avion ligero de soporte, digamos por ejemplo,
1/5=0,5, del tiempo. En estas circunstancias,
las estrategias seleccionadas por cada general
son:

Estrategia del general J.: (1 -p, p) =(1 - %, i) =

31)_
(Z’Z) =(0.75, 0,25)

Estrategia del general J*:(l -q, q) =(1 _l 1) =

22
11
()= 09
0,5 0,5 Avién
Bombardero Ligero
0.75 Bombardero 0.8 1
0.25 Avion Ligero 0.9 0.5

La esperanza de tener éxito, para el ge-
neral J+, en esta mision, estd dada por: E (0,2,
0,5)= 0,750,805 + 0,75(1)0,5 +
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0,25(0,9)0,5 +0,25(0,5)0,5 = 0,85, este resul-
tado significa que la estrategia del general J«
de tomar por sorpresa al general J” ha dado re-
sultado, pues ha aumentado su esperanza de
tener éxito a un 85%. Entonces el general J*
decide revisar su estrategia y resuelve contra-
atacar solo un 20% del tiempo al avion ligero
de soporte.

En estas circunstancias las estrategias
seleccionadas por cada general son las si-
guientes:

Estrategia del general J.: (1 -p, p) =(1 - %, i) =

31)_
(Z’Z) =(0.75,0,25)

. 2 2
Estrategia del general J :(l -q, q) = (1 - %, %) =
T 1
0,8 0,2 Avion
Bombardero Ligero
0.75 Bombardero 0.8 1
0.25 Avién Ligero 0.9 0.5

La esperanza de tener éxito, para el ge-
neral Jx, en esta mision, estd dada por: E
(0,25,0,5)= 0,75 (0,8) 0,8+0,75 (1)0,2+0,25
(0,9) 0,8+0,25 (0,5) 0,2 =0,835=83,5%. Esto
significa que la disminucién de la frecuencia
de los contra-ataques al avion de soporte lige-
ro han originado una reduccion de la esperan-
za de éxito (del 85% al 83.5%) de los ataques
del general J". Entonces, para reducir aun mas
la esperanza de éxito de los mencionados ata-
ques, el general J« resuelve eliminar la fre-
cuencia de contra-ataques al avion ligero de
soporte, esto es, el general J* asume una estra-
tegia pura, ¢ = 0. En cuyo caso se tienen las si-
guientes estrategias:
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Estrategia del general J.: (1 -p, p) =(1 - %, i) =

31)_
(Z’Z) =(0.75, 0,25)

Estrategia del general J*:(l -q, q) = (1 - 0,0) = (1,0)

1 0 Avion Ligero
Bombardero
0.75 Bombardero 0.8 1
0.25 Avion Ligero 0.9 0.5

La esperanza de tener éxito, para el ge-
neral J«, en esta mision, esta dada por: E (0,25,
0,5) =0,75(0,8)1 + 0,75(1)0 + 0,25(0,9)1 +
0,25(0,5)0 = 0,825 = 82,5%. Este resultado
permite concluir que cuando el general J- ata-
ca 1/4 del tiempo con el avion ligero de sopor-
te, la mejor estrategia para el general J* es sim-
plemente ignorar el avion ligero y contra-ata-
car inicamente al avion bombardero. Por otro
lado, estos calculos indican que la estrategia
del general J:- (1-p, p) = (0,75, 0,25), ha per-
mitido incrementar su esperanza de éxito, de
un 80% a un 82.5%.

Observacion. Del ejemplo anterior
podemos observar algunas interrogantes: ;P-
odra el general J= mejorar su esperanza de éxi-
to de 82.5% con alguna otra estrategia? ;Cual
es la estrategia optima que el general J« puede
adoptar? ;Cual es la mejor réplica que el gene-
ral J* puede adoptar ante una estrategia espe-
cifica cualquiera del general J«? ;Tendra el
general J* una réplica optima tal que sea inde-
pendiente de la decision tomada por el general
gentlemen*?

1.3 Estrategias 6ptimas

Definicién. Llamaremos contra-estra-
tegia, aquella estrategia disefiada por un juga-
dor para responder una estrategia especifica
empleada por el otro jugador.

Teorema A. Consideremos un juego
suma cero de orden 2 x 2 entre dos personas.
Si un jugador emplea una estrategia fija, en-
tonces su oponente tiene una contra-estrategia
o réplica pura Optima.

Demostracion. Supongamos que E (p,
q) representa la esperanza de pago para el jue-
go suma cero de orden 2 x 2 entre dos perso-
nas, sabiendo que el jugador J+ asume como
estrategia de juego, (1—p, p),con0<p <1y
el jugador J* asume como estrategia de juego,
(1-¢, q),con0 < g < 1. Asumamos que la

ab
matriz del juegoes 4 = ( ) Las estrategias
cc

de los jugadores se representan con el siguien-
te arreglo, Entonces, la esperanza de pago del
juego esta dada por la expresion:
E@g=>0-p-ga+1-pg-b+p(l-qgc+
pq-d ()
l-q ¢

Arreglo:1—p

Primer caso: Se observa, cuando el
jugador J* emplea una estrategia fija, [1 —g,
q]. Entonces, nuestro problema consiste en
encontrar un numero p talque, 0=p=1y[1—
P, pl, es una estrategia Optima para el jugador
J+. Retomando la expresion (1) de la esperan-
za de pago, obtenemos: E (p q) = (1-g-p+p-q)
a+qb-qbptcp-cqptdqgp=a-aq-ap-
aqptqb-gbptcep-cqptdgp=(-at
a-q-q-b+ c- c:q+d-q)p+a -a-q + q'b. Observe
que a, b, ¢, dy g son valores constantes y no-
sotros queremos optimizar el valor de la fun-
cion, F(p) = E(p, q), la cual es una funcién li-
neal de una sola variable, a saber; p, para 0 =
p=1.Estoes, F(p)=M .p+ N;conMy N
constantes tales que, M=-a+a-q-q-b+c-
c'q+td-gqN=a-a-q+b-q.
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Entonces, podemos afirmar lo siguiente;
F(p) = E(p, g) asume su minimo valor
0 si M = 0

enelpunto,p={1 M o< 0
si <

F(p) = E(p,q) asume su maximo valor
1 si M = 0

enelpunto,p={0 G M < 0

En otras palabras la funcion, F(p) =
E(p, q) es optimizada en los puntos, p =0, p =
1. Lo cual significa que el jugador J« podria
asumir una contra-estrategia Optima pura
dadapor, [1-p,p]=[1,0],parap=0[1-p,p]
=[0, 1], para p = 1, para lograr el mejor resul-
tado del juego.

Observaciéon. Consideremos nueva-
mente la expresion: F(p) = E(p, q) =
(-ata-q+c-b-q-cq+d-q)p+(a-a-q+b-q) Obser-
ve que, Para p =0 F(0) = E(0,q) = a-a-q+b-q
Para p=1, F(1) = E(1, q) = c-c'q+d-q. Enton-
ces, F(p) = E(p, q) = [-E(0, q) + E(1, g)Ip +
E(0,9)=E(0,9)(1-p)*+p- E(1,g). Y esto signifi-
ca que el punto, F(p) = E(p, ¢) es un punto in-
termedio del segmento lineal de extremos,
F(0)=E(,q),y F(1)=E(1, g) lo cual dice que
la funcién, p = F(p) = E(p, q) asume sus valo-
res extremos en los puntos, p =0, p = 1. Esto
es, hemos llegado a la misma conclusion.

Segundo Caso: Siasumimos que el ju-
gador J« emplea una estrategia fija, [1-p, p].
Entonces, tenemos que encontrar un nimero g
tal que, 0=¢g=<1,y[1-q q] es una estrategia 6p-
tima para el jugador J*. Sabemos que, E(p,q)
= (I-p)(1-q) at(l-p)gbtp(l-p) ctpgd =
a-a-q-a-ptap-q+qb-p-q-b+p-c-p-qctpqd
= (-ataptb-p-b-p:ctp-d) q+a-aptp-c. En-
tonces, tal como en el primer caso. E(p,q) es
una funcion que depende de una sola variable,
la variable ¢, ya que; a, b, ¢, d y p son constan-
tes. Es decir, tenemos la funcion, F(g) =
E(p,q)=M - q+ N; con My N constantes, la
cual es una funcion lineal y tal como en el pri-
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mer caso es optimizada en los puntos g=00 ¢
=1y por lo tanto, el jugador J* podra asumir
una contra-estrategia pura 6ptima dada por, [ 1
-q,9]1=(1,0)sig=00[1-¢,9]=(0,1)sig=1.
Este resultado también puede ser obtenido de
la siguiente manera: Sabemos que, E(p, ¢) =
(-atap+b-p-b-p-+p-dgta-a-p+p-c
Entonces: E(p,0)=a-a-p+p-cEp,1)=b-p
-b+p-d.Luego, E(p,q)=[E(p,1)- E(p,0)]g+
E(@,0)=q-E(p,1)+(1-q9)E(p,0). Esto signi-
fica que el nimero E(p, ¢) es un punto inter-
medio del segmento lineal que une los extre-
mos E(p, 1) y E(p, 0). Ademas, vemos que los
numeros, E(p, 1) y E(p, 0) son los valores ex-
tremos de la funcion, F(q) = E(p, ¢). Es decir,
la funcion g F(g) es optimizada sobre los pun-
tos,g=0,0qg=1.

Observacion. Este resultado también
es valido para el caso de un juego suma cero de
orden m X n entre dos personas, con m y n nu-
meros naturales cualesquiera.

1.4 La estrategia maximin

Determinemos y justifiquemos una
buena estrategia para el jugador Jx, cuyo con-
tendor adopta una posicion defensiva o pesi-
mista, en un juego suma cero de orden 2 x 2
entre dos personas cuya matriz de pago esta
dada por,

A b
C D

En virtud del teorema A, para cualquier
estrategia de juego, (1 —p, p) empleada por el ju-
gador Js, el otro jugador, J* podra encontrar una
contra-estrategia Optima, a ser escogida entre al-
guna de las dos posibles estrategias puras si-
guientes, (1, 0), parag=0y (0, 1), parag =1

La esperanza de pago para el jugador
J«, en caso que el jugador J” realice la selec-
cion, (1, 0), es decir g = 0, esta dada por, E(p,
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0). En este caso el juego esta determinado por
el arreglo, y se tiene, E(p, 0) = (1 - p)(1)a +
p(De=a(l-p)+cp=(c-a)p+a.

10
Arreglo:1—p |a b
p |c d

Por otro lado, la esperanza de pago para
el jugador J«, en caso que el jugador J " realice
la seleccion, (0, 1), es decir, ¢ = 1 estd dada
por, E(p, 1). En este caso, el juego esta deter-
minado por el arreglo, y se tiene, E(p, 1)=(1 -
PXDb+p(1)d=b(1 - p)+dp=(d - b)p +b.

0 1
Arreglo:1—p |a b
p |c d

Dado que el jugador J" haré todo lo po-
sible por que el jugador J« reciba el menor
pago, él realizard su seleccion comparando los
numeros E(p, 0) y E(p, 1), para escoger al me-
nor. Entonces, la esperanza de pago para el ju-
gador J+, la cual denotaremos por, E«(p), sera,
E«(p) = min {E(p,0), E(p,1)}

Esto significa que la esperanza de pago
del jugador J«esta determinada completamen-
te por la funcion, p = E«(p), la cual depende de
una sola variable, la estrategia p correspon-
diente al jugador J-.

Analicemos ahora cada una de las fun-
ciones, E(p,0)=(c-a)p+aE(p,1)=(d-b)p+b.

Observemos, que ambas funciones de-
penden linealmente de la variable p, la cual
por ser una probabilidad varia en el intervalo 0
< p <1. Entonces, las graficas de estas fun-
ciones consisten en segmentos lineales sobre
el intervalo [0, 1], en el eje p. El grafico de la
funcion E(p, 0) consiste en el segmento lineal
que une los extremos (0, @) y (1, ¢).

Analicemos ahora la funcion E(p, 1)

p E(p0)
0 a
1 c

El grafico de la funcién E(p, 1) consiste
en el segmento lineal que une los extremos
(0,b)y (1,d). La configuracion de la grafica de
la funcion, p? E«(p) depende de la alineacion
de los parametros a,b, c y d.

e Eneste caso, E(p, 0) = E(p, 1), pa, Enton-
ces, Ex(p)=min(E(p,0), E(p, 1)),=E(p,0).

e En este caso, la estrategia 6ptima para el
jugadorJ" es g =0, esto es (1, 0) es la con-
tra-estrategia Optima para el segundo ju-
gador. Y dado que la funcién E«(p) = E(p,
0) alcanza su maximo valor en el punto p
=1.Entonces (0, 1) es la estrategia dptima
para el jugador J«, dado que esta estrate-
gia le garantiza el maximo valor de su es-
peranza de pago.

Veamos, ahora el caso b <c<d<a.En
este caso, se tiene que los segmentos lineales
se cruzan en un punto, (m,E(m, 0)) = (m,E(m,
1)) Y se puede observar segun la grafica que,
Ep,1) < E@p,0),para0 <p <my E(p, 0)<
E(, 1), param <p < 1. Entonces:

E(pl), 0<p=m
E.(p
E(p,0) m=p=<1

Esto significa que la estrategia Optima
para el jugador J', la cual podemos resumir
asi:

g =1:(0,1) es una contra estrategia Optima
para el segundo jugador cuando p < m

q =0 :(1,0) es una contra estrategia Optima
para el segundo jugador cuando p = m.

Dado que el maximo valor de la fun-
cion E+(p) es alcanzado en el punto p =m don-
de se cruzan las graficas de E(p, 0) y E(p, 1),
esto significa que la estrategia (1 —m,m) es la
estrategia Optima para el jugador J+. Estos dos
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casos presentados sintetizan todas las confi-
guraciones posibles para el analisis de la fun-
cion p = E«(p) .Observe que solo hay dos po-
sibles situaciones para las graficas de las fun-
ciones E(p, 0) y E(p, 1), es decir, o bien los
segmentos lineales correspondientes a E(p, 0)
y E(p, 1) tienen un punto de interseccion, o
bien no lo tienen.

Para el caso que las graficas de las fun-
ciones E(p, 0) y E(p, 1) no tengan un punto de
interseccion, entonces la funcion, E«(p), coin-
cidira con una de ellas, aquella, cuyo grafico
se encuentre por debajo de la otra. Esto deter-
minar4 la contra-estrategia 6ptima del jugador
J'. El jugador J« podré seleccionar la estrate-
gia p que le garantice el maximo valor de la
funcion E«(p). Ese valor de p le brindara la 6p-
tima estrategia al jugador Js.

Para el caso que las graficas de las fun-
ciones E(p, 0) y E(p, 1) tengan un punto en co-
mun, digamos que en el punto, p = m se tiene
E(m, 0) = E(m, 1). Entonces la funcion E«(p)
coincidira con alguna de ellas en el intervalo
[0,m], con aquella cuyo grafico se encuentra
por debajo de la otra.

Asimismo, la funcion E«(p), coincidira
con la otra en el intervalo [m,1]. Esto determi-
nara completamente la contra-estrategia opti-
ma del jugador J”. El jugador J- podra selec-
cionar la estrategia, p = m, la cual le brinda el
maximo valor para la funcion E+(p). Es decir,
laestrategia, (1 —m,m), es la estrategia Optima
para el jugador J-.

Teorema B. Si el punto (x, y) es un
punto de maxima altura sobre el grafico de la
funcion, E«(p) Entonces: 1. [1 -x; x], es llama-
da la estrategia maxima para el jugador Jx.

2. Elnumero y es el maximo valor de la
esperanza de pago para el jugador J-.

Definicién. La estrategia [1 —x, x], es
llamada la estrategia maxima para el jugador
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J«. Observe que cada punto sobre el grafico de
la funcion E«(p) es el minimo entre las dos po-
sibilidades que tiene el jugador J* de seleccio-
nar su estrategia. Y el jugador Jxesta seleccio-
nando entre estos puntos aquel que tiene la
maxima altura; es decir, el jugador J« esta ma-
ximizando la respuesta minimal que brinda el
jugador J°. Por ello, la estrategia ptima del
jugador J« es llamada usualmente, la estrate-
gia Maximin.

1.5 La estrategia minimax

Determinemos y justifiquemos una
buena estrategia para el jugador J*, cuyo con-
tendor adopta una posicién ofensiva u opti-
mista, en un juego suma cero de orden 2 x 2
entre dos personas cuya matriz de pago esta
dada por:

A b
C d

En virtud del teorema A, para cualquier
estrategia de juego, (1 — ¢, ¢) empleada por el
jugador J", el otro jugador, J+ podré encontrar
una contra estrategia Optima, a ser escogida en-
tre alguna de las dos posibles estrategias puras
siguientes, (1,0), parap=0y (0, 1), parap=1.

La esperanza de pago para el jugador
J', en caso que el jugador J realice la selec-
cion, (1, 0), es decir p = 0, esta dada por, £(0,
q). En este caso el juego estd determinado por
el siguiente arreglo,

l-g g
1 a b
0 c d

y se tiene, £(0, ¢) = (1 - g)(Da + g(1)b=a
(1-q)tbg=(b-a)+a

Por otro lado, la esperanza de pago para
el jugador J”, en caso que el jugador J« realice
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laseleccion (0, 1), es decir, p=1 esta dada por,
E(1, g). En este caso, el juego esta determina-
do por el arreglo, y se tiene, E£(1, g) = (1 -
g)(De+q(Vd=c(1-q)+dg=(d-c)q+c
Dado que el jugador Jx hara todo lo po-
sible por recibir el mayor pago, ¢l realizara su
seleccion comparando los niumeros E£(0,q) y
E(1, g), para escoger al mayor. Entonces, la
esperanza de pago para el jugador J', la cual
denotaremos por, E'(g), serd, E«(q) =
max{E(0, q),E(1,q)}. Esto significa que la es-
peranza de pago del jugador J” esta determina-
da completamente por la funcion, g = E'(¢) la
cual depende de una sola variable, la estrate-
gia g correspondiente al jugador J*.Observe-
mos que ambas funciones £(0, ¢) y £(1, g) de-
penden linealmente de la variable ¢, la cual
por ser una probabilidad varia en el intervalo 0
< g =1. Entonces, las graficas de estas fun-
ciones consisten en segmentos lineales sobre
el intervalo [0,1], en el eje g. Para el caso que
las graficas de las funciones E(0,q) y E£(1, g),
no tengan un punto de interseccion, entonces
la funcion, E'(¢), coincidira con una de ellas,
aquella cuyo grafico se encuentre por encima
de la otra. Esto determinara la contra estrate-
gia 6ptima del jugador Jx. El jugador J “podré
seleccionar la estrategia g que le garantice el
minimo valor de la funcién E*(¢). Ese valor de
g le brindaré la dptima estrategia al jugador J”.
Para el caso que las graficas de las funciones
E(0, q) y E(1,9), tengan un punto en comun,
digamos que en el punto, g = m, se tiene
E(0,m) = E(1,m). Entonces, la funcién E'(g),
coincidira con alguna de ellas en el intervalo
[0,m], con aquella cuyo grafico se encuentra
por encima de la otra. Asimismo, la funcion
E'(g), coincidira con la otra en el intervalo
[m,1]. Esto determinara completamente la
contra estrategia 6ptima del jugador J«.El ju-
gadorJ" podra seleccionar la estrategia, g = m,

la cual le brinda el minimo valor para la fun-
cién E°(g). Es decir, la estrategia, (1 —m,m) es
la estrategia optima para el jugador J .
Teorema C. Si el punto (x, y) es un
punto de minima altura sobre el grafico de la
funcion, E°(¢). Luego:
e [1—x, x], es llamada la estrategia Mini-
max para el jugador J".
e El numero y es el valor de la esperanza
Minimax de pago para el jugador Jx.
Observe que cada punto sobre el grafi-
co de la funcién E*(q) es el maximo entre las
dos posibilidades que tiene el jugador J«de se-
leccionar su estrategia. Y el jugador J” esta se-
leccionando entre estos puntos aquél que tiene
la minima altura; es decir, el jugador J* estd
minimizando la respuesta maximal que brinda
el jugador J«. Por ello, la estrategia optima del
jugador J* es llamada usualmente, la estrate-
gia Minimax.

2. Juegos suma no-ceroy
no-cooperativos entre dos
personas

Recordemos que los juegos suma-cero
entre dos personas, son aquellos donde las ga-
nancias de un jugador son exactamente las
pérdidas del otro jugador.

Definicién. Los juegos suma-no-cero
son aquellos juegos donde las ganancias de un
jugador no son necesariamente las pérdidas
del otro jugador, juegos donde el pago puede
no ser cuantificable y donde las decisiones de
cada jugador pueden depender de las decisio-
nes del otro jugador. En algunos casos, el pago
puede ser por ventajismo y en otros, por algiin
comportamiento razonable de parte de alguno
de los jugadores, el juego puede conducir a
grandes ganancias para ambos.
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Definicién. Los juegos no-cooperati-
vos, son aquellos juegos donde se asume que
los jugadores no se consultaran entre ellos
bajo ninguna forma para mejorar su resultado
o pago. Nos dedicaremos en esta seccion, al
estudio de juegos suma-no-cero no cooperati-
vos entre dos personas.

En los juegos suma-cero entre dos per-
sonas se tiene un arreglo rectangular,(a;) don-
de cada a; representa el pago correspondiente
a la jugada realizada mediante la escogencia
de una fila i por parte del jugador J+ y una co-
lumna j por parte del jugadorJ". Sin embargo,
como en los juegos suma-no-cero, la ganancia
de un jugador no es necesariamente la pérdida
del otro jugador, entonces el pago no puede
representarse mediante un simple ntimero.
Ahora, al resultado obtenido en el juego su-
ma-no-cero por la escogencia de la fila i, por
parte del jugador J« y una columna j por parte
del jugador J', le corresponderé un pago re-
presentado por el par ordenado, (a;, b;) donde
a; denota el pago correspondiente al jugador
J« y bjdenota el pago correspondiente al juga-
dorJ". El par (a;, b)) es llamado el par ordena-
do de pago. Entonces, el arreglo matricial co-
rrespondiente para un juego suma-no-cero en-
tre dos personas es:

(a, @) (c, )
(b, ) (d, d)

Con algun cuidado, las estrategias para
los juegos suma cero pueden ser aplicadas en
este caso. En un juego suma cero, cuando uno
de los jugadores, digamos, el jugador J=, trata
de maximizar el pago, el jugador J' trabaja
para minimizar ese mismo pago. En cambio,
ahora, como cada jugador tiene su propio
pago y en forma independiente, los pagos de
uno y otro jugador, entonces, se asumird que
cada jugador basard sus decisiones en funcién
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de su propio pago. Esto se puede formalizar
con el “Principio de racionalidad”.

Elprincipio de racionalidad consiste en
asumir que cada jugador desea obtener el me-
jor resultado posible. Este principio permite
afirmar que cada jugador no tomara en cuenta
los pagos del otro jugador para disefar sus es-
trategias y la toma de decisiones. Entonces,
cada uno de los jugadores estara enfrentando
un juego, tal como un juego suma cero.

Eljugador J«trabajara, para maximizar
su pago, con el arreglo,

a b
c d

en contra de su oponente, el jugador J', quien
trabajard también, tal como su contrincante,
para maximizar su pago, con el arreglo,

a B
y o)

7

entonces, cada jugador tendra sus estrategias
maximin y minimax.

Por ejemplo, las dos estrategias maxi-
min determinaran el pago del juego, el cual
consiste en un par ordenado formado por las
estrategias maximin puras y sera llamado el
par de valores puros del juego suma-no-cero
no cooperativo entre dos personas. Este prin-
cipio se puede mostrar con el famoso ejemplo
del dilema del prisionero.

Dos personas son arrestadas por su par-
ticipacion y complicidad en un robo. La fisca-
lia tiene evidencias suficientes tinicamente
para condenarlos por el robo, a ambos. Sin
embargo, se presume que los ladrones porta-
ban armas, lo cual, es un delito mucho mas
grave que un simple robo y se podria procesar-
los por robo a mano armada, en caso de obte-
ner suficientes evidencias para ello. Los pri-
sioneros son encarcelados en celdas separadas
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y no se pueden comunicar entre si. A los pri-
sioneros se les ofrece el siguiente trato o arre-
glo: 1. Si usted ofrece testimonio de que su
compariero estaba armado durante el robo y
su compariero no presenta testimonio en con-
tra suya, entonces, su sentencia serd suspen-
dida y su compariero tendra 6 aiios de carcel.
2. Si ambos presentan testimonio en contra de
su compariero, entonces, ambos tendran una
sentencia de 3 afios de carcel. 3. Sininguno de
los dos presenta testimonio en contra de su
compariero, entonces, ambos tendrdn una
sentencia de 1 aio de cdarcel. Ambos prisione-
ros, han sido informados sobre la oferta o arre-
glo presentado por las autoridades, el cual, es
el mismo para ambos. A ambos se le ha conce-
dido un tiempo prudente para pensar, pero
ninguno de ellos tiene conocimiento sobre la
decision de su compaifiero. Esta situacion pue-
de ser modelada como un juego suma-no-cero
entre dos personas. Los jugadores son los pri-
sioneros. Este juego esta determinado por el
siguiente arreglo matricial:

Observe que cada prisionero tiene dos
posibles acciones, a saber, decide aceptar el
trato o lo rechaza. Los resultados posibles de
este juego pueden ser ordenados segun las
preferencias de los prisioneros. Para el juga-
dor J«: (Acepta, Rechaza) > (Rechaza, Recha-
za) > (Acepta, Acepta) > (Rechaza, Acepta).
Este es el orden natural, dada la sentencia que
le corresponde al jugador Jx, a saber,

za, acepta) > (rechaza, rechaza) > (acepta,
acepta) > (acepta, rechaza).

Par de Estrategias Sentencia
( acepta rechaza) 0 Libre
(rechaza, rechaza) 1 afio
(acepta, acepta) 3 afios
(rechaza, acepta) 6 afios.

Escribamos ahora las correspondientes

sentencias,

Par de Estrategias Sentencia
( rechaza, acepta) 0 Libre

(rechaza, rechaza) 1 afio
(acepta, acepta) 3 afios

Rechaza Acepta
Rechaza (-1,-1) (-6,0)
Acepta (0, -6) (-3,-3)

La relacion (a, b) > (c, d) significa que
(a, b) ofrece un mejor resultado que (c, d) al
jugador respectivo. Para el jugador J” el orden
segun sus preferencias, es el siguiente: (recha-

2.1 Analisis de la estrategia maximin
pura para cada jugador

Para el jugador Jx, -1 -6 min: - 6; 0 -3
min: - 3 Max min: -3. Entonces, la estrategia
maximin pura paraJ-es, [0, 1]; Para el jugador
J' -1 -6 min: - 6; 0 -3 min: - 3 Max min: -3. En-
tonces, la estrategia Maximin pura para J” es,
[0, 1]. Entonces, la pareja de valores puros ob-
tenida es la siguiente, (Acepta, Acepta), cuyo
valor es, (-3, -3). La estrategia Maximin pura
conduce a los prisioneros a aceptar ambos el
trato o arreglo y por lo tanto, ambos sentencia-
dos a 3 afios de prision. Cuando el prisionero
toma la decision de aceptar el trato, lo hace
para garantizar un tiempo maximo de prision
de 3 afios. Aunque, si ambos rehusan el trato,
lograrian una mejor sentencia; es decir, esta-
rian en prision solo 1 afio. En este caso, ambos
jugadores optan por una estrategia que les ga-
rantice una estadia maxima en prisién de 3
afios. En cierto modo, se puede afirmar que en
cada jugador habria cierto grado de satisfac-
cion por la decision tomada. Ambos jugadores
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saben que si ellos deciden rechazar la oferta,
podrian estar en prisioén s6lo un afo. Pero tam-
bién, saben que el jugador que rechace la ofer-
ta podria ser condenado a 6 aflos, si su oponen-
te hubiere aceptado la oferta. En ese caso, el
jugador condenado a 6 afios habria perdido la
posibilidad de estar en prision tan solo 3 afios,
lo cual tenia garantizado, si hubiese aceptado
la oferta. Ademas, el jugador condenado a 6
afios se encuentra en una situacion de arrepen-
timiento por la decision tomada.

2.2 El principio de mayor satisfaccién
Consideremos por ejemplo el juego
suma cero,

La estrategia Maximin para el jugador
J«lo induce a decidir por la segunda fila, vea-
mos esto con mds detalle. Se observa que el
namero 1 encerrado entre comillas (en la tabla
anterior) es un punto de silla; es decir, este ni1-
mero 1 es el maximo de su columna y el mini-
mo de su fila. Pero también se puede obtener
este hecho observando el arreglo, tomando los
minimos de cada fila y luego eligiendo el ma-
Ximo entre estos minimos, esto es:

5 0 5 in: 0
1 in: 1 _max min: 1
5 0 5 in: 0

Esto significa, que el jugador J« debe
seleccionar la segunda fila. Observe que si el
jugador Jx selecciona alguna de las otras dos
filas, podria tener un pago 5, el cual es mucho
mejor que el pago 1 que recibe siguiendo la es-
trategia Maximin. Pero si el otro jugador J se-
lecciona la segunda columna, entonces el ju-
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gador Jx recibira como pago, 0 ; es decir, pier-
de la posibilidad de recibir el pago 1 el cual lo
tenia garantizado si seguia la estrategia Maxi-
min, escogiendo la segunda fila.

Los estudios sobre el comportamiento
humano indican que la busqueda de garantias
es una motivacion muy fuerte. Las decisiones
de un jugador pueden no conducir al mejor
pago, entre todos los pagos posibles, pero esas
decisiones deben basarse en el logro de algunas
garantias y el logro de la mayor satisfaccion
posible, sin tomar en cuenta las decisiones de
su oponente. Esto es lo que se le denomina
como “El principio de mayor satisfaccion”.

3. El equilibrio de Nash

Un aspecto a considerar es la solucién
de los juegos no cooperativos, para lo cual
Nash (1950, 1951, 1953) introduce la nocién
de punto de equilibrio, hoy cominmente 1la-
mado Equilibrio de Nash. Nash, ademas, usa
el teorema de Brower para garantizar la exis-
tencia del punto de equilibrio para juegos no-
cooperativos entre un numero finito de juga-
dores y posteriormente, presenta otra demos-
tracion de la existencia del punto de equilibrio
usando el teorema del punto fijo de Kakutani
(1941) para funciones multivaluadas semi-
continuas superiormente.

Ademas, Nash (1950) rompe con la tra-
dicion de que la negociacion es un juego inde-
terminado (que depende de las habilidades y
experiencia de los jugadores) asumiendo que la
negociacion entre jugadores racionales condu-
ce a un Unico resultado. Introduce la nocion de
solucién negociada y resuelve el problema para
el caso de un juego cooperativo entre dos per-
sonas. Entre las aplicaciones econdmicas se
pueden mencionar: el oligopolio, equilibrio del
mercado, negociacion, calidad del producto,
subastas, seguros, educacion superior, discri-
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minacion, servicios publicos, entre otros
(Harsanyi y Reinhard Selten, 1972, 1988).

Definicién. Dado un juego suma dife-
rente de cero entre dos personas, segtin el arre-
glo matricial siguiente:

(a, ) (b, 8)

@) (. 8)

Un resultado del juego se llama “Equi-
librio de Nash” si el correspondiente par orde-
nado de pago, (x, y) es tal que, x es el maximo
de su columna, y es el maximo de su fila. Tam-
bién se dice por simplicidad que el par (x, y) es
un equilibrio de Nash. El equilibrio de Nash
satisface el principio de mayor satisfaccion de
los juegos suma cero. En efecto, asumamos
que (x, y) es un punto de equilibrio de Nash.
Dado que x es el maximo de su columna y el
elemento y es el maximo de su fila, se tiene; si
el jugador J* selecciona la columna que con-
tiene al par ordenado (x,y), el jugador J«no po-
dré arrepentirse por haber seleccionado la fila
que contiene al par ordenado (x, y), ya que nin-
guna otra seleccion del jugador J” e habria ga-
rantizado un mejor pago. Del mismo modo, si
el jugador J+ selecciona la fila que contiene al
par ordenado (x,y), el jugador J« no se arrepen-
tira por haber seleccionado la columna que
contiene al par ordenado (x, y), ya que ninguna
otra seleccion del jugador J* le habria garanti-
zado un mejor pago.

Observacion. En la definicion del equi-
librio de Nash, cada jugador es asumido preocu-
pado por el arrepentimiento sobre sus propias
acciones Unicamente, y cualquier estado emo-
cional que los jugadores pudieran tener por las
decisiones de los demas jugadores, es ignorado.
Esta limitacion se debe a que la incorporacion de
los sentimientos conduciria necesariamente al
desarrollo de nuevos modelos en esta teoria. Los
puntos de equilibrio de Nash puros no necesa-

riamente existen. El siguiente ejemplo es una
muestra de ello,

(3,1 (1,3)
1,3) (KN

3.1 Método grafico para determinar un
equilibrio de Nash puro

Para introducir esta metodologia de
una manera mas facil, usaremos el siguiente
ejemplo:

Ejemplo. Mercado cautivo

Consideremos dos empresas 4 y By un
mercado cautivado por estas dos empresas del
modo siguiente:

e Siuna de las empresas toma el mercado
en forma exclusiva, obtiene unaregalia de
100 délares.

e Siambas empresas toman el mercado si-
multaneamente, entonces cada una pierde
50 dolares.

e Sialguna empresa decide estar fuera del
mercado, entonces, ni gana, ni pierde; es
decir, obtiene como resultado, 0 délares.

La matriz correspondiente a este juego

es,
Dentro Fuera
Dentro (-50,-50) (100, 0)
Fuera (0, 100) (0,0)

Analizando las posibles estrategias pu-
ras de ambos jugadores, se pueden disefiar 2
flechas horizontales y 2 verticales del siguien-
te modo: 1. Si el jugador J« selecciona Dentro
como estrategia, entonces su oponente, obvia-
mente seleccionard Fuera como estrategia.
Esta situacion, se representa mediante una fle-
cha horizontal con direccion hacia la derecha
y en la parte superior de la matriz de juego. 2.
Si el jugador J« selecciona Fuera como estra-
tegia, entonces su oponente, obviamente se-
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leccionara Dentro como estrategia. Esta situa-
cion, se representa mediante una flecha hori-
zontal con direccion hacia la izquierda y en la
parte inferior de la matriz de juego. 3. Si el ju-
gador J* selecciona Dentro como estrategia,
entonces su oponente, obviamente seleccio-
nara Fuera como estrategia. Esta situacion se
representa mediante una flecha vertical con
direccion hacia abajo y en el lado izquierdo de
la matriz de juego. 4. Si el jugador J” seleccio-
na Fuera como estrategia, entonces su opo-
nente, obviamente seleccionara Dentro como
estrategia. Esta situacion se representa me-
diante una flecha vertical con direccion hacia
arribay en el lado derecho de la matriz de jue-
go. Entonces, se obtiene este grafico:

Dentro Fuera
Dentro (-50,-50) (100, 0)
Fuera (0, 100) 0.0

<
<

v

Observamos las cuatro esquinas de este
grafico y asumimos el siguiente criterio que
ayuda a determinar la presencia de un equili-
brio de Nash puro.

Criterio. Si dos flechas concurren en
alguna esquina, entonces el elemento corres-
pondiente de la matriz del juego es un equili-
brio de Nash puro. De alli, que segtn este cri-
terio (100, 0) y (0, 100) son equilibrios de
Nash puros para el juego del mercado cautivo.

Observacion. Este juego satisface las
siguientes condiciones: 1. Ambas empresas
tienen las mismas estrategias. 2. Ambas em-
presas obtienen los mismos resultados cuando
seleccionan las mismas estrategias. 3. El in-
tercambio de estrategias entre las empresas
produce un intercambio de resultados para las
empresas.

Definicién. Un juego que cumple con
estas tres condiciones es llamado un Juego Si-
métrico.
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Definicién. Un equilibrio de Nash se
dice Simétrico si ambos jugadores adoptan las
mismas estrategias y ademas, obtienen el mis-
mo resultado. Los 2 equilibrios de Nash puros
del Juego del Mercado cautivo no son simétri-
cos. Segun Nash, toda estrategia pura jugada
como parte de un equilibrio de Nash mixto tie-
ne el mismo valor esperado o esperanza. Usa-
remos este hecho para determinar equilibrios
de Nash mixtos.

3.2 Calculo del equilibrio de Nash mixto

Para ilustrar de una manera mas fécil el
calculo de un equilibrio de Nash mixto, usare-
mos el juego para el juego del mercado cauti-
vo definido arriba. Designemos: P, (Dentro):
La probabilidad de que la empresa 4 esté den-
tro del Mercado. P, (Fuera): La probabilidad
de que la empresa A4 esté fuera del Mercado.
Pp (Dentro): La probabilidad de que la empre-
sa B esté dentro del Mercado. Py (Fuera): La
probabilidad de que la empresa B este fuera
del Mercado. Calculemos los resultados para
la empresa A: Supongamos que la empresa 4
selecciona la estrategia pura: Dentro: mien-
tras que la empresa B selecciona una estrate-
gia mixta, Pg= [Py (Dentro), Py (Fuera)]. El
valor esperado del resultado para la empresa 4
seleccionando la estrategia pura Dentro, es:
E, (Dentro)= Py (Dentro) (-50)+Pp(Fue-
ra)100. Ahora, supongamos que la empresa 4
selecciona la estrategia pura: Fuera: Entonces,
el valor esperado del resultado para la empre-
sa A4 seleccionando la estrategia pura Fuera es:
E, (Fuera) = Py (Dentro) 0 + P (Fuera) 0= 0.
Dado que estos dos valores esperados son
iguales, tenemos, £, (Dentro) = E, (Fuera) =
0. Esto es, Pg (Dentro) (-50) + P (Fuera) 100
=0 (1). Por otro lado, la estrategia mixta de la
empresa B satisface la condicion de ser una
distribucion de probabilidad, entonces, Pg
(Dentro) + Py (Fuera) =1 (2).
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Delasecuaciones (1) y (2), se obtiene:

—50P,(Dnetro) +100 [ — Py(Dentro)] = 0

—150P,(Dentro) = —100
P,(Dentro) = —100==

-180

Entonces, usando la ecuacion (2) se ob-
tiene:

2 1
P,(Fuera) =1 —PB(Dentro) = 1—5 =3

P, (Dentro) = . B (Fuera) = g

Si asumimos ahora, que la empresa B
selecciona una estrategia pura, mientras que la
empresa 4 selecciona una estrategia mixta: P,
= [Dentro), P, (Fuera)]. El valor esperado
para la empresa B seleccionando la estrategia
pura: Dentro es:

E, (Dentro) = P, (Dentro)-(-50) + P, (Fuera)
100

Ahora, supongamos que la empresa B
selecciona la estrategia pura: Fuera, entonces:

E, (Fuera)=P, (Dentro)-(0) + P, (Fuera)-(0)
=0. Dado que E,(Dentro) = E, (Fuera) se
tiene,
-50-P, (Dentro) + 100-P,, (Fuera) =0
3
Por otro lado, la estrategia mixta de la

empresa A satisface la condicion de ser una
distribucion de probabilidad; entonces:

P, (Dentro) + P, (Fuera) =1

“
De las ecuaciones (3) y (4) se obtiene:
=50 P(Dentro) +100[1 — P(Dentro)] = 0.
—50- P(Dentro)—100P(Dentro)] = —100.
—150- P(Dentro) = —100.
P(Dentro) = —100.=§
-150

Entonces, usando la ecuacion (4) se ob-
tiene,

2 1
P (Fuera)=1—P (Dentro)=1— 373

2 1
P,(Dentro)= 3 P,(Fuera)= 3

Entonces, se tienen las siguientes estra-
tegias mixtas idénticas:

A 2 1

B 3 3

2
3 (=50,50) (100,0)

(0,100) (0,0

Los valores esperados para las empre-
sas Ay B son:

i3 B

o o B -
(o

El Equilibrio de Nash Mixto resulta ser
simétrico. Este equilibrio de Nash Mixto es
llamado Ineficiente por que se obtiene el mis-
mo valor esperado cero, el cual se obtuvo con
el equilibrio de Nash puro.

Ejemplo. Hagamos un pequeiio ajuste al
juego del Mercado Cautivo. Asumamos que la
empresa 4 obtiene un resultado de 150 délares
cuando entra al mercado en forma exclusiva y
los demas resultados los mantenemos tal cual,
esto es:
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A{}B Dentro Fuera -
Dentro (-50,50) (150,0)
,, Fuera (0,100) (0,0)

«

En este caso la empresa A tiene una
ventaja competitiva sobre la empresa B; tal
vez debido a una mejor estrategia de mercado,
bajos costos, o algunos otros factores. De
acuerdo con el método grafico, podemos afir-
mar que en este caso también se tienen 2 equi-
librios de Nash puros, a saber: (0,100) (150,0),
los cuales no son simétricos. Determinemos
ahora un equilibrio de Nash Mixto para este
juego. Consideremos primero la empresa B
con una estrategia mixta ¢, Para p= 0

A{}B l-¢g q

1 (-50,50) (150,0)

0 (0,100) (0,0)

La esperanza para la empresa A4 es:
Parap=1,

A{}B l-¢g q

0 (-50,50) (150,0)

1 (0,100) (0,0

La esperanza para la empresa A4 es: E4
(,g) = 0-(1)-(1-9) + 0-(1)-¢g=0
Sabemos que E4(1,9) = EA(0,q) =

50 1
0. Entonces, =50+ 200g =0g=——=—
200 4

Consideremos ahora la empresa 4 con

una estrategia mixta p.

Para g=0

A{(B 1 0
1-p  (-50,50) (150,0)
» (0,100) (0,0

La esperanza para la empresa B es: E, (p,0) =
(-50)(1 - p) +100p=-50+50p+100 p
=-50+150p
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Para g=1

A{B 0 1
1-p  (-50,50) (150,0)
P (0,100) (0,0

Ey () = 0-(H(A-p)+0-(D)-(p)=0

Sabemos que E, (p, 0) =E, (p,1).
50 1
E 1 =50—1 = =— =
ntonces: —50—150p =0 p 1503
Entonces el equilibrio de Nash mixto
esta dado por la pareja:
1 1_[T
= ll=ppll=||1-7 1=
e (|
1 (L 17 [3 17]
g=—I[0-q.qll={{1-——|=|| =~
4 L amal] 7 Laal]
Esto es, el juego esta determinado por
el siguiente arreglo:

3

1
4 4

b |

2
3 (-50,50) (150,0)

(0,100)  (0,0)

El valor esperado para cada una de las
empresas esta dado por:

)0 B} o2
—25+25=0
Ao B3
—25+25=0

En este caso, el equilibrio de Nash mix-
to no es simétrico.
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3.3 Existencia del equilibrio de Nash

Consideremos un juego suma diferente
de cero entre dos personas:

Cada jugador tiene como espacio de estrate-
gias al conjunto [0,1]C R.

Designemos por x, la estrategia seleccionada
por el jugador J,; x, € [0, 1].

Designemos por x, la estrategia seleccionada
por el jugador J,; x, € [0, 1].

Para cada jugador tenemos una funcién de uti-
lidad, digamos:

ParaJ, (x,x,) = u,(x, x,). ParaJ, u,: [0,1] x
[0,1] C R’ =R (x,x,) = u,(x, x,).

Proposicion. Si las funciones de utili-
dadu;y u,de cada jugador son continuamen-
te diferenciables, entonces existe un equili-
brio de Nash.

Sketch. Asumimos las funciones de uti-
lidad de cada jugador, u, y u, continuamente
diferenciables y por lo tanto podemos afirmar
que:

Para cada x, € [0,1], existe f,(x,) € [0,1], tal
que: u,(f,(x,). x),

es el maximo valor de la funcion utilidad,

(x, x,) = u,x, x,), con x, fijo.
Es decir, el niamero f,(x,) € [0, 1] maximiza la
funcion, (v, x,) = u,(y, x,) , conx, fijo. Analo-
gamente, para cadax, € [0, 1], existe, f;,(x,) €
[0, 1] tal que: u,(x, f,(x,)) es el maximo valor
de la funcion de utilidad,

(x, x,) = u,x, x,), conx, fijo.

Es decir, el namero f,(x,) €[0, 1], maximiza
la funcién, (x, y) = u,(x, y) , conx, fijo. En-
tonces, tenemos dos funciones continuas,

£ £ 10,1110, 1]

x, = f(x)

x, > fi(x)
y construimos la funcién:

f:10, 11— [0, 1]x [0, 1] x [0, 1],
definida por: (x,, x,) = f(x, x,) = Oj(x_,),ﬁ(x,))
la cual llamaremos la funcion de Optima Es-
trategia.

Sean, f,yf,, son las funciones componentes
de la funcidn f, ambas continuas, por lo tanto
resulta fcontinua. Observe que el conjunto [0,
11x [0, 1] C R’ es cerrado y acotado en R’, y
por lo tanto, compacto. Entonces, debido al
Teorema del Punto Fijo, la funcion continua
de Optima Estrategia:
f:10,1]1x [0,1]->[0, 1] x [0, 1]

tiene un punto fijo; esto es, existe un punto
(x x) €10, 1]x [0, 1],
tal que7f(x1" xz‘) = Op/(xz*) ’f?()f/*)) = (xz*’ x;)-
Veamos que el punto fijo (x,” x, ) es un punto
de equilibrio de Nash.
Observe que: f,(x,) =x,,

f;(xl*) = xz*'
Observe que: u,(x,, x,") = u,(f,(x,), x,)
maximiza la funcion:
xx,) = u,x x,), x, fijo,
lo cual significa que:

w (e, x)) = u (), (@)
es el maximo valor de la columna correspon-
diente a la estrategia x,".

Por otro lado, u,(x, ,x, ) = w,(x,’, fi(x,' )
maximiza la funcion,

@3 =/, v), x/ fijo,
lo cual significa que:

uz(xl‘p xz*) = uz(xl"ﬁ(xl‘l))J
es el maximo valor de la fila correspondiente a
la estrategia x," Esto es, (x,, x,) es un
equilibrio de Nash.
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4. Consideraciones finales

Para los afnos 1950-1953, Nash intro-
duce en varios de sus articulos dos aspectos
determinantes para la teoria de juegos: El pri-
mero de ellos es la distincion entre juegos coo-
perativos y juegos no-cooperativos; para lo
cual, es preciso considerar que los juegos coo-
perativos son aquellos donde éste se desarro-
1la de tal forma que los jugadores pueden lle-
gar a acuerdos entre si para la determinacion
de sus estrategias. El segundo aspecto a consi-
derar surge como una solucion para los juegos
no-cooperativos, para lo cual Nash (1950,
1951, 1953) introduce la nocion de punto de
equilibrio, hoy cominmente llamado Equili-
brio de Nash. Desde esta perspectiva, un vec-
tor de estrategias es un equilibrio de Nash,
siempre y cuando la estrategia de cada uno de
los jugadores sea la mejor réplica a las estrate-
gias de los demas jugadores. En otras pala-
bras, el equilibrio de Nash es aquel vector de
estrategias que maximiza la funcién de pago
de cadajugador. Nash, ademas, usa el teorema
de Brower para garantizar la existencia del
punto de equilibrio para juegos no-cooperati-
vos entre un niimero finito de jugadores y pos-
teriormente, presenta otra demostracion, mu-
cho mas elegante, de la existencia del punto de
equilibrio usando el teorema del punto fijo de
Kakutani (1941) para funciones multivalua-
das semicontinuas superiormente.

Por otro lado, la teoria econdmica orto-
doxa establece que el problema de la negocia-
cion es indeterminado; es decir, la distribucion
de las ganancias dependera de las habilidades y
la experiencia de cada jugador. Sin embargo,
Nash (1950) en su tesis de PhD rompe radical-
mente con esa tradicion asumiendo que la nego-
ciacion entre jugadores racionales conduce a un
unico resultado e inicia el estudio y andlisis para
determinarlo. Introduce entonces la nocion de
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solucion negociada y resuelve el problema para
el caso de un juego cooperativo entre dos perso-
nas. El trabajo de Nash, realizado en apenas tres
afios, impactd de manera determinante el desa-
rrollo de la teoria de juegos, ampliando sustan-
cialmente su campo de aplicaciones. Entre las
aplicaciones econdmicas se pueden mencionar:
el oligopolio, equilibrio del mercado, negocia-
cion, calidad del producto, subastas, seguros,
educacion superior, discriminacion, servicios
publicos, entre otros. En la actualidad, el equili-
brio de Nash es el método mas exitoso usado en
la literatura econdmica y otras areas afines para
resolver problemas relacionados con los proce-
sos sociales; en efecto, una situacion social ge-
neralmente es modelada como un juego no coo-
perativo; entonces, el equilibrio de Nash es cal-
culado y sus propiedades, traducidas e interpre-
tadas en términos del problema social original.
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