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Resumen

En el presente articulo, se introduce la nocion de juegos suma-cero construida a partir de las teorias de
von Neumann y Morgenstern (1953) sus propiedades basicas y algunos ejemplos elaborados a partir del lengua-
je matematico, para explicar a la luz de las teorias de Nash (1950) las estrategias usadas por los jugadores en el
contexto econdmico, militar y social. También, se presenta la nocion de juego suma no-cero, no cooperativos
entre dos personas, asumiendo la continuidad diferenciable de la funcion de pago. Finalmente, se explica a tra-
vés de ejemplos construidos por los autores, los métodos de determinacion del equilibrio de Nash puro y una me-
todologia elemental para la determinacion del equilibrio de Nash mixto.
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The Equilibrium of Nash and Conflict Resolution

Abstract

This article introduces the notion of sum-zero games constructed based on the theories of von Neumann
and Morgenstern (1953), their basic properties and some examples developed from mathematical language to
explain the strategies used by players in the economic, military and social contexts in the light of the theories of
Nash (1950). Also, the notion of the non-zero-sum game, non-cooperative between two people, is presented,
assuming the differentiable continuity of the payment function. Finally, using examples constructed by the
authors, methods of determining pure Nash equilibrium and an elementary methodology for determining mixed
Nash equilibrium are explained.
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Introduccion

La teoria de juegos ha sido creada para
abordar, por medio de una estructura sistemati-
ca, entre otras cosas, relaciones conflictivas en-
tre entes o personas. Una situacion conflictiva
€s un juego, cuyos actores son los participantes
en el conflicto. La existencia de un conflicto
esta relacionada con el deseo de cada jugador
de mejorar sus circunstancias actuales en tér-
minos de incrementar algunas adquisiciones o
por mejorar una posicion de poder de caracter
militar, econémico, politico o social.

Para 1944, John von Neumann y Oskar
Morgenstern introdujeron la teoria de juegos
basada en un nuevo método matematico, por
primera vez no prestado de la fisica, y espe-
cialmente adaptado a las ciencias econdmicas
y sociales, planteando que los métodos toma-
dos de las ciencias naturales son inadecuados
para esos propositos. Estos cientificos intro-
ducen la nocién de juego, la cual consiste en
un conjunto de jugadores racionales conoce-
dores de la estructura del mismo, donde cada
jugador tiene un conjunto de estrategias y una
funcion de pago que depende del vector de es-
trategias seleccionadas por cada uno.

Estos autores presentan inicialmente
un analisis matematico denominado juegos
no-cooperativos de suma-cero, en los cuales
las ganancias de un jugador son exactamente
las pérdidas del otro jugador. Es por ello, que
von Neumann y Morgenstern (1953), plan-
tean la nocion de solucion cooperativa, rela-
cionada con el concepto de conjuntos estables
para una gran variedad de juegos especificos.
Si bien este tipo de juegos tiene aplicacion en
el ambito militar, tiene limitaciones en otras
areas; sin embargo, la metodologia creada por
ellos, es basica y orientadora para la solucion
de problemas de aplicacion mediante modelos
de juegos suma-no-cero, cooperativos y no-

cooperativos, en que las ganancias de un juga-
dor no implican la pérdida para otro.

El principal objetivo de la teoria de jue-
gos, es determinar la conducta racional en si-
tuaciones de “juego” en las que los resultados
son condicionados a las acciones de jugadores
interdependientes; también, nos permitird
predecir qué ocurriria cuando individuos ra-
cionales tomen decisiones. “Individuos racio-
nales” aqui significa una caracteristica que los
agentes cognitivos exhiben cuando adoptan
creencias sobre labase de razones apropiadas.

Por tanto, en este trabajo se busca de-
mostrar que la teoria de juegos permite dar
cuenta de los procesos de toma de decision ra-
cional de los agentes econémicos en una cien-
cia social como la Economia, a través de lana-
turaleza de la eleccion, preferencias, raciona-
lidad, riesgo e incertidumbre.

En cuanto a la metodologia, se busco
explicar a través de formatos matematicos la
forma extensiva del juego y sus desarrollos;
con el juego suma cero: definiciones, esperan-
za de pago, interaccion estratégica entre dos ju-
gadores, teoremas, estrategias Optimas, maxi-
min y minimax; juegos suma no-cero y no-coo-
perativos: el principio de racionalidad y el prin-
cipio de mayor satisfaccion, y el equilibrio de
Nash: método para determinar un equilibrio de
Nash, calculo del equilibrio de Nash mixto y
existencia del equilibrio de Nash.

1. Juegos suma cero

En este tipo de juegos, se supone que
las ganancias y las pérdidas las asumen los ju-
gadores. La posicion 6ptima debe ser conoci-
day el juego finito (Neumann y Morgenstern,
1953, Shubick, 1992). De esta manera tene-
mos las siguientes definiciones:

Definicion. Sean m y n nimeros cua-
lesquiera. Un juego suma cero de orden m x n
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entre dos personas es una matriz de orden m x

[a, ... a,]

Lan - @)

Donde uno de los jugadores, simboli-
zado por Jx, escoge su opcion seleccionando
una fila entre las m filas de la matriz 4, y el ju-
gador, a quien denotaremos por J’, escoge su
opcidn seleccionando una columna entre las
n- columnas de la matriz 4. De lo expuesto se
presentan las siguientes definiciones:

Definicion. Una jugada individual
consiste en el par ordenado, (4;4); 4;. i-ésima
fila, A': j-ésima columna, a través de la selec-
cion realizada en forma simultanea e indepen-
diente por cada jugador.

Definicion. Un resultado o “pago” es
aquel producido por una jugada individual
realizada y esta representado por el nimero,
ay, el cual se encuentra en la interseccion de la
filaA; conla columna 4, seleccionadas porlos
jugadores J«y J respectivamente. Esta canti-
dad, a;, representa la cantidad a recibir por el
ganador, y a su vez representa el monto a pa-
gar por el perdedor.

Se asume la siguiente convencion: Siel
nimero a; es positivo, entonces esto significa
que el jugador J« resulta ser el ganador y por lo
tanto recibird como pago la cantidad, a, y el
jugadorJ " es el perdedor, y por lo tanto debera
pagar la cantidad aij. En caso contrario, es de-
cir, si el nimero ay;, es negativo, entonces, esto
significa que es una pérdida por la cantidad de
a;para el jugador J«y una ganancia por la can-
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tidad de a;; para el jugador J". Entonces, cada
jugador deseara maximizar o minimizar este
resultado, por lo que, cada uno de ellos debera
disefiar una estrategia adecuada, que le permi-
ta tomar decisiones convenientes.

Definicion. Una estrategia para el juga-
dor J: en un juego suma cero de orden m x n en-
tre dos personas, es una m - upla, (py, pa,- .., Pm)»
formada por niimeros reales entre 0 y 1, es decir,
0=p=1,0=p,<1,...,0 <p, <1ytales que,
pi1tpa+...+p,=1donde, p; denota la probabi-
lidad con la cual la fila 4, sera escogida; p, de-
nota la probabilidad con la cual la fila A, sera es-
cogida; ...; pndenota la probabilidad con la cual
la fila 4,, sera escogida analogamente.

Definicion. Una estrategia para el juga-
dor J* en un juego suma cero de orden m x n en-
tre dos personas, es una n - upla, (q;, 4 ..-qx),
formada por niimeros reales entre 0 y 1, es decir,
0=<q=1,0=¢=1,...,0 =g, < 1tales que,
q1+q+... +q,= 1, donde, g, denota la proba-
bilidad con la cual la columna A" seré escogida;
¢ denota la probabilidad con la cual la columna
A% sera escogida; ...; g, denota la probabilidad
con la cual la columna 4" ser4 escogida.

Definicion. Una estrategia se dice pura
cuando consiste en el uso exclusivo de una sola
fila o columna. Simbdlicamente, una estrategia
(1, P2,---» Pm) para el jugador J« es una estrate-
giapurasiexisteunien {1,2,...,m} tal que, p;=
1,y p;=0, paracadaj #i. Esto es, una estrategia
pura para el jugador Jx tiene la forma, (0,0,...,
1,...,0), el nimero 1 en el lugar i. Esta estrate-
gia significa que el jugador J« siempre selec-
cionara la fila 4;. De modo analogo, se define
una estrategia pura para el jugador J". Si el ju-
gador J'emplea una estrategia pura, entonces,
su estrategia sera de la forma, (0, 0,...,1,...,0),
el nimero 1 en el lugarj para algiinj en el con-
junto {1,2,...,n}. Y esto significa que el juga-
dor J" en cada jugada individual siempre selec-
cionaré la j-ésima columna 4.
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Definicion. Una estrategia se dice mix-
ta cuando no es pura. Simbolicamente, una es-
trategia (py, pas..., Pm) €8 Mixta si existen i, J, i
#j, en el conjunto {1,2,..., m} tales que p; #0
y p; #0.

1.1 La esperanza de pago

Dadas las estrategias, (p1, pa,--., Pm) ¥
(g1, g25---qx) de cada uno de los jugadores co-
rrespondientes a un juego suma cero de orden
m x n entre dos personas, representado por la

matriz,

ay a,
A= :

a e a

Este se representa con el siguiente
arreglo:

‘ 4 49 - 4,
pl a4y - 4y,
Dol Gy Gy ... Gy,
P Gy Quy -ee Gy

La probabilidad del evento que consis-
te en obtener el pago a; , es la probabilidad
conjunta entre los eventos siguientes, el even-
to en que el jugador J« selecciona la i-ésima
fila, 4;, de probabilidad es p;, y el evento en
que el jugador J* selecciona la j-ésima colum-
na, 4, cuya probabilidad es ;. Dado que estas
dos selecciones se realizan de forma indepen-
diente, entonces la probabilidad de que los ju-
gadores realicen tales selecciones es el pro-
ducto de las probabilidades de tales eventos,
lacuales, pix g,

Entonces la contribucion especifica del
resultado, a; , a la esperanza de pago del
Jjuego, estd dada por la expresion, a; X p; X g;.
Asi, la esperanza de pago del juego esta dada

N
por E 12 _ @;>P;»4;> Y COMO esta esperanza
=14 =

depende realmente de las estrategias selec-
cionadas por cada jugador, entonces podemos
denotar la esperanza de pago del juego por la
expresion, E(p, ¢q), y dada por,

E(p.q) = E:E;Ia,-,,piq,.

1.2 Ejemplo en el campo militar

Si se considera un ejemplo en el campo
militar de un bombardeo aleatorio de manera
general, para ilustrar una estructura sistemati-
ca que permita reflejar las relaciones conflic-
tivas entre dos paises en una confrontacion bé-
lica, la forma extensiva del juego y sus desa-
rrollos que permitira develar el calculo de las
estrategias Optimas, maximin y minimax se
presenta asi: denotemos porJ«yJ " los genera-
les a cargo de las operaciones militares de
cada pais. El general J+ dirige un ataque aéreo
diario, con dos aviones, un bombardero carga-
do con mucho poder bélico e instrumentacion
adecuada, y el otro mas ligero. La mision es
dejar caer solo una bomba sobre alglin blanco
especifico de las fuerzas militares comanda-
das por el general J”. Por el otro lado, el gene-
ralJ" organiza la defensa; es decir, el contra-a-
taque aéreo con un avion de combate, el cual,
se encuentra oculto esperando el ataque para
responder por sorpresa, y eventualmente de-
rribando, s6lo uno de ellos. E1 bombardero tie-
ne un 80% de chance de sobrevivir al contra-
ataque, y en ese caso, tiene la seguridad de de-
jar caer labomba en el blanco seleccionado de
las fuerzas enemigas. Es decir, el bombardero
tiene el siguiente rendimiento: 1) Si es ataca-
do, tiene un 80% de éxito en dar en el blanco.
2) Si no es atacado, tiene un 100% de éxito de
dar en el blanco. En cambio, el avion de sopor-
te, mas ligero, por no contar con suficiente ar-
mamento, maniobrabilidad y radar, tiene el si-
guiente rendimiento: 1) Si es atacado, tiene
50% de éxito de dar en el blanco. 2) Si no es

661



Equilibrio de Nash y resolucion de conflictos
Vanegas de Medina, M. y Pascal Pinillo, J.

atacado, tiene un 90% de éxito de dar en el
blanco.

El general J« sabe que si la bomba es
colocada permanentemente en el bombarde-
ro, tiene una esperanza de, al menos un 80%
de éxito en su mision. Dado que el general J*
esta al tanto de esta situacion, él podria con-
tra-atacar consistentemente el bombardero
para reducir la esperanza del general Jx, a no
mas alla de un 80% de éxito en su mision. Sin
embargo, el general J+ quien es un experto ju-
gador de cartas, decide bombardear ocasio-
nalmente con el avion ligero de soporte. Por
ejemplo, una vez cada cuatro ataques, deja
caer la bomba desde el avion ligero de sopor-
te; es decir, 1/4= 0,25; del tiempo. Entonces,
el general J' se ve obligado a revisar su estra-
tegia de contra-ataque permanente al bombar-
dero y decide contra-atacar ocasionalmente al
avion ligero de soporte, digamos por ejemplo,
1/5=0,5, del tiempo. En estas circunstancias,
las estrategias seleccionadas por cada general
son:

Estrategia del general J,: (l - D, p) =(1 - %, }J =

31\ _
(Z’ ?J =(0.75, 0,25)

Estrategia del general J *:(1 -q, q) = (1 _1 l) =

22
(l l) = (0,5 0,5)
22
0,5 0,5 Avién
Bombardero Ligero
0.75 Bombardero 0.8 1
0.25 Avién Ligero 0.9 0.5

La esperanza de tener éxito, para el ge-
neral J«, en esta mision, estd dada por: E (0,2,
0,5)= 0,750,805 + 0,75(1)0,5 +
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0,25(0,9)0,5 +0,25(0,5)0,5 = 0,85, este resul-
tado significa que la estrategia del general Jx
de tomar por sorpresa al general J* ha dado re-
sultado, pues ha aumentado su esperanza de
tener éxito a un 85%. Entonces el general J'
decide revisar su estrategia y resuelve contra-
atacar solo un 20% del tiempo al avion ligero
de soporte.

En estas circunstancias las estrategias
seleccionadas por cada general son las si-
guientes:

Estrategia del general J,: (l - D, p) =(1 - %, }J =

31\ _
(Z’ ?J =(0.75, 0,25)

. 2 2
Estrategia del general J :(1 —q,q)=(1 —%, %) =
pL2)(22)0n. 00
0,8 0,2 Avion
Bombardero Ligero
0.75 Bombardero 0.8 1
0.25 Avidn Ligero 0.9 0.5

La esperanza de tener éxito, para el ge-
neral J+, en esta mision, estd dada por: £
(0,25,0,5)= 0,75 (0,8) 0,8+0,75 (1)0,2+0,25
(0,9) 0,8+0,25 (0,5) 0,2 =0,835=83,5%. Esto
significa que la disminucion de la frecuencia
de los contra-ataques al avion de soporte lige-
ro han originado una reduccién de la esperan-
za de éxito (del 85% al 83.5%) de los ataques
del general J*. Entonces, para reducir aun mas
la esperanza de éxito de los mencionados ata-
ques, el general J« resuelve eliminar la fre-
cuencia de contra-ataques al avion ligero de
soporte, esto es, el general J* asume una estra-
tegia pura, ¢ = 0. En cuyo caso se tienen las si-
guientes estrategias:
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Estrategia del general J,: (l - D, p) =(1 - %, }J =

31\ _
(Z’ ?J =(0.75, 0,25)

Estrategia del general J*:(l —q,q)=(1 - 0,0)=(1,0)

1 0 Avion Ligero|
Bombardero
0.75 Bombardero 0.8 1
0.25 Avion Ligero 0.9 0.5

La esperanza de tener éxito, para el ge-
neral Jx, en esta mision, esta dada por: £ (0,25,
0,5) =0,75(0,8)1 + 0,75(1)0 + 0,25(0,9)1 +
0,25(0,5)0 = 0,825 = 82,5%. Este resultado
permite concluir que cuando el general J« ata-
ca 1/4 del tiempo con el avion ligero de sopor-
te, la mejor estrategia para el general J” es sim-
plemente ignorar el avion ligero y contra-ata-
car Unicamente al avion bombardero. Por otro
lado, estos calculos indican que la estrategia
del general J« (1-p, p) = (0,75, 0,25), ha per-
mitido incrementar su esperanza de éxito, de
un 80% a un 82.5%.

Observacion. Del ejemplo anterior
podemos observar algunas interrogantes: ;P-
odra el general J- mejorar su esperanza de éxi-
to de 82.5% con alguna otra estrategia? ;Cual
es la estrategia Optima que el general J« puede
adoptar? ;Cual es la mejor réplica que el gene-
ral J* puede adoptar ante una estrategia espe-
cifica cualquiera del general J«? ;Tendra el
general J* una réplica Optima tal que sea inde-
pendiente de la decision tomada por el general
gentlemen*?

1.3 Estrategias 6ptimas

Definicion. Llamaremos contra-estra-
tegia, aquella estrategia disefiada por un juga-
dor para responder una estrategia especifica
empleada por el otro jugador.

Teorema A. Consideremos un juego
suma cero de orden 2 x 2 entre dos personas.
Si un jugador emplea una estrategia fija, en-
tonces su oponente tiene una contra-estrategia
o réplica pura optima.

Demostracién. Supongamos que E (p,
q) representa la esperanza de pago para el jue-
go suma cero de orden 2 x 2 entre dos perso-
nas, sabiendo que el jugador J+ asume como
estrategia de juego, (1-p, p),con0<p <1y
el jugador J* asume como estrategia de juego,
(1-g,g),con0 < g < 1. Asumamos que la

ab
matriz del juegoes 4 = ( ) Las estrategias
cc

de los jugadores se representan con el siguien-
te arreglo, Entonces, la esperanza de pago del
juego esta dada por la expresion:
E@g=>0-p)(d-ga+(-p)g-b+p(l-qgc+
pgq-d Q)
=g ¢

Arreglo:1—p

Primer caso: Se observa, cuando el
jugador J* emplea una estrategia fija, [1 —¢,
q]. Entonces, nuestro problema consiste en
encontrar un niumero p tal que,0=p=1y[1—
P, pl, es una estrategia 6ptima para el jugador
J«. Retomando la expresion (1) de la esperan-
za de pago, obtenemos: E (p q) = (1-g-p+p-q)
a+qb-qbptcp-cqp+dqp=a-aq-ap-
aqptqbgqbptep-cqgptdgp=_(-at
a-q-q-b+ c- c:q+d-q)p+a -a-q + q-b. Observe
que a, b, ¢, dy q son valores constantes y no-
sotros queremos optimizar el valor de la fun-
cion, F(p) = E(p, q), la cual es una funcion li-
neal de una sola variable, a saber; p, para 0 =
p=1.Estoes, F(p)=M.p+N;conMyN
constantes tales que, M=-a+a-q-q-b+c-
c-q+rd-gqN=a-a-q+b-q.
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Entonces, podemos afirmar lo siguiente;
F(p) = E(p, q¢) asume su minimo valor
0 si M = 0

enelpunto,p={1 M o< 0
Si <

F(p) = E(p,q) asume su maximo valor
1 si M = 0

enelpunto,p={0 G M < 0

En otras palabras la funcion, F(p) =
E(p, q) es optimizada en los puntos, p =0, p =
1. Lo cual significa que el jugador J« podria
asumir una contra-estrategia Optima pura
dadapor, [1-p,p]=[1,0],parap=0[1—-p,p]
=10, 1], para p =1, para lograr el mejor resul-
tado del juego.

Observacion. Consideremos nueva-
mente la expresion: F(p) = E(p, q) =
(-ata-q+c-b-q-cq+d-q)p+(a-a-q+b-q) Obser-
ve que, Para p = 0 F(0) = E(0,9) = a-a-q+b-q
Para p=1, F(1) = E(1, q) = c-c'q+d-q. Enton-
ces, F(p) = E(p, q) = [-EQ0, ¢) + E(1, 9)Ip +
E(0,9)=E(0,9)(1-p)*+p- E(1,q). Y esto signifi-
ca que el punto, F(p) = E(p, ¢) es un punto in-
termedio del segmento lineal de extremos,
F(0)=E(,q9),y F(1)=E(1,g)locual dice que
la funcién, p = F(p) = E(p, q) asume sus valo-
res extremos en los puntos, p =0, p = 1. Esto
es, hemos llegado a la misma conclusion.

Segundo Caso: Siasumimos que el ju-
gador J« emplea una estrategia fija, [1-p, p].
Entonces, tenemos que encontrar un nUMmMero ¢
talque, 0=¢=<1,y[1-g g] esuna estrategia 6p-
tima para el jugador J*. Sabemos que, E(p,q)
= (I-p(-q) at(l-p)gbtp(l-p) ctpgd =
a-a-q-a-ptapq+q-b-p-q-b+p-c-p-q-ctp-q-d
= (-ataptb-p-b-p-ctp-d) q+a-ap+p-c. En-
tonces, tal como en el primer caso. E(p,q) es
una funcién que depende de una sola variable,
la variable g, ya que; a, b, ¢, d'y p son constan-
tes. Es decir, tenemos la funcién, F(g) =
E(@,q)=M - q+ N; con My N constantes, la
cual es una funcion lineal y tal como en el pri-
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mer caso es optimizada en los puntos g=00 ¢
=1y por lo tanto, el jugador J* podra asumir
una contra-estrategia pura 6ptima dada por, [1
-¢4,9]1=(1,0)sig=00[1-¢,¢9]=(0,1)sig=1.
Este resultado también puede ser obtenido de
la siguiente manera: Sabemos que, E(p, ) =
(-ata-p+b-p-b-p-+tp-dg+a-a-p+tp-c.
Entonces: E(p,0)=a-a-p+p-cEp,1)=b-p
-b+p-d.Luego, E(p,q)=[E(p,1)-E(p,0)]g+
E(,0)=qE(p, 1)+ (1-q)E(p,0). Esto signi-
fica que el nimero E(p, ¢) es un punto inter-
medio del segmento lineal que une los extre-
mos E(p, 1) y E(p, 0). Ademas, vemos que los
numeros, E(p, 1) y E(p, 0) son los valores ex-
tremos de la funcion, F(q) = E(p, q). Es decir,
la funcién g F(g) es optimizada sobre los pun-
tos,g=0,0qg=1.

Observacion. Este resultado también
es valido para el caso de un juego suma cero de
orden m x n entre dos personas, con m y n nu-
meros naturales cualesquiera.

1.4 La estrategia maximin

Determinemos y justifiquemos una
buena estrategia para el jugador J+, cuyo con-
tendor adopta una posicion defensiva o pesi-
mista, en un juego suma cero de orden 2 x 2
entre dos personas cuya matriz de pago esta
dada por,

A b
C D

En virtud del teorema A, para cualquier
estrategia de juego, (1 —p, p) empleada por el ju-
gador Js, el otro jugador, J* podré encontrar una
contra-estrategia Optima, a ser escogida entre al-
guna de las dos posibles estrategias puras si-
guientes, (1, 0), parag=0y (0, 1), parag =1

La esperanza de pago para el jugador
Jx, en caso que ¢l jugador J realice la selec-
cioén, (1, 0), es decir ¢ = 0, esta dada por, E(p,
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0). En este caso el juego esta determinado por
el arreglo, y se tiene, E(p, 0) = (1 - p)(1)a +
p(e=a(l-p)+cp=(c-a)p+a.

10
Arreglo:1—p |a b
p |c d

Por otro lado, la esperanza de pago para
el jugador J+, en caso que el jugador J' realice
la seleccion, (0, 1), es decir, ¢ = 1 esta dada
por, E(p, 1). En este caso, el juego esta deter-
minado por el arreglo, y se tiene, E(p, 1)=(1 -
p))b+p(1)d=b(1 -p)+dp=(d-bp+b.

0 1
Arreglo:1—p |a b
p |c d

Dado que el jugador J” hara todo lo po-
sible por que el jugador J+ reciba el menor
pago, él realizara su seleccion comparando los
numeros E(p, 0) y E(p, 1), para escoger al me-
nor. Entonces, la esperanza de pago para el ju-
gador J+, la cual denotaremos por, Ex(p), sera,
E«(p) = min {E(p,0), E(p,1)}

Esto significa que la esperanza de pago
del jugador J«esta determinada completamen-
te por la funcion, p = E«(p), la cual depende de
una sola variable, la estrategia p correspon-
diente al jugador J-.

Analicemos ahora cada una de las fun-
ciones, E(p,0)=(c-ap+a E@p,1)=(d-b)p+b.

Observemos, que ambas funciones de-
penden linealmente de la variable p, la cual
por ser una probabilidad varia en el intervalo 0
< p =<1. Entonces, las graficas de estas fun-
ciones consisten en segmentos lineales sobre
el intervalo [0, 1], en el eje p. El grafico de la
funcion E(p, 0) consiste en el segmento lineal
que une los extremos (0, @) y (1, ¢).

Analicemos ahora la funcion E(p, 1)

p | E(p.0)
0 a
1 c

El grafico de la funcion E(p, 1) consiste
en el segmento lineal que une los extremos
(0,b)y (1,d). La configuracion de la grafica de
la funcion, p? E«(p) depende de la alineacion
de los parametros a,b, ¢y d.

e Eneste caso, E(p, 0) = E(p, 1), pa, Enton-
ces, Ex(p)=min(E(p,0), E(p, 1)),=E(p,0).

e En este caso, la estrategia 6ptima para el
jugadorJ" es g=0, esto es (1, 0) es la con-
tra-estrategia Optima para el segundo ju-
gador. Y dado que la funcion Ex(p) = E(p,
0) alcanza su maximo valor en el punto p
=1.Entonces (0, 1) es la estrategia 6ptima
para el jugador J«, dado que esta estrate-
gia le garantiza el méximo valor de su es-
peranza de pago.

Veamos, ahora el caso b <c<d<a.En
este caso, se tiene que los segmentos lineales
se cruzan en un punto, (m,E(m, 0)) = (m,E(m,
1)) Y se puede observar segtn la grafica que,
Ep,1) < E@p,0),para0 <p <my E(p, 0)<
E(, 1), param <p < 1. Entonces:

E(pl), 0<p<m
E.(p
E(p,0) m=p=<l

Esto significa que la estrategia 6ptima
para el jugador J*, la cual podemos resumir
asi:
q=1:(0,1) es una contra estrategia 6ptima
para el segundo jugador cuando p < m

q=10:(1,0) es una contra estrategia 6ptima
para el segundo jugador cuando p = m.

Dado que el maximo valor de la fun-
cion E«(p) es alcanzado en el punto p =m don-
de se cruzan las graficas de E(p, 0) y E(p, 1),
esto significa que la estrategia (1 —m,m) es la
estrategia Optima para el jugador J-. Estos dos
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casos presentados sintetizan todas las confi-
guraciones posibles para el analisis de la fun-
cién p = E«(p) .Observe que so6lo hay dos po-
sibles situaciones para las graficas de las fun-
ciones E(p, 0) y E(p, 1), es decir, o bien los
segmentos lineales correspondientes a £(p, 0)
y E(p, 1) tienen un punto de interseccion, o
bien no lo tienen.

Para el caso que las graficas de las fun-
ciones E(p, 0) y E(p, 1) no tengan un punto de
interseccion, entonces la funcion, E«(p), coin-
cidira con una de ellas, aquella, cuyo grafico
se encuentre por debajo de la otra. Esto deter-
minara la contra-estrategia 6ptima del jugador
J'. El jugador Jx podré seleccionar la estrate-
gia p que le garantice el maximo valor de la
funcion E«(p). Ese valor de p le brindara la 6p-
tima estrategia al jugador Js.

Para el caso que las graficas de las fun-
ciones E(p, 0) y E(p, 1) tengan un punto en co-
mun, digamos que en el punto, p = m se tiene
E(m, 0) = E(m, 1). Entonces la funciéon Ex(p)
coincidira con alguna de ellas en el intervalo
[0,m], con aquella cuyo grafico se encuentra
por debajo de la otra.

Asimismo, la funcion E«(p), coincidira
con la otra en el intervalo [m,1]. Esto determi-
nara completamente la contra-estrategia opti-
ma del jugador J". El jugador J» podra selec-
cionar la estrategia, p = m, la cual le brinda el
maximo valor para la funcion Ex(p). Es decir,
la estrategia, (1 —m,m), es la estrategia Optima
para el jugador Jx.

Teorema B. Si el punto (x, y) es un
punto de maxima altura sobre el grafico de la
funcion, E«(p) Entonces: 1. [1 - x; x], es llama-
da la estrategia maxima para el jugador Jx.

2. El nimero y es el maximo valor de la
esperanza de pago para el jugador Jx.

Definicion. La estrategia [1 —x, x], es
llamada la estrategia méaxima para el jugador
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J«. Observe que cada punto sobre el grafico de
la funcion E+(p) es el minimo entre las dos po-
sibilidades que tiene el jugador J" de seleccio-
nar su estrategia. Y el jugador Jxesta seleccio-
nando entre estos puntos aquel que tiene la
maxima altura; es decir, el jugador J+ estd ma-
ximizando la respuesta minimal que brinda el
jugador J°. Por ello, la estrategia Optima del
jugador Jx es 1lamada usualmente, la estrate-
gia Maximin.

1.5 La estrategia minimax

Determinemos y justifiquemos una
buena estrategia para el jugador J*, cuyo con-
tendor adopta una posicion ofensiva u opti-
mista, en un juego suma cero de orden 2 x 2
entre dos personas cuya matriz de pago esta
dada por:

4 b |
C d |

En virtud del teorema A, para cualquier
estrategia de juego, (1 — ¢, q¢) empleada por el
jugador J', el otro jugador, J« podra encontrar
una contra estrategia Optima, a ser escogida en-
tre alguna de las dos posibles estrategias puras
siguientes, (1,0), parap=0y (0, 1), parap=1.

La esperanza de pago para el jugador
J', en caso que el jugador Js realice la selec-
cion, (1, 0), es decir p = 0, esta dada por, £(0,
q). En este caso el juego estd determinado por
el siguiente arreglo,

l-g ¢
1 a b
0 c d

y se tiene, £(0, ¢) = (1 -g)(Da+qg(1)b=a
(1-q)tbg=(b-a)+a

Por otro lado, la esperanza de pago para
el jugador J*, en caso que el jugador J« realice
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laseleccion (0, 1), es decir, p=1 esta dada por,
E(1, g). En este caso, el juego esta determina-
do por el arreglo, y se tiene, E(1, g¢) = (1 -
@)D +q()d=c(1-q)+dg=(d-c)q+c.
Dado que el jugador J- hara todo lo po-
sible por recibir el mayor pago, ¢l realizara su
seleccion comparando los nimeros E(0,q) y
E(1, gq), para escoger al mayor. Entonces, la
esperanza de pago para el jugador J', la cual
denotaremos por, E'(g), serd, E«q) =
max{E(0, q),E(1, q)}. Esto significa que la es-
peranza de pago del jugador J” estd determina-
da completamente por la funcion, ¢ = £7(g) la
cual depende de una sola variable, la estrate-
gia ¢ correspondiente al jugador J*.Observe-
mos que ambas funciones £(0, ¢) y £(1, g) de-
penden linealmente de la variable ¢, la cual
por ser una probabilidad varia en el intervalo 0
< g =1. Entonces, las graficas de estas fun-
ciones consisten en segmentos lineales sobre
el intervalo [0,1], en el ¢je g. Para el caso que
las graficas de las funciones E(0,q) y E(1, g),
no tengan un punto de interseccion, entonces
la funcién, E*(¢), coincidira con una de ellas,
aquella cuyo grafico se encuentre por encima
de la otra. Esto determinara la contra estrate-
gia 6ptima del jugador J«. El jugador J " podré
seleccionar la estrategia g que le garantice el
minimo valor de la funcién E(¢). Ese valor de
g le brindaré la éptima estrategia al jugador J”.
Para el caso que las graficas de las funciones
E(0, g) y E(1,9), tengan un punto en comun,
digamos que en el punto, ¢ = m, se tiene
E(0,m) = E(1,m). Entonces, la funcién E(g),
coincidira con alguna de ellas en el intervalo
[0,m], con aquella cuyo grafico se encuentra
por encima de la otra. Asimismo, la funcién
E’(g), coincidira con la otra en el intervalo
[m,1]. Esto determinarda completamente la
contra estrategia 6ptima del jugador J«.El ju-
gadorJ* podra seleccionar la estrategia, g = m,

la cual le brinda el minimo valor para la fun-
cion E(¢). Es decir, la estrategia, (1 —m,m) es
la estrategia Optima para el jugador J* .
Teorema C. Si ¢l punto (x, y) es un
punto de minima altura sobre el grafico de la
funcion, £'(¢). Luego:
e [1—x,x], es llamada la estrategia Mini-
max para el jugador J".
e El nimero y es el valor de la esperanza
Minimax de pago para el jugador J-.
Observe que cada punto sobre el grafi-
co de la funcién E*(q) es el maximo entre las
dos posibilidades que tiene el jugador J«de se-
leccionar su estrategia. Y el jugadorJ” estd se-
leccionando entre estos puntos aquél que tiene
la minima altura; es decir, el jugador J* esta
minimizando la respuesta maximal que brinda
el jugador J«. Por ello, la estrategia 6ptima del
jugador J* es llamada usualmente, la estrate-
gia Minimax.

2. Juegos suma no-cero y
no-cooperativos entre dos
personas

Recordemos que los juegos suma-cero
entre dos personas, son aquellos donde las ga-
nancias de un jugador son exactamente las
pérdidas del otro jugador.

Definicion. Los juegos suma-no-cero
son aquellos juegos donde las ganancias de un
jugador no son necesariamente las pérdidas
del otro jugador, juegos donde el pago puede
no ser cuantificable y donde las decisiones de
cada jugador pueden depender de las decisio-
nes del otro jugador. En algunos casos, el pago
puede ser por ventajismo y en otros, por algin
comportamiento razonable de parte de alguno
de los jugadores, el juego puede conducir a
grandes ganancias para ambos.
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Definicion. Los juegos no-cooperati-
vos, son aquellos juegos donde se asume que
los jugadores no se consultaran entre ellos
bajo ninguna forma para mejorar su resultado
0 pago. Nos dedicaremos en esta seccion, al
estudio de juegos suma-no-cero no cooperati-
vos entre dos personas.

En los juegos suma-cero entre dos per-
sonas se tiene un arreglo rectangular,(a;) don-
de cada a; representa el pago correspondiente
a la jugada realizada mediante la escogencia
de una fila i por parte del jugador J+ y una co-
lumna j por parte del jugador J". Sin embargo,
como en los juegos suma-no-cero, la ganancia
de un jugador no es necesariamente la pérdida
del otro jugador, entonces el pago no puede
representarse mediante un simple nimero.
Ahora, al resultado obtenido en el juego su-
ma-no-cero por la escogencia de la fila i, por
parte del jugador J+ y una columna j por parte
del jugador J', le corresponderé un pago re-
presentado por el par ordenado, (a;, b;) donde
a; denota el pago correspondiente al jugador
J«,y b;denota el pago correspondiente al juga-
dorJ". El par (a;, b;) es llamado el par ordena-
do de pago. Entonces, el arreglo matricial co-
rrespondiente para un juego suma-no-cero en-
tre dos personas es:

(a, ) (c,y) ‘

(b, B) (d.8) |

Con alguin cuidado, las estrategias para
los juegos suma cero pueden ser aplicadas en
este caso. En un juego suma cero, cuando uno
de los jugadores, digamos, el jugador Jx, trata
de maximizar el pago, el jugador J* trabaja
para minimizar ese mismo pago. En cambio,
ahora, como cada jugador tiene su propio
pago y en forma independiente, los pagos de
uno y otro jugador, entonces, se asumira que
cada jugador basara sus decisiones en funcion
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de su propio pago. Esto se puede formalizar
con el “Principio de racionalidad”.

El principio de racionalidad consiste en
asumir que cada jugador desea obtener el me-
jor resultado posible. Este principio permite
afirmar que cada jugador no tomara en cuenta
los pagos del otro jugador para disefiar sus es-
trategias y la toma de decisiones. Entonces,
cada uno de los jugadores estara enfrentando
un juego, tal como un juego suma cero.

El jugador Jx trabajara, para maximizar
su pago, con el arreglo,

en contra de su oponente, el jugador J', quien
trabajara también, tal como su contrincante,
para maximizar su pago, con el arreglo,

a B
y o)

entonces, cada jugador tendrd sus estrategias
maximin y minimax.

Por ejemplo, las dos estrategias maxi-
min determinardn el pago del juego, el cual
consiste en un par ordenado formado por las
estrategias maximin puras y sera llamado el
par de valores puros del juego suma-no-cero
no cooperativo entre dos personas. Este prin-
cipio se puede mostrar con el famoso ejemplo
del dilema del prisionero.

Dos personas son arrestadas por su par-
ticipacion y complicidad en un robo. La fisca-
lia tiene evidencias suficientes Uinicamente
para condenarlos por el robo, a ambos. Sin
embargo, se presume que los ladrones porta-
ban armas, lo cual, es un delito mucho mas
grave que un simple robo y se podria procesar-
los por robo a mano armada, en caso de obte-
ner suficientes evidencias para ello. Los pri-
sioneros son encarcelados en celdas separadas
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y no se pueden comunicar entre si. A los pri-
sioneros se les ofrece el siguiente trato o arre-
glo: 1. Si usted ofrece testimonio de que su
compariero estaba armado durante el robo y
Su compariiero no presenta testimonio en con-
tra suya, entonces, su sentencia serd suspen-
dida y su compariero tendra 6 aiios de carcel.
2. Si ambos presentan testimonio en contra de
su compariero, entonces, ambos tendran una
sentencia de 3 arios de carcel. 3. Si ninguno de
los dos presenta testimonio en contra de su
compariero, entonces, ambos tendrdn una
sentencia de 1 afio de cdrcel. Ambos prisione-
ros, han sido informados sobre la oferta o arre-
glo presentado por las autoridades, el cual, es
el mismo para ambos. A ambos se le ha conce-
dido un tiempo prudente para pensar, pero
ninguno de ellos tiene conocimiento sobre la
decision de su compaiiero. Esta situacion pue-
de ser modelada como un juego suma-no-cero
entre dos personas. Los jugadores son los pri-
sioneros. Este juego esta determinado por el
siguiente arreglo matricial:

Observe que cada prisionero tiene dos
posibles acciones, a saber, decide aceptar el
trato o lo rechaza. Los resultados posibles de
este juego pueden ser ordenados segun las
preferencias de los prisioneros. Para el juga-
dor J+: (Acepta, Rechaza) > (Rechaza, Recha-
za) > (Acepta, Acepta) > (Rechaza, Acepta).
Este es el orden natural, dada la sentencia que
le corresponde al jugador J-, a saber,

za, acepta) > (rechaza, rechaza) > (acepta,
acepta) > (acepta, rechaza).

Par de Estrategias Sentencia
( acepta rechaza) 0 Libre
(rechaza, rechaza) 1 afo
(acepta, acepta) 3 afios
(rechaza, acepta) 6 aflos.

Escribamos ahora las correspondientes

sentencias,

Par de Estrategias Sentencia

( rechaza, acepta) 0 Libre

(rechaza, rechaza) 1 afio
(acepta, acepta) 3 aflos

Rechaza Acepta
Rechaza (-1,-1) (-6,0)
Acepta (0, -6) (-3,-3)

La relacion (a, b) > (c, d) significa que
(a, b) ofrece un mejor resultado que (c, d) al
jugador respectivo. Para el jugador J" el orden
segun sus preferencias, es el siguiente: (recha-

2.1 Analisis de la estrategia maximin
pura para cada jugador

Para el jugador Jx, -1 -6 min: - 6; 0 -3
min: - 3 Max min: -3. Entonces, la estrategia
maximin pura paraJses, [0, 1]; Para el jugador
J' -1 -6 min: - 6; 0 -3 min: - 3 Max min: -3. En-
tonces, la estrategia Maximin pura para J” es,
[0, 1]. Entonces, la pareja de valores puros ob-
tenida es la siguiente, (Acepta, Acepta), cuyo
valor es, (-3, -3). La estrategia Maximin pura
conduce a los prisioneros a aceptar ambos el
trato o arreglo y por lo tanto, ambos sentencia-
dos a 3 afios de prision. Cuando el prisionero
toma la decision de aceptar el trato, lo hace
para garantizar un tiempo maximo de prision
de 3 afios. Aunque, si ambos rehusan el trato,
lograrian una mejor sentencia; es decir, esta-
rian en prision solo 1 aflo. En este caso, ambos
jugadores optan por una estrategia que les ga-
rantice una estadia méxima en prision de 3
afios. En cierto modo, se puede afirmar que en
cada jugador habria cierto grado de satisfac-
cion por la decision tomada. Ambos jugadores
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saben que si ellos deciden rechazar la oferta,
podrian estar en prision s6lo un afio. Pero tam-
bién, saben que el jugador que rechace la ofer-
tapodria ser condenado a 6 afios, si su oponen-
te hubiere aceptado la oferta. En ese caso, el
jugador condenado a 6 afios habria perdido la
posibilidad de estar en prision tan solo 3 afios,
lo cual tenia garantizado, si hubiese aceptado
la oferta. Ademas, el jugador condenado a 6
afios se encuentra en una situacion de arrepen-
timiento por la decision tomada.

2.2 El principio de mayor satisfaccién
Consideremos por ejemplo el juego
suma cero,

La estrategia Maximin para el jugador
J+lo induce a decidir por la segunda fila, vea-
mos esto con mas detalle. Se observa que el
ntmero 1 encerrado entre comillas (en la tabla
anterior) es un punto de silla; es decir, este nii-
mero 1 es el méximo de su columna y el mini-
mo de su fila. Pero también se puede obtener
este hecho observando el arreglo, tomando los
minimos de cada fila y luego eligiendo el ma-
Ximo entre estos minimos, esto es:

5 0 5 min: 0
1 1 in: 1 max min: 1
5 0 5 in: 0

Esto significa, que el jugador J« debe
seleccionar la segunda fila. Observe que si el
jugador Jx selecciona alguna de las otras dos
filas, podria tener un pago 5, el cual es mucho
mejor que el pago 1 que recibe siguiendo la es-
trategia Maximin. Pero si el otro jugador J' se-
lecciona la segunda columna, entonces el ju-
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gador J« recibira como pago, 0 ; es decir, pier-
de la posibilidad de recibir el pago 1 el cual lo
tenia garantizado si seguia la estrategia Maxi-
min, escogiendo la segunda fila.

Los estudios sobre el comportamiento
humano indican que la busqueda de garantias
es una motivacion muy fuerte. Las decisiones
de un jugador pueden no conducir al mejor
pago, entre todos los pagos posibles, pero esas
decisiones deben basarse en el logro de algunas
garantias y el logro de la mayor satisfaccion
posible, sin tomar en cuenta las decisiones de
su oponente. Esto es lo que se le denomina
como “El principio de mayor satisfaccion”.

3. El equilibrio de Nash

Un aspecto a considerar es la solucion
de los juegos no cooperativos, para lo cual
Nash (1950, 1951, 1953) introduce la nocion
de punto de equilibrio, hoy cominmente 1la-
mado Equilibrio de Nash. Nash, ademas, usa
el teorema de Brower para garantizar la exis-
tencia del punto de equilibrio para juegos no-
cooperativos entre un nimero finito de juga-
dores y posteriormente, presenta otra demos-
tracion de la existencia del punto de equilibrio
usando el teorema del punto fijo de Kakutani
(1941) para funciones multivaluadas semi-
continuas superiormente.

Ademas, Nash (1950) rompe con la tra-
dicion de que la negociacion es un juego inde-
terminado (que depende de las habilidades y
experiencia de los jugadores) asumiendo que la
negociacion entre jugadores racionales condu-
ce a un unico resultado. Introduce la nocion de
solucion negociada y resuelve el problema para
el caso de un juego cooperativo entre dos per-
sonas. Entre las aplicaciones econdémicas se
pueden mencionar: el oligopolio, equilibrio del
mercado, negociacion, calidad del producto,
subastas, seguros, educacion superior, discri-
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minacion, servicios publicos, entre otros
(Harsanyi y Reinhard Selten, 1972, 1988).

Definicion. Dado un juego suma dife-
rente de cero entre dos personas, segun el arre-
glo matricial siguiente:

(a, ) (b, 8)

(c.y) (d,8)

Un resultado del juego se llama “Equi-
librio de Nash” si el correspondiente par orde-
nado de pago, (x, ) es tal que, x es el maximo
de su columna, y es el maximo de su fila. Tam-
bién se dice por simplicidad que el par (x, y) es
un equilibrio de Nash. El equilibrio de Nash
satisface el principio de mayor satisfaccion de
los juegos suma cero. En efecto, asumamos
que (x, y) es un punto de equilibrio de Nash.
Dado que x es el maximo de su columna y el
elemento y es el maximo de su fila, se tiene; si
el jugador J* selecciona la columna que con-
tiene al par ordenado (x,y), el jugador J«no po-
dra arrepentirse por haber seleccionado la fila
que contiene al par ordenado (x, y), ya que nin-
guna otra seleccion del jugador J” le habria ga-
rantizado un mejor pago. Del mismo modo, si
el jugador J« selecciona la fila que contiene al
par ordenado (x,y), el jugador J« no se arrepen-
tira por haber seleccionado la columna que
contiene al par ordenado (x, y), ya que ninguna
otra seleccion del jugador J” le habria garanti-
zado un mejor pago.

Observacion. En la definicion del equi-
librio de Nash, cada jugador es asumido preocu-
pado por el arrepentimiento sobre sus propias
acciones Unicamente, y cualquier estado emo-
cional que los jugadores pudieran tener por las
decisiones de los demas jugadores, es ignorado.
Esta limitacion se debe a que la incorporacion de
los sentimientos conduciria necesariamente al
desarrollo de nuevos modelos en esta teoria. Los
puntos de equilibrio de Nash puros no necesa-

riamente existen. El siguiente ejemplo es una
muestra de ello,

3,1) (1,3) ‘
1,3) 3.1 ‘

3.1 Método grafico para determinar un
equilibrio de Nash puro

Para introducir esta metodologia de
una manera mas facil, usaremos el siguiente
ejemplo:

Ejemplo. Mercado cautivo

Consideremos dos empresas A y By un
mercado cautivado por estas dos empresas del
modo siguiente:

e Siuna de las empresas toma el mercado
en forma exclusiva, obtiene unaregalia de
100 ddlares.

e Siambas empresas toman el mercado si-
multaneamente, entonces cada una pierde
50 dolares.

e Si alguna empresa decide estar fuera del
mercado, entonces, ni gana, ni pierde; es
decir, obtiene como resultado, 0 dolares.

La matriz correspondiente a este juego

es,
Dentro Fuera
Dentro (-50,-50) (100, 0)
Fuera (0, 100) (0, 0)

Analizando las posibles estrategias pu-
ras de ambos jugadores, se pueden disefiar 2
flechas horizontales y 2 verticales del siguien-
te modo: 1. Si el jugador J+ selecciona Dentro
como estrategia, entonces su oponente, obvia-
mente seleccionara Fuera como estrategia.
Esta situacion, se representa mediante una fle-
cha horizontal con direccion hacia la derecha
y en la parte superior de la matriz de juego. 2.
Si el jugador J« selecciona Fuera como estra-
tegia, entonces su oponente, obviamente se-
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leccionara Dentro como estrategia. Esta situa-
cidn, se representa mediante una flecha hori-
zontal con direccion hacia la izquierda y en la
parte inferior de la matriz de juego. 3. Si el ju-
gador J* selecciona Dentro como estrategia,
entonces su oponente, obviamente seleccio-
nara Fuera como estrategia. Esta situacion se
representa mediante una flecha vertical con
direccion hacia abajo y en el lado izquierdo de
la matriz de juego. 4. Si el jugador J” seleccio-
na Fuera como estrategia, entonces su opo-
nente, obviamente seleccionara Dentro como
estrategia. Esta situacion se representa me-
diante una flecha vertical con direccion hacia
arribay en el lado derecho de la matriz de jue-
go. Entonces, se obtiene este grafico:

Dentro Fuera
Dentro (-50,-50) (100, 0)
Fuera (0.100) 0.0

<
<

v

Observamos las cuatro esquinas de este
grafico y asumimos el siguiente criterio que
ayuda a determinar la presencia de un equili-
brio de Nash puro.

Criterio. Si dos flechas concurren en
alguna esquina, entonces el elemento corres-
pondiente de la matriz del juego es un equili-
brio de Nash puro. De alli, que segun este cri-
terio (100, 0) y (0, 100) son equilibrios de
Nash puros para el juego del mercado cautivo.

Observacion. Este juego satisface las
siguientes condiciones: 1. Ambas empresas
tienen las mismas estrategias. 2. Ambas em-
presas obtienen los mismos resultados cuando
seleccionan las mismas estrategias. 3. El in-
tercambio de estrategias entre las empresas
produce un intercambio de resultados para las
empresas.

Definicion. Un juego que cumple con
estas tres condiciones es llamado un Juego Si-
meétrico.
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Definicion. Un equilibrio de Nash se
dice Simétrico si ambos jugadores adoptan las
mismas estrategias y ademas, obtienen el mis-
mo resultado. Los 2 equilibrios de Nash puros
del Juego del Mercado cautivo no son simétri-
cos. Segun Nash, toda estrategia pura jugada
como parte de un equilibrio de Nash mixto tie-
ne el mismo valor esperado o esperanza. Usa-
remos este hecho para determinar equilibrios
de Nash mixtos.

3.2 Calculo del equilibrio de Nash mixto

Para ilustrar de una manera mas facil el
calculo de un equilibrio de Nash mixto, usare-
mos el juego para el juego del mercado cauti-
vo definido arriba. Designemos: P, (Dentro):
La probabilidad de que la empresa A4 esté den-
tro del Mercado. P, (Fuera): La probabilidad
de que la empresa A4 esté fuera del Mercado.
Pg(Dentro): La probabilidad de que la empre-
sa B esté dentro del Mercado. Py (Fuera): La
probabilidad de que la empresa B este fuera
del Mercado. Calculemos los resultados para
la empresa A: Supongamos que la empresa 4
selecciona la estrategia pura: Dentro: mien-
tras que la empresa B selecciona una estrate-
gia mixta, Pg= [Py (Dentro), Py (Fuera)]. El
valor esperado del resultado para la empresa A
seleccionando la estrategia pura Dentro, es:
E,; (Dentro)= P (Dentro) (-50)+Pp(Fue-
ra)100. Ahora, supongamos que la empresa 4
selecciona la estrategia pura: Fuera: Entonces,
el valor esperado del resultado para la empre-
sa 4 seleccionando la estrategia pura Fuera es:
E, (Fuera) = Py (Dentro) 0 + Pg (Fuera) 0=0.
Dado que estos dos valores esperados son
iguales, tenemos, £, (Dentro) = E, (Fuera) =
0. Esto es, Pg (Dentro) (-50) + Pg (Fuera) 100
=0 (1). Por otro lado, la estrategia mixta de la
empresa B satisface la condicion de ser una
distribucion de probabilidad, entonces, Pp
(Dentro) + Py (Fuera) =1 (2).
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Delasecuaciones (1) y (2), se obtiene:

—50P,(Dnetro) +100 [1 — P,(Dentro)] = 0

—150P,(Dentro) = —100
Py(Dentro) = —100==

~180

Entonces, usando la ecuacion (2) se ob-
tiene:

2 1

P,(Fuera) =1— P,(Dentro) = 1_3 =3
2 1
PB(Dentro) = 3 PB(Fuera) = 3

Si asumimos ahora, que la empresa B
selecciona una estrategia pura, mientras que la
empresa 4 selecciona una estrategia mixta: P,
= [Dentro), P, (Fuera)]. El valor esperado
para la empresa B seleccionando la estrategia
pura: Dentro es:

E, (Dentro) = P, (Dentro)-(-50) + P, (Fuera)
100

Ahora, supongamos que la empresa B
selecciona la estrategia pura: Fuera, entonces:

E, (Fuera)=P, (Dentro)-(0) + P, (Fuera)-(0)
=0. Dado que E, (Dentro) = E, (Fuera) se
tiene,
-50-P, (Dentro) + 100-P, (Fuera) =0
3
Por otro lado, la estrategia mixta de la

empresa A4 satisface la condicion de ser una
distribucion de probabilidad; entonces:

P, (Dentro) + P, (Fuera) = 1

@
De las ecuaciones (3) y (4) se obtiene:
=50 P(Dentro) +100[1 — P(Dentro)] = 0.
=50 P(Dentro)—100P(Dentro)] = —100.
—150- P(Dentro) = —100.
P(Dentro) = —10=>
—150

Entonces, usando la ecuacion (4) se ob-
tiene,

2 1

P (Fuera)=1—P,(Dentro)=1-— 373
2 1
P,(Dentro)= 3 P,(Fuera)= 3

Entonces, se tienen las siguientes estra-
tegias mixtas idénticas:

A 2 1

B 3 3

2
3 (=50,50) (100,0)

(0,000 (0,0

Los valores esperados para las empre-
sas Ay B son:

(o d)co0 2 )2}
—=200 + 200 ~0

9 9

o) G )
33 3/ \3 3/ \3

El Equilibrio de Nash Mixto resulta ser
simétrico. Este equilibrio de Nash Mixto es
llamado Ineficiente por que se obtiene el mis-
mo valor esperado cero, el cual se obtuvo con
el equilibrio de Nash puro.

Ejemplo. Hagamos un pequetio ajuste al
juego del Mercado Cautivo. Asumamos que la
empresa 4 obtiene un resultado de 150 ddlares
cuando entra al mercado en forma exclusiva y
los demas resultados los mantenemos tal cual,
esto es:
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A{}B Dentro Fuera -
Dentro (-50,50) (150,0)
,, Fuera (0,100) (0,0)

En este caso la empresa A tiene una
ventaja competitiva sobre la empresa B; tal
vez debido a una mejor estrategia de mercado,
bajos costos, o algunos otros factores. De
acuerdo con el método grafico, podemos afir-
mar que en este caso también se tienen 2 equi-
librios de Nash puros, a saber: (0,100) (150,0),
los cuales no son simétricos. Determinemos
ahora un equilibrio de Nash Mixto para este
juego. Consideremos primero la empresa B
con una estrategia mixta g, Para p= 0

A{}B l-¢q q

1 (-50,50) (150,0)

0 (0,100)  (0,0)

La esperanza para la empresa 4 es:
Parap=1,

A{}B l-¢q q

0 (-50,50)  (150,0)
1 0,100)  (0,0)
La esperanza para la empresa 4 es: E
(Lg) = 0:(1):(1-g) + 0:(1) g =0
Sabemos que E4(1,q) = EA(0,q) =
S0 _1
200 4
Consideremos ahora la empresa 4 con

0. Entonces, —50+ 200g =0¢g =

una estrategia mixta p.

Para g=0

A{B 1 0
1-p  (50,50) (150,0)
P (0,100) (0,0)

La esperanza para la empresa B es: E, (p,0) =
(-50) (1 - p) +100p=-50+50p+ 100 p
=.50+150p
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Para ¢g=1

A{B 0 1
1-p  (-50,50) (150,0)
» (0,100)  (0,0)

Ey (1) = 0-(h(A-p) +0-(D)-(p)=0

Sabemos que E, (p, 0) = E, (p,1).

50 1

150 3
Entonces el equilibrio de Nash mixto

esta dado por la pareja:

Entonces: —50—150p=0 p=

Ll [Tt a_[rz 17
p—g,[[l p,p]]—ul 30071573
_1 I a7] (13 1]
Q—Za[[l—qaﬂ]—ul _Z’ZJJ _HZ"‘JJ

Esto es, el juego esta determinado por
el siguiente arreglo:

3

1
4 4

b |

2
5 (=50.50) (150,0)

(0,100)  (0,0)

El valor esperado para cada una de las
empresas esta dado por:

o) 2o -
—-25+25=0
) By a3
—-25+25=0

En este caso, el equilibrio de Nash mix-
to no es simétrico.
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3.3 Existencia del equilibrio de Nash

Consideremos un juego suma diferente
de cero entre dos personas:

Cada jugador tiene como espacio de estrate-
gias al conjunto [0,1]C R.

Designemos por x, la estrategia seleccionada
por el jugador J,; x, € [0, 1].

Designemos por x, la estrategia seleccionada
por el jugador J,; x, € [0, 1].

Para cada jugador tenemos una funcién de uti-
lidad, digamos:

ParaJ, (x,x,) = u,(x, x,). ParaJ, u,: [0,1] x
[0,1] C R’ =R (x,x,) = u,(x, x,).

Proposicion. Si las funciones de utili-
dadu;y u,de cada jugador son continuamen-
te diferenciables, entonces existe un equili-
brio de Nash.

Sketch. Asumimos las funciones de uti-
lidad de cada jugador, u; y u,, continuamente
diferenciables y por lo tanto podemos afirmar
que:

Para cada x, € [0,1], existe f,(x,) € [0,1], tal
que: u,(f)(x,). ),

es el maximo valor de la funcion utilidad,

(x, x,) = u,(x, x,), con x, fijo.
Es decir, el niimero f,(x,) € [0, 1] maximiza la
funcion, (v, x,) > u,(y, x,), conx, fijo. Andlo-
gamente, para cadax, € [0, 1], existe, f;(x,) €
[0, 1] tal que: u,(x, f,(x,)) es el maximo valor
de la funcion de utilidad,

(x, x,) = u,(x, x,), con x, fijo.

Es decir, el numero f(x,) €[0, 1], maximiza
la funcion, (x, y) = u,(x, ), conx, fijo. En-
tonces, tenemos dos funciones continuas,

£ £ 10,1110, 1]

x, = fix)

X, (%)
y construimos la funcién:
f:10,1]1 =10, 1]x [0, 1] x [0, 1],
definida por: (x, x,) = f(x, x,) = (f,(x,). /,(x,)
la cual llamaremos la funcién de Optima Es-
trategia.
Sean, f,y f,, son las funciones componentes
de la funcion f, ambas continuas, por lo tanto
resulta fcontinua. Observe que el conjunto [0,
11x [0, 1] C R’ es cerrado y acotado en R’, y
por lo tanto, compacto. Entonces, debido al
Teorema del Punto Fijo, la funcién continua
de Optima Estrategia:
f:10,1]x [0,1]=[0, 1] x [0, 1]

tiene un punto fijo; esto es, existe un punto
() x) €10, 11x[0, 1],
tal que,f(x,*, X;) = (f/(xz‘))fz(xzt)) = (xl" X;).
Veamos que el punto fijo (x 1‘} x,") es un punto
de equilibrio de Nash.
Observe que: f,(x,”) =x,,

) =x,
Observe que: u,(x,, x,") = u,(f,(x,), x,)
maximiza la funcion:
(xx,) = u,x x,), x, fijo,
lo cual significa que:

w ) x) = ulfx), ()
es el maximo valor de la columna correspon-
diente a la estrategia x, .

Por otro lado, u,(x, ,x, ) = u,(x,, f,(x,",)
maximiza la funcion,

@, y) = ux,, ), x, fijo,
lo cual significa que:

uz(xl*l’ xz‘) = uz(xl*’f;(xl*l))’
es el maximo valor de la fila correspondiente a
la estrategia x," Esto es, (x,, x,) es un
equilibrio de Nash.
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4. Consideraciones finales

Para los afios 1950-1953, Nash intro-
duce en varios de sus articulos dos aspectos
determinantes para la teoria de juegos: El pri-
mero de ellos es la distincion entre juegos coo-
perativos y juegos no-cooperativos; para lo
cual, es preciso considerar que los juegos coo-
perativos son aquellos donde éste se desarro-
lla de tal forma que los jugadores pueden lle-
gar a acuerdos entre si para la determinacion
de sus estrategias. El segundo aspecto a consi-
derar surge como una solucion para los juegos
no-cooperativos, para lo cual Nash (1950,
1951, 1953) introduce la nocién de punto de
equilibrio, hoy comunmente llamado Equili-
brio de Nash. Desde esta perspectiva, un vec-
tor de estrategias es un equilibrio de Nash,
siempre y cuando la estrategia de cada uno de
los jugadores sea la mejor réplica a las estrate-
gias de los demas jugadores. En otras pala-
bras, el equilibrio de Nash es aquel vector de
estrategias que maximiza la funcién de pago
de cadajugador. Nash, ademas, usa el teorema
de Brower para garantizar la existencia del
punto de equilibrio para juegos no-cooperati-
vos entre un numero finito de jugadores y pos-
teriormente, presenta otra demostracion, mu-
cho mas elegante, de la existencia del punto de
equilibrio usando el teorema del punto fijo de
Kakutani (1941) para funciones multivalua-
das semicontinuas superiormente.

Por otro lado, la teoria econdémica orto-
doxa establece que el problema de la negocia-
cion es indeterminado; es decir, la distribucion
de las ganancias dependera de las habilidades y
la experiencia de cada jugador. Sin embargo,
Nash (1950) en su tesis de PhD rompe radical-
mente con esa tradicion asumiendo que la nego-
ciacion entre jugadores racionales conduce a un
unico resultado e inicia el estudio y analisis para
determinarlo. Introduce entonces la nocion de
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solucion negociada y resuelve el problema para
el caso de un juego cooperativo entre dos perso-
nas. El trabajo de Nash, realizado en apenas tres
afios, impacté de manera determinante el desa-
rrollo de la teoria de juegos, ampliando sustan-
cialmente su campo de aplicaciones. Entre las
aplicaciones econdmicas se pueden mencionar:
el oligopolio, equilibrio del mercado, negocia-
cion, calidad del producto, subastas, seguros,
educacion superior, discriminacion, servicios
publicos, entre otros. En la actualidad, el equili-
brio de Nash es el método mas exitoso usado en
la literatura econdmica y otras areas afines para
resolver problemas relacionados con los proce-
sos sociales; en efecto, una situacion social ge-
neralmente es modelada como un juego no coo-
perativo; entonces, el equilibrio de Nash es cal-
culado y sus propiedades, traducidas e interpre-
tadas en términos del problema social original.
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