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RESUMEN

Damos una introduccién breve sobre los operadores de Mikusinski
(cocientes de convolucién) . Ademds aplicamos estos operadores para

resolver algunas ecuaciones diferenciales encontradas frecuentemente
en aplicaciones.

ABSTRACT

We give a brief introduction about the theory of operators of
Mikusinski (convolution quotients). Further these operators are used
to solve some differential equations which are encountered frequent-
ly in applications.
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1. INTRODUCCION

En el sistema general de transmisidn lineal, la salida momenta-
nea equivale a la suma de las sefiales de entrada anteriores multi-
plicadas cada una por un factor que depende del espacio de tiempo
que las separa de la sefial de entrada momentanea:

1
ylt) = J h(t-T) x () dt . (n

0

Tal sistema de transmisidén se llama lineal porque las sefiales de sa-
lida se superponen exactamente como las de entrada . La integral (1)
se 1llama la convolucion de la funcién h(t) con la funcidén de entra-
da x(%) .

Es excitante el hecho de que un sistema de transmisién del cual

no se sabe nada mids que es lineal -cuya razdén no vamos a discutir a-

qui- lo que seria una '"caja negra" en el sentido de N. Wiener pueda
ser reconocido observando la salida solamente por una entrada muy

especial . Se escoge por ejemplo como funcién de entrada el impulso
x(t) = s(z) .

Fig. 1

La salida correspondiente siendo muy pequefio & se calcula por
(1)
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es decir la funcién de ponderacion de nuestro sistema de transmisién
lineal que nos permite calcular por una entrada cualquiera x(t) la
salida y(£) . iCon esta Gnica experiencia la '"caja negra" se ha
puesto una "caja blanca"! La funcidén acertada de esta manera estd
1lamada reaccién de impulso del sistema de transmisién lineal (1).

Segln una propuesta de J. Mikusinski , el descubridor del célculo de
los operadores , x = {x(%]} designard en adelante una funcién, que
hay que distinguir claramente del valor de funcién x(%) en el punto
t. En lugar de la complicada integral de convolucidén que describe um
sistema de transmisidén lineal general, ponemos ahora simplemente

1
{y(2t)} = {J h(t—'r}x{r}dT} =: {h{£)Hx(2)} .

0
Para introducir sistemidticamente el cdlculo de los operadores

designaran ahora a = {a(%)} , b = {b(£)}, ¢ = {c(£)} ,... funciones

continuas a valores complejos sobre 0 < £ < « ., Definimos

([ aassad
a + b = {alt) +blt)} , ab := J alt-1) b(r)drf. (2)

0

Entonces valen para a , b , ¢ ,... las mismas leyes como para los
n{imeros enteros, en particular

ab = ba , albe) = (able , al(b+c) = ab+ac , (3)

cuya prueba es facil contrariamente al teorema de Titchmarsh que es

mucho mas profundo:

ab = {0} = a = {0}6 b = {0} . 4)
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El resto no es mds que un sencillo ejercicio para un estudiante ta-
lentado . Como en el paso de los nimeros enteros a las fracciones se
introducen ahora 'fracciones de funciones" que se llaman 'operado-

res' :

a
= (b#{0}) (5)
b

y se adoptan simplemente las reglas del cdlculo de las fracciones:

Hay operadores que son funciones, por ejemplo

&

P ;
= = {2} <= {2}{%} = {I thr} = {£2} .

0

Desempefia un papel importante el 1llamado operador de integracidm ,
que es una funcién también:

2 e=41) . (7)

Se 1lama asi porque con a = {a(t)}

.
ta = {1Halt)} = {J a(r)dTl .
o

|

&

El ejemplo clasico de un operador que no sea una funcién se encuen-
tra en

{1}

{1}

)

Este ejemplo nos lleva a hablar de una manera mids general de los o-
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peradores de nimeros . Sea o € € . Consideramos operadores del tipo
o] == b, (8)

que 1lamamos operadones de ndmeros. Valen las férmulas

[w] + [8] = [a+8] , [a][g] = [«8]. (9)

A base de (9) son supérfluos los corchetes y se escribe simplemente
L e [(x] = {a_}- — .@ . (10)

iLos operadores son una generalizacidn no solamente de las funciones
sino también de los nimeros complejos! Vamos a dar ademids la prueba
del importante teorema: "Un operadon de ndmero puede sen metido en
el panéntesis de LLave" :

afa(t)} = {calt)} . (11

De hecho es

oz \

~§J aa(r)dTY

U.{C(('t’} _ {Q}{Q(I}} - 7 g _ Z{O’.Q(t}} _ {cxa(/t)}.
L £ £

LOS OPERADORES 0 Y 1. Para un operador cualquiera %— y para

los operadores de nimeros 0 y 1 valen

= a4, (12)

o ||
o |
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Hay que observar también que la funcién {0} constituye un caso ex-
cepcional: es la Gnica funci6n que, con respecto a la adicién y mul-
tiplicacién , tiene las mismas propiedades come el operador de nime-
ros 0 , puesto que

0 =0, (13)
lo que es trivial:
{0} = 0 := .{_il <> (0} = 2{0} = {0} .

En cambio, en los demds casos hay que distinguir estrictamente entre
funcidn constante y operador de ntmeros.

EL. OPERADOR DE DERIVACION & . Los operadores (como las frac-
ciones) pueden ser divididos unos por los otros , a condicién que el
operador denominador sea # 0; el cociente es otro operador mids. En-
tonces el operador de derivacidn

.o 1

{1
i {1}

oS | =

tiene un sentido bien determinado . Muy importante para la aplicabi-
lidad de nuestro cdlculo de operadores a la solucién de ecuaciones
diferenciales es que existan dos férmulas a cuya deduccién nos vamos
a dedicar ahora.

Si la funcidn a={a(£)} tiene una derivada continua a' ={a’(%)}

sobre 0 < £ < » , vale primero

a' = sa - al(0) (15)

porque
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3
a - {alt)} = ” a' 1) dry + {al0)} = a' + E&O _porspato)

|

o L

de donde , siendo 4£ = 1 , después de multiplicar los dos lados por
4, sigue la afirmacién. Segundo, entre 4 y la funcién exponencial

existe la relacidn

3
. {eat} (16)

Para hacer la prueba hay que aplicar a {ea t} la férmula que se a-

caba de probar :

oa{eo‘t} - é{@aﬂ - 1= (s-~0) {ea } =1 ;

!

la division de los dos lados por 4-o lleva a (16) .

2. UN EJEMPLO TOMADO DE LA HIDROLOGIA

Un estanque de superficie F estd alimentado por una cascada y
tiene abajo un desagiie . La aportacidén es de x = {x(£)} y el nivel
y = {ylt)}.
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Fig. 2

Con

1
o i= —
F

y una constante positiva B , que depende de la dimensidn del desa -

glie, vale la ecuacidn diferencial
y'(t) = ax(t) - Bylt) , y(0) =y, , (17)
que segin (15) toma la forma operacional
(4 +B)y = ax + y,

y que segiin (16) lleva enseguida a la solucién

[t !
y = o kx4 Yo S ch[ o Bit-T] x(t)dt+y, BT (18)
4+B s+8 | o )
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Vamos a suponer ahora que, siendo constante la aportacidn x

{x(t]} = {x } se llega a un equilibrio caracterizado por y'
{y'" (2]} = {0} . Segln (17) resulta entonces

. (19)

0

y = {y(t)} = {y,}, y, = %x
Es claro que ahora estd satisfecha (18) :

z
0

¢Qué sucede si dicho equilibrio entre aportacidon y desagiie es per-
turbado por un aguacero repentino de cantidad R §(%) ?

Para responder a esta pregunta, ponemos como entrada

x = {x(t)} = {x, +R8(2)} (20)

en (18) y obtenemos como salida

£ \“l / \
. !go + R J BT ey ar) =y ¢ ReBEL 1)

|

\ 0 J

-]

Suan se da cuenta de que la perturbacidén va igualando:

-1

Lim e = 0.

£—>o

|

El desnivel maximal y - y, con respecto a lo normal es

el
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3. EL OPERADOR DE TRANSLACION

Vamos a generalizar la teoria desarrollada hasta ahora inclu-

yendo ciertas funciones discontinuas (ver [2]).
Para A > 0 sea {HA} la funcidn que adquiere el valor cero en el

intervalo 0 < £ < X y uno sobre A < £ < », Se Ilama funci6n de salto

o funcién de Heaviside.

e

1’——————-—0

4_>

Fig. 3

En el cédlculo de los operadores el papel principal no es tanto
el de la funcién de salto que el del operador que estd relacionado

con ella para la ecuacién
A
h" 5= & {H)L{t}} (A > 0). (22)

Este estd denominado operador de translacidén a base de su propiedad

facil de probar :

A 0 para 0 <L <A,
h™ § = (23)
f(t-1) para A <t.

Es evidente por verse que
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L (NN RTIN Y (24)
Ponemos
R=h , K =1=8, (25)

El operador B estd definido por A mnegativos poniendo

R (R (26)

L
ik

De ahi (24) estd valido para todos los A , w € R .

4. LA FUNCION & DE DIRAC

Se observa que segin (22) el operador

~

siendo fijo A > 0 es simplemente la funcién de salto ;Hktt)j'

Es facil probar la férmula

52 £ g-> 0

A Ate A
1 K-k A
> . LH}\(I),{ ’ (27)

como se ve por medio de la representacién grafica de su parte iz-
quierda.
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0 A Ate 5

Fig. 4

Multiplicando la parte izquierda de (27) por 4, se obtiene la
familia de operadores dependientes del pardametro e > 0 :

A AtE
w b4 .I_kt__—i___. (28)
€ 5 €
El operador w_ posee la representacidén grifica siguiente:
A
1 W
0 A ate »,
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Ponemos

a = L2, (29)
Procede de ahi que
A Ate
1 h"-h
aw€=£2wg=£-—-—,
4 €
que posee la representacion grafica
b,
A
/
il
L _/
2 o
< - 0 »
0 A A+ e t
Fig. 6
siendo
) 0 para 0 <t <A,
aw_ = { 1 (£-2)? para A <t < A+e,
L 2¢ ==
e &

para A+e <L <
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Se ve que

Fig. 7

En el sentido de la topologia del cdlculo de los operadores se

define

AN 4
5= g% 32

Lim w = = hl .

e—>0

S

El limite de W formado en el sentido indicado mds arriba se mani-
- . o X i ‘
fiesta como siendo el operador de translacién h” . Estd denominado

también funcién & de Dirac:

W - osie-a) . (30)
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Para A = 0 vale

h' = slt) . (31)

La funcidén de impulso entonces no es nada mds que el elemento unidad

del cuerpo de los operadores , o sea el operador de nimeros !. Para

otras aplicaciones de los cocientes de convolucidn, ver [1].
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