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RESUMEN

En el presente trabajo se utiliza una nueva
transformacidn integral de tipo Sturm-Liouville
para resolver problemas de valores de contorno, La
definicifn y propiedades de la transformada son da-
dos con detalle en un trabajo anterior. Los proble-
mas tratados se refieren a conduccifn de calor en
cilindros hueces, infinitos y semiinfinitos, en los
cuales es conocida la temperatura en la superficie
interior y en la exterior existe conveccidn. Se ob-
tienen las soluciones para los casos generales y
luego se dan casos particulares, En uno de los pro-
blemas se hace la verificacidn de las condiclones
de contorno.

L. LA TRANSFORMADA INTEGRAL

Consideremos la ecuacidn diferencial de Bessel 3}
xzy" + xy' + ().zx2 - vz)y =0 (1)

con las condiciones
y(a) =0 ,

y(b) +hy'®) =0 (2)

Se demuestra en un trabajo previo {1} que las fun-
ciones

Cv(rix) = {yYv(hia)+Bv(Aib)}Iv(dix) —

- {Jv(ria) + Av(Aib) FYv(hix)
(3)

son soluciones de la ec. (1) con las condicionas

(2) si M(i = 1,2,...) son las raices positivas de
12 ecuacidn transcendente

Ju(la) Bu(Ab) - Yv(ia)Av(Ab) = 0 (4)

donde se han introducido las notaciones

1

AVQAR) = Jv(x) + BAIY (Ax)

BU(Ax) = Yv(Ax) + bty (hx)

siendo JV(x) y Yv(x) 1las Funciones de Bessel de
primera y segunda clase, respectivamente. En base
a lo anterior se define la transformacidn integral

{1}

T{E(x), a,b,v:Ai}l = Fv(i) =

]

I

IZ xf(x)Cv(Aix)dx

(5)
para la cual la férmula de inversidn resulta
Z Fu(d
£(x) = & M)——Z- v (hix)
i=1 ||cv(rix) ||
donde
- 2 b Do
cv(aix) |15 = /7 x v (Aix)dx
1 Tl .

y la suma es tomada sobre todas las raices positi-
vag de la ec. (4)

?éﬁunas propiedades de la transformada definida en
son:

Tlaf(x) + Bg(x), a,b,v;Ai} =
= aT{f(x), a,b,v;Ai} + BT{g(x), a,b,v;Ai) (7)

T{f(ax), a,b,viAi} =

=L TG0, an, ba, v; i) ®
& 24

— & =
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L. LA TRANSFORMADA INTEGRAL

Consideremos la ecuacidn diferencial de Bessel (3]
xzy" + xy' + (J\Zx2 - vz)y-= 0 (1

con las condiciones
y(a) =0 '

y(b) + hy'(b) = 0 (2)

Se demuestra en un trabajo previo {1} que las fun-
ciones

Cv(hix) = {Yv(Aia)+Bu(rib))Jv(rix) -

= {Jv(xia) + Av(Aib) IWv(ix)
(3)

son soluciones de la ec. (1) con las condiciones

(2) si M@ = 1,2,...) son las raices positivas de
pe

la ecuacidn transcendente

Ju(la) Bv(AB) - Yu(ia)Av(Ab) = 0 (%)

donde se han introducido las notaciones

AVOx) = Jv(Ax) + hAFY (Ax)

BU(x) = Yo(x) + WYY (Ax)

siendo JV(x) y Yv(x) las funciones de Bessel de
primera y segunda clase, respectivamente. En base

a lo anterior se define la transformacidn integral
{11

T{£(x), a,b,viri} = Fv(di) =

Il

!2 xf(x)Cv(Aix)d=x

(5)
para la cual la férmula de inversidn resulta
fo =5 DOD_ oy
i=l ||ov(rix) ||
donde
2 b %
Cv(Aaix) = /. % Cv (Aix)dx
I 12 = b 5

¥ la suma es tomada sobre todas las raices positi-
vas de la ec. (4)

Algunas propiedades de la transformada definida en
(5) son: o

T{af(x) + Bg(x), a,b,v;Ai} =
= aT{f(x), a,b,v; i} + BT{g(x), a,b,v;Ai} (7

T{E(ox), a,b,v;Ai} =

= —%* T{f(x), ax, bo, v: A } 8)
« x

= R =
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2 2
51 g(x) = £X. g 4 il W £,
dx x  dx X"

se tiene que

V(M) = 2 cv(ib) (£ + h -3k = b
h

dx
1 “
+ hia Ov'(Aia) £(a) - A% Fv(hi) (9)
T{x",a,b,v;Ai} =
Ul w1
b \ 1 5
- (=X ¢<2)00(hib) +2 o' (Ma)

Ad b h Al
(10)
Tomando v=0 en (10) obtenemos la transformada de

orden cero de una constante ¢, resultando

Tlu,a,b,03Ai} =
= L (P co@aib) + aki co' (Aia)} (11
A’ h

2. CONDUCCION DE CALOR EN UN CILINDRO INFINITO

Consideremos un largo cilindro hueco de radio inte-
rior a y radio exterior b, c¢con temperatura co-
nocida en su superficie interior y conveccidn en su
superficie exterior.

La distribucién inicial de temperaturas en el ci-
lindro es tambié&n dada.

La ecuacidn diferencial del fendmeno es

2
B, g B0yt Ay
14 ar r ar

(a<r<b, t>a)

(12)

donde U(r,t) es la temperatura a cualquier posicion
r (a<r<b) en cualquier instante t (t¥0) y k es una
constante que depende del material del cilindro.

Las condiciones iniciales y de borde son

U(a,t) = £(t) , t>o (13)

T b =g(t) , to (14)
°r /Jr=5b

U{r,o) = 1(r) , a<r<b (15)

Definamos la transformada integral

G, e = I: r UCr,t) Co (Air) dr  (16)

Tomando la transformada (16) en la ec. (12) nos
queda

W L e oin)mn Yy o+
dt h ar r=h

+ aki Co'(Aia) Ua,t) = AiZG)

Seglin las condiciones (13) y (l4) tenemos

AU, i? § = el co(uib)g(e) +
dt h
+ ari Co (Aia) £(6)} (17

cuya solucidn estd dada por
U(Ai,e) =
2

. 2
= e—xh t x L EKM X %

. Co(Aib) g(x) +

+ akiCo' (Aia) £(x)}dx + ¢} (18)
De 1la condicidn (15) vemos que
U(\i,0) = 1(Ai)
Luego, de (18) se deduce que ¢ = 1(Ai) y entonces
U(Ai,t) =
ety st Khix b

{x = Co(Aib) g(x) +

+ aXiCo' (Mia) £(x)}dx + IQ\i) ] (19)

Aplicando la férmula de inversidn resulta

Ui, ) Co(ir)

U(r,t) =L 5

i=1 |[co(ir) || (20)

donde la suma es tomada sobre todas las raices po—
sitivas de la ecuacién
Jo(Aa)Bo(Ab) - Yo(Aa)Ao(Ab) = 0 (21)

CASO ESPECIAL

Congideremos el problema anterior con las siguien-
_tes condiciones iniciales y de borde:

-4l -
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U(a,t) = Uo (constante) , t>o
/ U+h EE-) =0 L
\ or fr=b
U{r,o) =0 , a<r<h

Con estas condiciones, la ec. (19) nos queda

.2 2
B, 6) = e B t 4 Xiico! (Mia)tioldx }
e allo t ¢ -KAizt
U(Ai,t) = T Co (Aia) {1 -e }

Luego, segin (20), la solucidn es

_ S _ago G0’ (Aia)
Oleyty =L, 3% e
i=1 ||co(rir) ||
~Kli2t
{1 - e }Co(Air) (22)

donde la suma es tomada sobre todas las raices po-
sitivas de la ec. (21).

Antes de verificar que la solucidn (22) satisface
las condiciones iniciales y de borde, veamos que,
aplicando la férmula de inversién (6) con V=6 ¥

f(x)=¢ (constante), nos queda
S a b ' 1 Co(Aix)
@=L —5 {=Co(kib) + aXi Co a) SIS
i=1 3" h | Juerix) |

de donde se deduce que

o« ]

L Beo@ib) + ariCo (Aia)}

i T AR

i=1 Ai

&)_()\_j‘ﬁ__._” = 1 n a<x<b (23)
| lcotrix) || ®

Es inmediato ver que la solucidn (22) satisface la
condicidn U(r,o0)=0.

De (22), vemos que

2
0 oy =KLty
T al &5 allo Ce (Aia) {1 - e }

e i=1 ||eorid]|?

o M) o' (hin) )

AL

Luego, para r=b tenemos

4 U - ; allo Co'(Xia% {l_e-KAizt}_
ar fT 70 el ||co(rin) ||

 (E2I0). 4 ! )}
A

Puede probarse que

Co (Mib) _ 1

Co(}ib) hii

. au
¥y, en consecuencia, (U + h =0

ar r=h

Para verificar la otra condicidn expresemos (22) en
la forma

o t ¥
Ue,t) =5 e Lo iAa) g -
i=l i | |corir) ||
o (A Nt
-5 allo Co (\ia) . e—K i CatdiE)
i=l A ||Co(rin) ||
Aplicando (23) nos queda
9 b Co(Aib)
U(r,t) = Uo{l - T o BN Cohinr)}
i=1 hii~  ||Co(Air)|]
9 Uo _Co'(Ai —chilt
- 2=t o_(Aia) 5 e KALE co(rir)
i=l A ||coQrin) ]|

en donde puede verse que U(a,t) = Ue

3. CONDUCCION DE CALOR EN UN CILINDRO SEMI-INFINITO

Consideremos el problema de hallar la distribucidn
de temperaturas U(r,z,t) en un cilindro semi-infi-
nito de radio interior a vy radio exterior b, con
condiciones iniciales v de borde dadas.

2 24
u U
L S . S T P 5, (a<r<b, zvo, t>o)
ot ar r or dz
(24)
Ula,z,t) = F(z,t) , z>0, tdo (25)
al
(L’+h __) = g(z,t) , z¥e, t>o (26)
ar / r=h

- i =
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U(r,o,t) = I(r,t) ’ a<r<h, t>o (27)
U(r,z,0) = m(r,z) - a<r<b, z>o (28)
U(r,z,t) > 0 cuando 2z + ® (29)

Definamos la transformada integral

U(M, z,t) = f: rU(r,z,t) Co(iir)dr (30)

y la transformada seno de Fourier {2}

o

Es(ki,p,t) = fo

U(M,z,t) senpzdz (31)

Tomando la transformada (30) en la ec. (24) tenemos
-

B | ¢ B orib)g(z, ) + aki Co' (Mis)E(z,t) - ALZD
ot h

(32)

Ahora, si aplicamos a la ec. (32) la traassformada
(31), obtenemos

dls _ K{E-Co(xib)gs(p,t) + aAi Co'(kia)fs(p.t) -

de h

- Aizﬁs - pzﬁs + pl(Ai,t)}

L5 4 ci? + p)Ts = k2 co(rib)gs(p,t) +
dt h

+ aliCo (Aia)fs(p,t) + pL(Ai,t)}

(33)
La solucidn de (33) es
Us(\i,p,t) = e—'c(hzﬂ)z)t (x f; e:(li2+p2)x
{3 Co(Aib)ga(p,x) + akiCo' (Aia)fs(p,x) + pI(Ai,x)}
dx + C ) (34)

De la condicidn (28) vemos que

Us(Mi,p,t) = ms(ri,p)

Luego, en (34) tenemos C = ms(\i,p) y, entonces

Bt p,e) = KOHE (g0 kit
o]
fﬁ-COCXib)BB(p.x) + akicd'(xia)fs(p,x) +pl(Ai,x)}
dx + ms(Ai,p) ) (35)

Invirtiendo, resulta

@«
U(r,z,t) = L PZ ) Us (Ai,p, t)senpzdp)
i=l 7 °
Co(Air)
[leotrin) ||2 (36)

CASO ESPECIAL

Consideremos el problema anterior con las
ciones

condi-

U(a,z,t) =0 . z>0, ' t>o
(U+h éE-) = l—, z>0, t>o
ar /r=b =z

U(r,o,t) = Uo (constante), a<r<hb, t>0

u(r,z,0) = 0 . a<r<h, too

U(r,z,t) >+ 0 cuando z + ®

En estas circunstancias, la eec. (35) nos queda

(e Syt . e.:(xiz+p2)x

Us(Xi,p,t) = e -

b con T Uo ;b ; s o
« (= Co(hib) =+ p =, {= Co(Aib) + akiCo (Aia)} ) dx
h 2 PE

1

Us(M,p,t) = ; 5 {-E Co(Aib){EH%-+ Ty 4
xi%p® Ln aMZ 2

' 12
+ 2% ¢y’ (3ia) } « {1 =~ R TR
A

Luego, segin (36), resulta que

< —
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