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RESUMEN

La teoria de Sturm-Liouville permite definir
transformadas integrales adecuadas para resolver
determinados problemas de valores de contorno.

En el presente trabajo se obtiene la solucién
de un problema de valores de contorno, wutilizando
una transformada de tipo Sturm-Liouville definida
por los autores [ Jianabha, 9-10 (1980), p.149-154].
Una vez obtenida la solucidn, se hace la verifica-
cion de las condiciones de contorne. EI  resultado
obtenido por Kalla y Villalobgs [Rev.T&éc.Ing. Univ.
Zulia., 5(ii) (1982), p.40-44]| sale como caso par-
ticular del resultado general de este trabajo.

ABSTRACT

Integral transforms can be defined by means of
the Sturm-Liouville theory, to solve boundary wvalue
problems. This paper deals with the solution of a
boundary value problem of heat conduction by means
of an integral transform of SLurg—LiouvilLe type
defined earlier by_the authors |Jftamabha , 9 - 10
(1980), p. 149-154]. The result obtained earlier by
Kalla and Villalobos |Rev. Téc. Ing. Univ. Zulia. ,
5(ii) (1982), p. 40-44 | follows as a particular
case of the general results of this paper. Boundary
conditions are verified.

1. LA TRANSFORMADA INTEGRAL

Si una funcidén f(x) y su primera derivada
- - r o
son seccionalmente continuas en un intervalo |a,b],
v
se define la transformada (1]

b
T {£G0),a,b,9304] = £ () = I %E00C,00) dx @)

donde

SOBRE UNA NUEVA TRANSFORMADA INTEGRAL Iil

C,0p) = [¥ (h.a) + B,0D)] 1 0x) -
(7,0,2) + A 0] ¥ O x) (2)
siendo
A () =0 (Ox) + I x) y
Bv(Aix) = Y“(Aix) * hAi YG (Aix)

y Ai (i =1,2, ...) son las raices positivas de

de la ecuacidn

J“(Aa) Bv(kb) - Yv(Aa) Av(Ab) = 0 (3)

Ta frmula de inversidn para la transformada
(1), viene dada por

f(x) = )

™~ 8
1
|
i
~
>
x
(2

i=1 ||Cv("i")i"

donde la suma es tomada sobre todas las raices po-
sitivas de la ec. (3)
Algunas propiedades de la transformada son

i) T[af(x)+$g(x),a,b,v;ki] = anf(x),a,b,v;Ki] +

+ BT{g(x) ’aybs\);'l“i] (5)
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s r 1 Ag
ii) Tlf(ax),a,b,v;ki] SR [f(x),au,ba,v; E&J
o
(6)
v d?f | 1 df
1) Si gix) = e ae” ET f(x) , entonces

2
+ aAi C;(Aia) f(a)—)\i Ev(li) (7)

La transformada de xv viene dada por

b\H’l < 1 a\."H

Ay - a ]
% G+ ) CoAgbH 3—Ci0a)
1

Y
T[x ,a,b,v;ki] =
(8)

de donde, haciendo v=0, se obtiene que

1

X2
i

r 3 b
T [1,a,b,052,]= [H Co(h;b) + ah, Cé(%ia)] )]

La transformada definida en (1) fue utilizada
[2] para hallar la distribucidn de temperaturas en
un cilindro hueco de radio interior a y radio
exterior b , con temperatura conocida en su su-
perficie interior y conveccidn en su superficie ex-
terior.

En el caso de un cilindro infinito, el modelo
matemitico es

au 32U 19U
— = (3'7 + = )

v o (a<r<b , t>0)

U(a,t) = £(t) , t>0
(10)
(T4 2

3’ e - SN » 820

U(r,0) = &(x) , a<r<b

El problema (10) fue resuelto aplicando la
transformada definida en (1) con v=0, respecto
a la variable r, esto es ,

b
U(A.,t) = [ 1 U(r,t) Co(h,r) dr
i a i

obteniéndose la solucidn

i t kalex-t){ b
Ur,t) =3 i 2
(r,t) % (ke e [h CoAb) gGx)  +
1 . —k)\zt CG(X.].’)
ar,C)(A.a) £G0)) dx + By ey — 22—
|IC0(Air)f|2

(11)

donde la suma es tomada sobre todas las raices po-
sitivas de la ecuacidn

Jo(Aa) Bo(Ab) - Yg(ha) 49 (Ab) = ©

2. SOLUCION DEL PROBLEMA

Consideremos el problema de valores de contor-
no

2 T 2 Y
MiEm g l@
ar? 2 7 re

U(a,t) =f(t) , t>0

(12)

o+ 5 2

ar'r=p 88 » £>0

U(r,0) = 2(xr) ., a<r«<b

Aplicando la transformada (1), respecto a la
variable r , esto es

= b
Uv(li,t) = f rU(r,t) CV(Air) dr

a

en (12) , se obtiene

-
o s [ %—Cv(xib) g(t)+ar C! O\ a) £(e)-A; T ]

La solucidn general de esta ecuacifn es

2
- £ kA; (e-t) b
U, (h8) = k 5 e M [h C,(;b)gkx) +
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ak,C'(A.a)f(x)] dx + C -t
RV 1 J e

~ De la condicidn inicial U(r,0) = i(r) , se
tiene UU(I\i y 0) = Ev(xi) ¥ » en consecuencia, nos
queda que C=12_(,) \ Luego,

= E kiZ(x-t)rb
Jv(li,t) =k é e 1(x )[E‘Cv(xib) glx) +

a,C'0a) £00)] dx 41 ) et g
iy | gyt &%

Usando la férmula de inversidn (4) , tenemos
que

@ UU(*i,t)

fi

U(xr,t) o} (Air)

=1 ||c (o[ |2 7

N E ol b
U(r,t) = £ (kS e i‘x-t)[ﬁ

A Cv(Aib) g(x) +

a-

-kx%t ) Cv(xir) %
A )
CIE

(14)

ar.C!(ha) f(x)]dx+£§(xi) e

3. VERTFICACION DE LA SOLUCTION

A continuacidn, veremos que la solucidén  (14)
satisface las condiciones iniciales y de borde del
problema (12) .

i) Para t=0 , (l4) se reduce a

® 2 (AL =
— ¥ L e () = ()

U(r,0) =
i=1 ||c (yym)f|? et

ii) Para analizar la condicifn cuando r+a ,escri-
bamos la solucidn (l4) en la forma

@ bC (A.b) ial
Ple,t) = & —2 = [gted—g(0) et
i=l h xiz

B It 3 (x) ekli(x-t) i Cv(xir)
° e, 0,01 2

@ aCj(A.a) Khe t
- v =8

+ ¢ 1 Te)-£(0)e
o1 M {

2 r
r £'(x) e (x_t)dx] _—Lv(kir) +
. e, 0002

@« T o C (.)\.I‘)
W R L0y ——t— (15)
i=1 [Te, 023 ]2

+

la cual se obtiene integrando por partes
pe (2) ¥ (3) , se deduce que

" = (18)
LV(Xia) 0

Teniendo en cuenta (4) y (8) , vemos que

1 V1
. b v 1 2
Az G+ 600

1 i

Cv(Air)

€l .a) }———
¥R ey 2

de donde

L Cv(lir)

]
~
XL

I

vy -
14 [le, o

@ bv+1 € A,x)

v 1 Y rog
b =+ D) €. (A.b) Tl—_ﬂ'z (17)
i=1 avkiz b h' vi |Cv(Air)

Introduciendo (17) en (15) , nos queda que

@ va(Xib)
U(r,t) = £
i=1

2
[g(t) - g(0) e *MT

7

hA 2
-4

= 1 =
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t & C (A.r)
6 8'(x)aui (x c)dx ] " " R
e, 0,012
5 Vi
b ool
O 1 X— e o
[a 5=1 asz b h) v(i)
i
C (\.r) ® aC!() .a) 2
A 9 i “khs t
o |f()-1I *-—-{f(O)e 1t 4
I'Cu“i’)llzJ SR
t 2 CV(Xir)
' k)t'(x—t) —_—
/£ i ,
: (x)e dx] ,'Cv(Air){'Z
@ Rl C (A.r)
f o kAt kv(ki) ‘X__i___—T., (18)
i=1 lle,ase ]2

Usando (16) , es facil ver en (18) que

U(a,t) = £(t)

iii) Patra la funcién U(r,t) dada por (15) , se
tiene que

. 5
va(k .b) X

-ki.t .t
U+h=g——2 [gt)g(0) e i-/g'x)
g By G

[cv(xir)«r ha,Cl ()]

2
oAy Ge-e) dx:‘ 4

112
]]cv(xir);i
o aC' (A.a) - t
P2t (e e i - £ @)
=1 %

ch(xir)+mic\')(xir)]

4
ekxi(x_t)dx}

+

e, a0 |2
- 2 [c.(A.o)+hA.C! (A1)
z s ¥IET, byl o Ly 2 a9
i=t Hle,aun 2

Al derivar y multiplicar por h ambos miembros
de (17) , tenemos que

@ ¢, Or) hvr ¥

I ahCi(A.a) L - ——

i=1 I |Cv(kir)| |2. a

® v ' (A.r)

L % @+ %) ¢, (b)) —L— (20)
i= aA le,anli

Sumande (17) y (20) y agrupando términos, nos
queda que

® bC b)) [cOmmCION] vl

z : : =@ G
=1 b [le, &) ]2

© V+1 (] f ' 1

o cl(a)  [C (r+ACIOD)] i

‘ o | ! [
=1 b7 (otvh) 2, fle (0] ]2

Introduciendo (21) en (19) , nos queda que

= ® v L,
v 1(r+vh - ¥ a cu (Aia)

b+vh) i=1

3u r
v 2= 1)
= [ b B (b+vh)A,

[c,0ym#r i ]y
Jg(t) =
HC\)(Ait)I[z i

b Cv(lib)

I8

! h/\i?-

T £ >
[0 <™ F - 11 &% Dax]

[, G m+ mcl (0] @ aC'().a)
vi iv 7170, ¥ reey -
le,0) (2 i1 A
2 ¢ 2,
E(O) e'k)j t _ {J- £ (X) ek)\l (x t) dx]

[Cv(kir)+ hx, ClOyD)]

™ 2
+ g o *ME T () -
1 "2 C
He, ool i=1

LCV(kir)+ hkiC;(kir)J

(22)
e, a2
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Puede demostrarse que

e )
C (r.b)  hmA. (23)
Vv 1 b 1Y

Usando ¢?3) , se deduce de (22) que
U

o 2 =
(U+ 5T7 =h g(t)
4. CASOS PARTICULARES
Tomando v=0 en (12) , el problema se redu-

, cuya solucidn corresponde
con v=0 .

ce al estudiado en |2
a la expresidén (14)

Si en (12) las condiciones iniciales y de

borde son

Ua,e) =0, , t>0

ou
W% ar’r=b t ? LR

U(r,0) =0

la solucidon (14) se reduce a

.D_ A L] 7
17 [ 5 UG, pHan cl0a)]

- G (%.2)
[1—e kAItJ v

ic, (Air)|:2
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