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RESUMEN

Recientemente Kalla, Conde y Luke(Math.Comp.,
38 (1982), 207-214) obtuvieron algunos resultados
que involucran funciones de Jacobi. En este traba-
jo, extendemos sus resultados para obtener ciertas
integrales que involucran polinomios de Rice e

integrales Beta de funciones del tipe p4_‘1'“‘)(-).

ABSTRACT

Recently Kalla, Conde and Luke  (Math.Comp.,
38 (1982), 207-214) have studied some results
involving Jacobi functions. In the oresent paper,
we extend their results to obtain certain integrals
involving Rice polynomials and Beta integrals of

p+1Fp (+) type functions.

1. INTRODUCCION

En [5], Kalla-Conde-Luke estudiaron la inte-
gral :

a,b (et B)

1
1 =7 (1_;‘)"(1-0—,,()b P (x)dx con Re(a)>-l, Re(b)>-
v E o -t ¥
(o, B) (Dﬂ-l)\J 1=
Donde P ) = FeAD) aFp (v, A ekl s o)

A = a+f+l, 1lo cual constituye una generalizacidn
de los trabajos de Blue [1], Gautschi [21 y Gat-
teschi |3

En este trabajo se pretende extender los re-

sultados anteriores, y a la vez usar estos resul-
tados para establecer algunas integrales de poli-
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INTEGRALES CON FUNCIONES GENERALIZADAS DE

1

JACOBI Y POLINOMIOS DE RICE

nomios de Rice [8]. asi como de algunas integrales
tipo beta de F .
‘ pHp

2. INTEGRAL DE FUNCIONES GENERALIZADAS DE JACOBI

) DansnidAmss Fundibn senevalizada de Jacobr de
rtied (i) @

(a,B) (O.+1)v -V VA, ¢

P {c,pyx) = fz;;fj‘an( _

L-x
" ¥ B ) (1)

» P

Donde X = atf+l y p # 0,-1,-2,...;00,v # -1,
=24+4v « La cual es continua en [-l,l si
Re(p-f-c) > 0

(o, B) (a, B)

Obsérvese que si p=c , ¥y (c,c,x) = % (x).

Consideremos la Integral :

(a, B)

a,b,c,p
(c,p,x) dx (2)

1
1 = 1 a0 am® B
v, o, B =

con Re(a)>-1, Re(b)>-1 (manteniendo las condicio—
nes anteriores para los demis parametros) .

Introduciendo :
abc.p (B+1), 1
1Dy g § a b

L = - J (l—x) (l+x) ¥

1 =
AV sl :

=y, e

’ * +
s ( 2L ax (3
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Ysi y=-x , obtenemos :

Q,B.C,p 1 D (B.ﬂ)
Lo =] dplamle

Vil

LT
(copay) dy 'Iv,B a

(4)
Sin embargo en general :

(a,B) o (@8
B (cypyx) # (-1) P (cyp,=x) , como puede

n

comprobarse con @ = 1, 8 = 2, n=l, e=1, p=2. Y por
lo t[ax]:to no se cumple una igualdad similar a la(6)
de [5].

La evaluacidn de (2) viene del teorema 38, p.
104 de [7]. En efecto, haciendo u=(1-x)/2

se tiene :

ab,ep 25 rGarT@H) ()

Lo,a,8 = T(atb42) T

-y, WA, ¢, atl
WFz ( 1) (5)
a+l, p, atb+2

Con Re(a)>-1, Re(b)>-1, Re(p+l+b—c-f) > 0

Derivando (5) respecto de a, tenemos :

a,b,c,p

oL a,b,c,p 1

BT N T € AT L
3a vyo, B 2

(a,B)

P (eypex) dx = [Ly 2 + platl) ~y(atbt2)] = 1Dr3sCeP
v v, 8,0

g4 (ork1) | Mat)T(b41)

e

I'(v+1) T(a+b+2)

@ (=V) (), () (a+l)
" T VTR

k=0 (Ml)k (p)k (a+b+2)k k!

[WatiH) —platt) + Platbi2) - Ylatbi2e)]  (6)

Asi mismo, derivando con respecto a b, CLeme=

mos
a,b,C.P

34 a,b,c,p 1
U ] »

T =/ L (14%) (1-%) 3 (1)
ab v,a,B s

(GlB)

By (eapsx) dx= [L 2+ Y(bH) - Y(atbi2)]

1
abiogp 200 (a+1) [(at1) T(b+)
+ x

v,a,B T(v+l) T(a+b+2)

k

® (-v), (W), (e), (a+l)
E %[ (atb+2) ~ (a+b+2+k) |
k=0 (p), (orHl), (atp+2), - k! :

(7)

Observemos que si f # -1,-2,... y Re(p-t-
c)>0, (4) se cumple y :

a,b,c,p b,a
alvsans aLV;BIG
= (8)
ab ob

De (6) y (7), tenemos otras integrales de
cierto inter@s como :

a.b.c,p H % a b (G.,BJ'
s\)'m’e1 =[1 L (=x%) (1-x)" (1+x) P, (c,p,x) dx

B.va-P a,b,e,p
= 1 + K &)}
v,a,B v,a,B

a,b,c,p 1 (e, 8)
1-x b
- =L (=0 (1) P, (gp,x)dx=

a,b,e,p a,b,c,p
J - K (10)
v,a,8 via, B
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Finalmente si ep (b] Gambiamos Y por “!ﬁ.
e Cigqg | -

Jﬁ»bncop a,b,c,p Bnb,C-P
o L. 2 + W 11
v,a,8 n Vo0, B v,a,8 o
a,b,e,p  atbhr b
Donde : W =2 I L (1-u)u (l-u)ax
v,8,8 v
(0-’ B) (an B) (G, B)

R (eyppu) du y R (c,pu) =P (c,p,2u-1),
v v v

(Funcifn de Jacobi-ce,p desplazada)
Luego :

a,b,c,p p

a,b,c,
W = [p(atl)-y(atht2)] 1 3
L V,0,8

a+b+1
2 (a-i»l)vI'(aﬂ)I‘(bﬂ); (--\))k(\)-i-i)k(c:)k(cw-.l)k )

T(wl) T(a+b+2) k=0 (p)k(crlvl)k(M-':rl-Z)k k!

[Wlat1H)~hlatl) + platb2) - w(a+b+2+k)] (12)

3. OTRAS GENERALIZACIONES

Es obvio que los resultades (5), (6) y (7) se
pueden generalizar para :

(e, B). _ (a+x)v WGy Cy lox

Poemim) = —— g T )

) T{v+l) a+l.p;....,pm
Few. g2 «

Donde c € R!'; e R"

En efecto de acuerdo a [7. t.38, p.lOl»],tene-
mos :

a+b+l
I‘:“ﬂl’ _& TGAT0w) (),

T(a+b+2) I'(v+l)

V,a,B

=V, vHA, ClyeeesCyy at+l;

t+3fma ¢ D (13)

odly Piysssy Pt ath+2;

Con Pi # Oy‘ly’zpnn (i’l,u.m):a.\) i =1,=2,...1

ity - b o
e P; = £ ¢c.-B)>0 ; Re ( Z p,- L c. + >0
i=l T §=) J R e Tl
Asi mismo :
a,b ,E,; a,b OEiF
J = [Ln 2 H(atl) - P(a+bt2) |1 +
V, a8 v,a,8
a+b+1
2 (a+1)v I'(a+1)T(b+1)
X
Mat+b+2) I'(v+l)
2
o V) T (e)), (a41),
b e— e '[l.p(a+l+k)- Yatl)+
k=0 e j,l(’j)k(““’ﬂ)k k
Pla+bt2) - (atb+2+k) | (14)
a,b,c.p a,b,c,p
K = [L 2 + pbH)- Platb+2)| T +
v, o, B - Vi, B
gl T ) Ta+1) TbH)

X

T(at+bh+2) T(v+1)

B
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£
(=), (40, L3 (e ), et
= [W(atb+2) -y (atb245)]

(;:oj)lk(a.+l)k(srl—h-i-Z)k k!

b
[
k=0 1
F=

1 (13)

Otro tipo de generalizacifn es la siguiente :

(a,8)

(mi-l)v
siendo : P (c,p,5,x) =

()

Tomando en cuenta [4, férmula 12, Pég. 850]

(o, B)

a,b,c,p,s 1 a b
(l-x) (14x) P\) (c,py8,x) dx =

T = [/
V0,8 =

i (orH1) T (aH) T (b+) v, VA, c, at
. E)

hFE ( s
o+l ,p, atb+2

T(vHl) T(a+b+2)
(16)

Donde ademds de las condiciones exigidas en
(1), (2) y (5), se debe temer |s|<l.

Derivando con respecto a s,y tomando an
cuenta [7, Prob. 2, P. 107| asi como [4, formula

(12), P, 550], se tiene :

a|b|cspls aI:‘z:;'p,B
=—"? =
V0, 8 o
atb+i

_2 TloHl+v) (vH)e
p. T(a+2) T(V)

1 1
5 e

=+l vl e+l
3F2 ( s su ) du
ot+2, pt+l

_ 22 ) (W) e T(a42)T(b4+)
p T(ok2)T (V) T (atb+3)

—u+1’ \)+}l+].l c+1, ate
LF3( 1 8) (17)
a+2, ptl, at+b+3

Donde 1os pardmetros cumplen las condiciones
de (16) vy ademdsv# 0,

(. TOLINOTOS DE Rrce

§i en (1), hacemos v=n y ¢=B=0, tenemos 1los
denominados polinomios de Rice (Ver [8]). 0 sea :

(0,0) -n, ntl, ¢
B {eypsx) = 3Fy ( i J=H_(c,p:x)

La evaluacidn de las integrales (5),(6), (7),
(9),(10) y (11) para este caso particular no ofre-
ce mayor inter@s, aparte de obtenerse polinomios
en x.

Asi por ejemplo :

a,b,ec,p 1 & b
I = {1 (I1-x)" (1+4x) H (c,pyx) dx

n,0,0

at+b+1 -n,n+l ,c,at+l
2 > t 2okt
- T'(a+1)T(b+l) WFa 1)

T(a+h+2) 1,p,atbt2

(19)

Sin embargo hay un caso de particular interés,
y es cuando p=a+l (a$-1,-2,... y a>-1)

= Tl
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850} En efecto; de acuerdo a [4. formula 11, Pag.

a.L.c a,b,c,atl 1

| b
- = {1 (1-%)" (14x) B (eya +1,%x)dx=
n,0,0

atb+

22 b e -n,n+l, ¢

I'(a+b+2)

a,b,c

B =
o

(1-x)* (1) f_(c,atlin) d =

a+b+1
2 ['{a+1)T(b+1)

I'(at+b+2)

H (c,atbt2;-1)  (20)

Derivando respecto de a, tenemos :

3B abyc H

'ﬁr ={l [m"‘)ﬂn{'igiﬂi Nt ﬁ [!,All;x]x

a b a,b,c
(1=x) " (14x) " dx = [L_ 2 + (atl) - b(atb+2) |48

22 (1) T (bH1)
T (atb+2)

+

aﬂn
Sa (c,atb+23-1)

(21)

aé¢ -1,-2,... ; a> -1, Re(b) > -1

Asi mismo, integrando t@rmino a t&rmino,tene-
mos

1 2 b BHn at+b+1
i (1=-x) " (14x) 52 (c,atl; x ) dx = 2 %

-1

o () (el (0),
T(a+)T(b+1) £ [W(a+1)-plati+i) |
k=0 T (a+b+24k) (k!)?

(22)

Finalmente, tenemos que en (16) para : p=atl,
ven, 0=R=0

a,b,c,s a,b,c,atl,s 1 i B
! =1 = " (40 B (e,a4ex)dn
n 1,0,0 wl
22 p e
= Hn(c,a+b+2;l—23)
T (at+b+2)
(23)
a * '1.‘2,-.-;a>'1, Re(b) >-1, ‘B‘ <1
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