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RESUMEN 

En el present e t r aba " se es t udia la f unción 
de Di -Bessel e Ex ton : 

(I v+2r 
A 

v 	 . Se es ­
r=o 

Labl ecen propiedades de recurrcnc i a y se da una 
representación int egra l de esta func i ón . Así mismo 
se demues t ra que A (x t iene i nf' ni to número de 
ceros rea l es simple~ e n [d , ) (d >o) . Fi nalmente 
s e calcu ao a lgunas in t egrales con ten i endo Av (x) . 

ABSTRACT 

In t he: present pa per- t he Di- Bessel fu nc t io n 
A x ) is s t udied . Some recur-rence pr pertica ar 
e~tablished and t he integral represen tation of thi 
fu nction 15 given . Further, we preve that A (x) has 
i nfinite number of simple r eal zer os in [d,!) ; d<o . 
Fi na l ly som i ntegr als invo l v ing Av (X) ar e evalu8[ ­
ed . 

, . INTROOUCCION 

Ex t on en l;¡ , p . 856] def ine l a f unción 

I\\) ( x ) ( 1. 1) 

r-o 

La cual denominaremos f unc i ón de Di-Bessel O 

de Exton. Utilizando la ( unción hipergeométrica ge­
nera l izada ( 1 .1) se puede escrib i r así : 

-
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SOBRE LA FUNCJON DE EXTON (DI-BESSEL) 

F ( - ;V+ l , ')-i 1,1; - 7,-) 
" I 

( l. ' 1 

Absol utament e onvergente y ana 11\ i ,'.1 .'U 


e - { (x ,o ) x 01 


2. FUNCION GEN ERADORA DE Av (,). (N ;) 

'11 [2 , p.S5 6 ] se haU'! el ues,trlo 1 le .1 ", 
La urent en 0< Id'o oo , tle 1,' ( X, t} :( [(2xt) 1/.) 

I 	 U1 
J o [(2xt - /~ 1 (2. 1) , donde Jo o.:s la 11111' Ión Je 
Bessel de rden cero e 10 111 d e: Bessel me,d 1 t " ·<ld .. , 

Si endo eSL~ detiBrr 110 

W( X, L) í. A (x ) t" 	 C' .~ ) 
nnEZ 

Donde 11 ( x) e s l a función de Exlol1 ti" o,tI, 11 11 , 
n 

Como A ( x ) - 1) n A (X), pa r I 11 " " I,··,tt"'hl!'o. 
n es ribir : - t) 

- 11 n - tl' 
w( x . L) A (x ) + 1: 1\ (x ) I + ( - 1 ) l J ( , . l) 

no n=1 

En (2. 1) l",cLencln : , ( ti ) = 1" [ UII) I J t ', 1I1 

V -, 
u = xt y .to(v) = J [ ( 2v) ,] "011 v xl 

o 

xw + 	t 2u '/1 ' (,, ) IfJ( V) (2 .4 ) 
x 

(,5 ­

I'J, );0 . 1, ~:U1r1,ín r.sr(Jl j,tI . 1 )117 



Luego Eo par ticu l ar para n = o 

r+ l x F x2u 
xw + tw l: A' (x) - 2" o 3(- ;2,2, 2 ; - 4 ) ( 2 . 9 ) ox 1: j=Or=o 

3. UNA FORMULA PARA A'v hd 

De (1.1 ) t enemo s : 

0 = d 

dx(2.5 ) 

De acuerdo a (2 .2 ) t enemos ' 
r=o 

n 
xw + t w = [ X A I (x) + n A (x )] t (2. 6) Luegox t n n 

De (2 .5 ) Y (2 .6) resulta 
(3 .1) 

x A' (x) + n A (x) n n 
Desarrollando el primer miembro, o b t enemo s 

n l simplificar : 

o sea (n (. N) 

\12 A + (2\1+1 ) x A' + X2 A" 2 x A (3.2 )\1 \1 \1 \1-1 

x A' (x) + n A (x ) 
n n 

Similarmente resulta 

( 2. 7) 

De manera similar tenemos 

(.3.3) 

x A~(X) -o An(x) 

Desarrollando el primer miembro y simplifi ­
(2.8) cando, tenemos 
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- (3.4)2x A\>+1 

De ( 3.4) Y (3.2 ) se obtiene 

2 vA ' A + A (x j o) (3.5)
\1 \/- 1 \>+1 

Derivando (3.5), Y volviendo a usar este , ob­
tenemos: 

8v(v-1)( \>+1 ) A~ = 2(\1-1) A\>+2 + 4 Av + 2(v-l} Av_ z 

(3.6) 

Reemplazando (3.6) Y (3.5 ) en (J .3), resulta 
finalmente : 

+ 2 (v-l) (\>+1) (1-2v)x A + (\1+1) X2 A O
V -l -\)-2 

(3 .7) 

4. UNA REPAESENTACION INT1;GRAL DE A ~ 

En [2. p.857] se obtiene una representación 
integral para n ~Z , a partir del desarrollo (2.2). 
Sienuo esta : 

f t 
-n-l 

w(x,t) dt (4 . 1) 
r 

Donde r es un contorno s:iJ1lple cerrado conte­
niendo en su interior al ot"igen. 

En este trabajo encontramos una representación 
integral para V > - l. 

De acuerdo a 5.10.5 en [5, p. 1151 : 
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1 1 
r(r+v+l) = 2Tf i 

(4.2) 

Donde e es el contorno señalado en la figura. 

De (4. 2) en ( 1. 1), tenemos: 

V 
x J s S-(\>+I) )(eAv(x) 

211i r(\>+l)2v e 

1 (_ ~)r . ds4sUo 
2 

(vH\(r~) 

(V > -1) 

Donde el intercambio de la integrac ión y la suma 
de la serie está jus t ificado con criterins de con­
vergencia absoluta. 

Luego : 

x v -(\>+1)
s 


211i r(\>+l) 2 V 


x% 
oF2(---;v+l.l; - rg) ds 

xtHaciendo s a- resultal 

~ (x) a _-.:..1__ f 
2rri r(v+l) 

-
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J - ~ sen (vn) - (V+1 )
e p x 

dp. oF2 (-;V+1,J ;2;)11 f(v+l ) 

Donde Cl+ es el contorno obtenido de C al (4.4 )hacer ( --. o 

iaHaciendo t = P e (en la parte circular de Llamarulo 
Cl,-¡:r'l queda : 

-í6
[ xeu(v ,x ;0) R F (-'V+1 1'-- )Je o 2 ., ." 2 y 

A\) (x) TI + 12 + I3, donde 

-iB 
v(v,x ;e) 1 [ F (-'V+1 1 '--.xe )] renemos m(cos6+i sene) O 2 ' " 2 

- v8i
11 ~ _--,l=--_ e 


211'f(v+1) 

'" cos Ú'e)u(v,x;6) ¿ (_ ~)r y2(V+1) (r !) l-ie rxe ) de r~o 

F (-jv+l,1; - -2­
o 2. 

-(V+l )ni v( v,x; e) ~ - L
00 

sen er e) (_ ~)r 
1 p - (V+ l ) e 

r~oe (v+J) (1'!)2 212. .. ­ rJ2lri f (V+l) 
1 

sen ( 1'6 ) 
v ( v ,x; 6) 

r=o ( v+1) (r! ) 2 
r 

al !.Q - (\>+1) (V+1) 11'1 - 2 De (4.4 ) resulta 
1I3 ~ ----'~-- e p eJ 

2lri f(v+ll 
r 

J i cose1 xe 

(4.3) 

[u cos (I sen -v6 ) -v sen sene -v6)] de(I 
Luego 

00 

:; cos 61 - ~ -(\)+1 )e sen (V11' )
2n f (v+1) e p x1Tf hit-1) f

n 

[C0I!1 sene - vehi sen <I sene - ve) 1. x 
(4 .5 ) 

-ie 


F (- 'V+1 1'- xe de
o 2 ' ~, 2 Cuando v-n e N , tenemos 
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'T 	 [ 1< t 2, o gea O( t ) es est r ictMmente reciente [1 R, 

f 
~ co se 

l uego: 4> ' ( t ) > 0 , para t odo t CR. Pero si y ( L) 
A (x) e x tiene por 1 meno dos ceros dob les 51 y S2,enton­n 

ces ~ ' ( T ) = o para algGn T C(S I ,92) . LueRo y( t) 
tiene a l o más un cero doble en R. 

XX -J[ u ( 05 (2 sene - ne) - v sen (2 senO - n e ) de (4 .6 ) Defin i ción 

Un solución de (5.3) es oscilatoria en [o , 00) 

S 1. tiene un número infinito de c er os en dic ho in ­
5 . OSCILACION OE A,. (x) EN terva lo . 

Si todas l as solu iones de (5 . 3) son oscila-
Exton en [2,p .860 con jetura la e.x1stencia de t orias, diremos que la ecu c i ón di ferencia l es os ­

una s uces ión de cer os r a 1es simples en [o ,"') con cilatoria . 

l a excepción de or igen, par., A (l: ) . En ste trab j o 

demos traremos qlle dicha con j et~rn es cier ta pa r a Los lemas 2 , 3 Y 4 se encuentra n dem st radas 
IJ (R , para e llo utiliza remos CI'Lr ríos de o sc il a ­ en [6) . 
c ión y las relacione s (1. 1) y (3.3 ) . 

Sabemos que of¡ (-;\I+ l ,-' I ,l;)( ) sat i sface la 

ecuac 1ón dif rencial : 
 Lema 2 

Las soluciones de (5. 3) son todas oscilat das
(xv+¡ y") " + (v+l)(xv+l y ' )' _ xVy = o o todas no uscil a t o r i as en ( 0 ,00 ) . 

Haciendo el camb j" x = e- t , (5.1) R" tI' H\!; fonn;:; 
Lema 3>n : 

Se n n (t) y A( t) f llnc i one s en C2 (R) , c ( t) 
( 5. 2 ) C( l ) en C( R), t a les que : o <c( ) < C( t ) y o < A ( t)~ y = o 


, 1 (t) 


Si (5.3 ) es osc il a t rÍM l o sera 

Lcm~ 1 

Sen n(t) C C2 ( R) y c(t ) ~C ( R) , con a(t »o y d t) > o [a ( t ) u"] " + C(t) u = o 

en R, en onces J as solucione s no tr i v i al es de : 

[A(t)U" J" + c( t ) u = o (5 . 5) 
o (~ ', ) 

Lema 4 

toma a l o mas un cero dob l eli R. 
2

Si existe p f R tal que 	 lim t- - P a(t) < 1 Y 
t->-j-<X>

Oemostra ión 

y ( t) una soluc i ón no trivial de (5.3), de- 2 2Se,q 	 ,"( ) y(t ) ] i m t -p c( t) > T' enlonces (5 . 3) es oscilatoria .fini e n do $ ( t ) = a( t ) y ( t ) y t ­
( t )[a ( t ) " ( l ) l ' , (en emo ~ q u e . : <j>: ( t) = t ->+OC


[" (l »)2 + dt ) [y (r )]" , H eXl.ste u n in­


tervalo la ,a) donde y" ( t ) - o ent onces y(t ) = o 


en R, po r unic idad . Luego :$ ( t2 ) - $ ( tl ) 

En partic ular si lim t' c(t) > 1, entonces y 

->+oc 

+ c{ t ) y = o s osc ilatoria. 	 (5.6) 
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Lema S 

(·) (t) + e(l-V)tSea v (~,l, entonces; y (t) 

; o (5.7) es oscilatoria 
] Y

Demostrac ión 

Como lim + ~ por el lema 4, tenemos 

~ue 5.7) es oscilatoria. 

Lema 6 

Pan, V f[o.ll , (5.2) eso~dlaturi)J 

Demostración 

-\t (1- I)t
Tomando a(t) = 1, A(t) e • c(t) ~ e v 

C(t) = e t , por el lema ] tenl~OA ~ue (5.2) es osci­

latoTia. 


Teoreml1 I 

"'(x) tiene infinitos ceros reales $imples 1 r1 (r' . 

"'),para un cierto,,>o y v ¿[n,l] 


Demostración 

PoreLlem<lóylema2, .p(l) = F) (- ;\.>+I,v+ 1, 

1; _e t ) efl oscilatoria en [o ,m)~ 1'or el 1, ma 1, 

exiate d > o lal Que en [d,ro), ~(t) tiene infini­
tos cer<lS reales simples, siendo el conjunto {tn} 

de estos ceros, no acotado SuplTiormenle. por ser 

$(t) solución no trivial . 


Por (1.2), tenemos 

~ (t) 

\1 t 
2 - ~ t 

[rcV+l)] e A (le? (5.8)
v 

o, 

Es claro que fx) 1 es "n,1 sur 'sión de rerus 


n n: [simples reales de AV (x), en e ,ro) , dandI.! x 

t /2 d/1 n


2 e n y c: 2 e 
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Teorema 2 

AV(x) tiene infinilo Ler S simples reales para "R, 
en ~m" ..). siendo m > o 

Demost l'a e ión 

Si '~Clo, 1 , por el teorema J, A (x) Cúme in­
finitú número de r.eros simples reales ~n c~) . Por 
el corema de Roll<! , lenemos que [,dx A ) '1' tlene 
in ínitos reTOS ~ eales en [c,oo). Luego ~or (3.1 ) , 
A')_I (x) tit'ne infinitos ceros reales en le,"") y s ­
[OS ceros son simples en [r i ,"'}. par.' C ' " c. Por 
induc~i6n , el teorema se cümple para vCr-<n+l) ,-nJ; 
't n e.. N. Luego el teorema es v.'ilido en (-.<,1J. 

Similarmente por (3.3), t~nemos que el teorema 
Be cumple en [1,,,,). Por 10 tanto A (x) tiene un nú­
mer" infinito de ceros simples real~~ n [m."), para 
un ('iertn m;> o v ',, ("R. 

6 LA FUNCION A , (x) DE ORDEN v = ,1/2 

1 1 x~4 (6. 1) 2'2,1;- 256o "x F 

De acuerdo a la formula 8 . 564 en [3, p.984] ,la 
función de Rel vin ber(x) viene dada por una e r ie. 
que ~~pre5ada por una funCIón hYPL~geometrica gene­
red izada es : 

(6.2) 

Luego 

~ 212X). para X > o (6 . 3)A 1/ (x) = ! -yx . ber 
- 2 

Por medio de la representnción asintótica de 
la función ber(x) , podemo ,Limar cuantitativa­
mente los ceros de esta honelón. 

Así de .'1cuerdo a la [ónnula 8.566.1 n [3,p. 
984], pilra x s"fí.:ientem nte grande, tenemos 

-

lO, No . 1, Edición Especial, 1987 



x/ 12e
ber(x) '1. 	 --- cos (2. _ .!!.) y


r'2n /2 8 


zIX 
A 11 (X) '1. e cos (2IX - 8" ) (6.4) 

- 2. 1T %(2x) 3/4 

Luego los ceros de A_ Ip. para x suficientemen­
te grande. se encuentran apta:ximadamente en ~ = 
¡r2 S 1
16 (2k. + 4) 2. Para \);"2 ' tenemos que A % se pue­

de expresar por medio de la función de Kelvin : 
bei(x) • 

En efecto 

y por otra parte bei(x}. de acuerdo a la fónaula 
8.564.2 en [3,p.9841 se puede escribir así: 

X2 
hei (x) : 1; 

Luego 

A 1/ (x) ~ f¡ ~ hei (2 /'5), x > o (6.6) 
2 

Finalmente por la .fórmula 10.96 en [9. ·p.166] 

2 2,IX 
sen (2IX (6.7)

A 1/2 (x) '\, 1T %(h) '/., - i) 

Entonces para x suficientemente grande. A lh (x) 
tiene ceros aproximadamente en 

Estas funciones tiene~ aplicaciones ¿n la tCO­
ria de los efectos de supe'ficie en fenómenos eléc­
tricos de alta frecuencia (Ver [l. p.p. '54-56). 

-
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7. INTEGRALES CONTENIENDO A Ix) 

En [2, p.p. 858-860] se plantea el desnrro­
110 

f(x) a A ÚJ x). para f(x) E: C~ (R). 10 
r \) r 

cual implica la necesidad de calcular integrales del 
tipo 

d 	 d 

Jx f(x) A\)(hx) dx y x A
\) 

Z (hx) , paraJ 
o o 


deterninar a . 

r 

La segundo integral se e~lculó t<O [21 aunque 
con algunos errores, siendo ¿l result~do correcto el 
s1guieote : 

d 

f 
o 

{ (v+l )L + 
J 

~(V+4) '(;" . e) y"()..c) -A ~ e 
v+~ 

] 	 ] J J 

2 ,, ~ cv+~ y ' (JI . e) y 11 , (A. e ) 	 (7.1 )
J 	 .1 J 

Dond fA\)()J (lJ.x)} es una suces1ón de , ,,nct \mps 
.J j =1 

ortogonales respeCto al producto e!l<:alar: < f , S' 

Id u f(u)g(u) du ; [IJ.I son c~ros simpl"s rC<lles po­
o ] 

Sit:1VOS de A (Ud); 0, con d > 0, V > o. .'.t1 e 'l1iís: 


).1 2 . 

~ Y 

F,( - ;'.'+I,v+l , r+l: \. 1 ); 
o -	 J[( +1) pr! 

r 

(7. 2 ) 

con r ~ 0, 	 L,2,J. 
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Todos los calcu os anteriores se hicieron en 
base a la fOTIDUla de Green (Ver [4 , p. 211 yp . 237] ) . 

aJ S i rea) r (V+8 ) 
1 
v,b [re 1)] 2r (a+v+B)

En l o que sigue calcul aremos algunas integra­
les del tipo : 

2
(\!+6 ) r (\!+a+1) (_ b )r

2 . 2 r. 4d 1.: 
J x f(x} Av(bx) dx co n d 1. r =o 
o 

o UB. : ; 

,6 
1 

B(a ,v+S) 

a 8


Denotamo s por 1 v , 'b a la int egral v ,b [f(V+l) )2 

0 -1 
1

(l-x) x8- Av (bx) dx (7.3) v;e , v+r-
1

; 

2Fs ( ~V+B ~V+6+1 
con v>o . Re(a} > o, Re (a+v) > o, b > o 2 2 

(7 .4 ) 

Por cOlIVergencia unifoT1lle y ya que 


En part icular para B l-v, t nemas 


Av (bx) 1 
~+ v 

x 

2 

\ (r!) 

Tenemos 

22"; 
b ) 

(-1) r b v+Zr ,;', ( 0;1 [(+2 , V+1.V+l;- 1; ( 7 . S ) E (-2) 

r=o [r (v+r+l})2 (r !)2 

2 


1 
Las fórmula s (7 . 1) Y (7 . 4) nos permi t en hallar 

(1-x) 
a-J 

x v+2r +6- 1 
dx el desarroll o de Ex ton para [ (x) = (l-x ) xn c onJ Re (o) >-1 . Re (v+n+2 ) > 0 , v> o. 


o 


a,8 
1 E 
v,b r=o 2r) o sea f(x) E sr Av (\.l r x ) , en [o , l.]' dond e 

r=o 

x f (x) A}\.l r x) dx 
o 

a = 

fx 
/ 

r 
[Av \.l r x» )2 dx 

Finalmente por la fórmula de dupl i cación , r esulta o 
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El denominador viene dado por (7. 1), haciendo Con Av(sx) se pueden defin ir algunos t ipos de 
d 1 y el numerador es : transfo rmadas integrales, cuyas propiedad s y ca­

racterí sticas serán dadas en un próximo trabajo. 
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