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RESUMEN
En el presente trabajo se estudia la funcidn
de Di-Bessel o Exton :
w
A = I 17 N
- _— (—2-) . Se es—
s [reve+) ]2 ()2
tablecen propiedades de recurrencia y se da una
representacidn integral de esta funcidn. Asi mismo
se demuestra que A (x) tiene infinito niimero de

ceros reales simples en |[d,» ) (d*o). Finalmente
se calculan algunas integrales conteniendo Av (x%).

ABSTRACT

In the present paper the Di-Bessel function
Av(x) is studied. Some recurrence properties are
established and the integral representation of this
function is given. Further, we prove that A_(x) has
infinite number of simple real zeros in [d,x); d<o.
Finally some integrals inveolving Av(x) are evaluat-
ed.

1. INTRODUCCION

Exton en [2, p. 856] define la funcidn :

" vizr
(Eﬂ (1.1

@ T
A (x) = 3 L =
y r=o  [T(w+r+D)]? (x1)?

La cual denominaremos funcidn de Di-Bessel o
de Exton. Utilizando la funcidn hipergeométrica ge-
neralizada (1.1) se puede escribir asi :

SOBRE LA FUNCION DE EXTON (DI-BESSEL)

vV ™
A =& : v B, iCeyurl o1, = By
\Y 2 [F(\H-l)]’ o 4 ’ A

(1:.2)

Absolutamente convergente y analitica en

C - {(x,0) : x < ol

2, FUNCION GENERADORA DE A, (2}, (vez)

En [2, p.856 se halla el desarrollo de
Laurent en o < |t| < ®, de w(x,t) = L, (25t ) 'A]

-1 ! N
Jo [(th ) 4 ] (2.1), donde J es la funcidn de
Bessel de orden cero e 1, la de Bessel modificada.

Siendo este desarrollo :

"~
~a

wix,t) = I A (x) ! %
nez

Donde An(x) es la funcidn de Exton de orden n.

"vu,t"'!\'\\

Como A (x) = (—l)“ A (x), para neN
e -n n
escribir @

o

wx,t) = Ao(x) + I

A "+ En"" @
n=1 B

En (2.1) haciendo : ¢ (u) = !“ [(Zu) ! ] o

!
u=xt y ¢(v) =J [@v A'l con v = xt

w, +t W, = 2u YT (u) d(v) (2.4)
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En particular para n = o

Luego :
o +! ) . J i 2
w tw o= L — z J‘ Y v A0 = - 30 ofa(—2,2,25- X (2.9)
* r=o 2 (r+l)! x! j=o 24 (§1)2
T 3. UNA FORMULA PARA A", (x)
X t
De (1.1) tenemos :
@ 1 243
5 [ . 1! K ] B
p=—o L j=o 2"V (nag)! (n4-1)1(1)2 d d v
% |*a (x Ay)| =
(2..5) 2 X
®, T V=l42r
v ~1
De acuerdo a (2.2) tenemos : 2 x z R 3 W 5
r=o [[(wr)]? (r!)?
oy n
xw + e = n_‘in [x Al(x) +n An(x)] t (2.6) Luego :
i d d Vv
De (2.5) y (2.6) resulta : = [xz; Gt Av)J =24, (3.1)
mo Lgnd 2]
x Ar'l(x) +n An(x) = I n+2j—l( 1)- 'x : o
j=o 2 () L (nkj=1) 1 (3 0) Desarrollando el primer miembro, obtenemos
al simplificar :
0 sea : (nEN)
2 2
v A\) + (2wv+l) x A\') + x Ac =2 x A\)_1 (3.2)
' A (X) =~y "
x An )+ n X n!(n=-1)! "2
Similarmente resulta :
. F (——n+l,n,l;- Xy (2.5
Lo R | 4 4
d d v =
- {x = {x Av)]
De manera similar tenemos :
o +1 21741 iy
2(-D" x - N (3.3)
2 %, n+2 z 2 B 2v+2r+1 Vil
2ANK) B A () = -——— () r=o [T(wr+2)]? ()
" " [(o+1)!]?
simplifi-

Desarrollando el primer miembro ¥

2
¢ ofy (——ni2,n42;- XT) (2.8) cando, tenemos

=6 ~
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2 1 ' 2an o _
v Av + (=2v+1) xAv+xAV 2x A\)_H (3.4)

De (3.4) y (3.2) se obtiene :

(x # o) (3.5)

Derivando (3.5), y volviendo a usar éste, ob-
tenemos :

8v(vu=1) (V1) e 2(v-1) Ay ¥ lNAv + 2(v-1) A, s

(3.6)
Reemplazando (3.6) y (3.5) en (3.3), resulta
finalmente :
(v—l)szv+2+2(v—1)( v+1)(2v+l)xA“+1
+ 20[2v? (-1 (o) 4x?] . A
+ 20D (D) (1-2vx A + () x* A, , =0
(3.7)

4, UNA REPRESENTACION INTEGRAL DE A'”

Ea [2, p.857] se obtiene una representacidn
integral para n € Z, a partir del desarrollo (2.2).
Siendo &sta :

i S
An(x) N

J e
71 rt wix,t) dt (4.1)

Donde I es un contorno simple cerrado conte-
niendo en su interior al origen.

En este trabajo encontramos una representacidn
integral para v > - 1.

De acuerdo a 5.10.5 en [5. p- 115] :

s TR I f o8 oo(rtvE)
T(rHvH) ~ 2mi ¢ ° *

(4.2)

Donde C es el contorne senalado en la figura.

De (4.2) en (1.1), tenemos :

v =
X J’ o8 s(\”") s

A (x) =
v ori TowD)2Y ¢

. 1 x>, r
B edoass g KN ] .4
[m (w)_(z1yz 43 :

(v > -1)

Donde el intercambio de la integracién y la suma
de la serie estd justificado con criterios de con-
vergencia absoluta.

Luego @
e [ & o
¥ i Tv1)2Y ¢
xl
oFal——3 V¥l = H) ds
Haciendo € + o xt

0" ¥y &= resulta :

A G0 = Y
2ri T(v#l) Cy

= §F=
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T VL= R ge

CI + el contorno obte
nido de al
Doﬂde es o o Cc

B if
Haciendo t = p et (en la parte circular de

Ci,p°l queda :

Av(x) =T + Ip + I3, donde :

@
%— {cosf+i senB)
X -vOi
T W e e e .
amP(vi) T,
ga 10
i Fl(—;\H-l,l;— —2—) de
o x
- —(vHL)Ti
2 =(v+1
I = = —1_- I - o (¢ ) e
2mi T'(wHL)
F,(—vHl,1; 5=) do
@ -Z0 —(v) (w)TL
2md TOHL) 1

x
- oF2l—3vHL,1; 50 dp 4.3)

Luego :
T

1 T cos 3}

A& = T J 8 :

m

[coa(izt- senf - vO)+i sen (% senf - \)9)] _—

-if

JFp VL= TR ) ae

; %
_ sen(vm) -(v+1) x
T T(wD I e ) 'oFZ(_;\H'l'I;E) dp
! (4.4)
Llamando :
xe-ie
u,x;0) =R, [ F(—wi,13- 2 )]y
-if
v(v,x30) = Im [on(—;\H-l,l;—a‘:-e )], tenemos :

@
u(v,x;8) = z __cos (r6) o _E)T ¥
1y 2 2
o (V) D)
v(v,x;68) = - } __sen (rf) xr
=5 () _(r1)? 2
E o
viuxie) = L =D

=0 (vHl) Gy

De (4.4) resulta :

-
% cosh

1
8, = 75D je

-~

[u cos(% senf -vf) -v sen (% senf —vB)] de

o
_ sen(vm) j - §ze ~(v+1)
T (1) e P x

1

x
OFZ(-;WI'“E) dp (4.5)

Cuando V=n €N , tenemos :

= 68 =
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An(x) =

[u fos(g-sens -nf) - v sen(g senf - nﬁ)] d8  (4.6)

5. OSCILACION DE A, (x) EN lo,=)

Exton en {2.p.860] conjetura la existencia de
una sucesidon de ceros reales simples en |o,®) con
la excepcidn de origen, para A (h) En este trabajo
demostraremos que dicha COHJE[UF{ es cierta para
VER, para ello utilizaremos criterios de oscila-
cidn y las relaciones (3.1) y (3.3).

Sabemos que oF; (—jv+l,u+1,1;x) satisface la
ecuac1dn diferencial :

(X\)+3 vy o+ (‘\)"'1)(x\)—H y'' - xvy =0 (5.1)
Haciendo el cambio : x = e (5.1) se transforma
en

@V gy e TVE o (5.2)
Lema 1

Sea a(t) €C*(R) y c(t) €C(R), con a(t)>o y c(t) > o
en R, entonces las soluciones no triviales de :

[aCe) y"] " + c(t)y = o (GIR))

toman a lo mds un cero doble en R.

Demostracion @

Sea y(t) una solucidén no tr1v131 de (5.3), de-

3 do 4(t) = a(r) y'(t) y"(r) - y(t)
;?t;ﬂ ﬁ(L) , tenemos que ¢.(t) = a gt)
[y"(t)f + c(t) [y(e)]? , si existe un in-
tervalo a B] donde y"(t) = o, entonces y(t) = o

en R, por un1c1dad Luego :p(tz)-$(ty) =

£
f[a(t) [y"(t)] + c(r) [y(t)]z} dt>o para

Rev, Téc.
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t1< ty, o sea ¢(t) es estrictamente creciente en R,

luego : ¢'(t) >0, para todo t €R. Pero si  y(t)
tiene por lo menos dos ceros dobles s; y s;,enton-
ces 0'(T) = 0 para algin T €(s;,s82). Luego  y(t)

tiene a lo mds un cero doble en R.

Definicidn

Una solucibu de (5.3) es oscilatoria en [0 \®)
si tiene un nimero infinito de ceros en dicho  in-
tervalo.

Si todas las soluciones de (5.3) son oscila-
torias, diremos que la ecuacidn diferencial es ovs-

cilatoria.

Los lemas 2, 3 y 4 se encuentran demostrados

en [6].

Lema 2

Las soluciones de (5.3) son todas oscilatorias
o todas no oscilatorias en (0,@).

Lema 3

Sean a(t) y A(t) funciones en CZ(R), c(t) 4
C(t) en C(R), tales que : o<c(t) < C(t) y o<A(t)<
a(t)

Si (5.3) es oscilatoria lo serdn :

[ate) w] "+c(e) u=o0 (5.4)

(A" ] +c(Bu=o (5 5)

Lema 4

Tim t 27 Pae) <1 y

e

Si existe p ¢R tal que :

B 2
lim ¢ P c(t)> %;-. entonces (5.3) es oscilatoria,

oo
. ()
En particular si lim c(t) > 1, entonces : y
o
+ c¢(t)y = o es oscilatoria. (5.6)
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Lema 5

Sea v <(—»,1], entonces : y(“)(t) + amnE

=0 (5.7) es oscilatoria

y (&)

Demostracidn

Como lim t* e Ly ®, por el lema 4, tenemos
T+

que (5.7) es oscilatoria.

Lema 6

para v € [0.1], (5.2) es escilatoria

Demostracidn :

Tomando a(t) = 1, A(t) = . elt) = e(‘-v)r. "

c(t) = et, por el lema 3 tenemos que (5.2) es osci-
latoria.

-\t
e

Teorema 1

Ay(x) tiene infinitos ceros reales simples en |[c,
®), para un cierto ¢ > o ¥ 6[0.1

Demostracidn :

Por el lema 6 y lema 2, ¢(t) = F, (—5wl,v+ 1,
1; -et ) es oscilatoria en [o0,®). Por el lema 1,
existe d > o tal que en [d,®), ¢(t) tiene infini-
tos ceéros reales simples, siendo el conjunto {tn)
de estos ceros, no acotado superiormente, por  ser
¢(t) solucién no trivial.

Por (1.2), tenemos :

t
o) = OFJ(—:\&I,\}H‘I:-e ) =

o L
lad

- t
[resn)] e A 2e" ) (5.8)

Es claro que {x )} _, es una sucesién de ceros
simples reales d Al tx). en [e,®), donde x =

2et"/zy c-Zed

Teorema 2

Av(x) tiene infinitos ceros simples reales para VeR,
en Im,«), siendom > o

Demostracidn :

Si vCLo,l s por el teorema 1, A (x) tiene in-
finito nimero de ceros simples reales &n [c ®), Por
el teorema de Rolle, tenemos que [x(x A )'] tiene
infinitos ceros reales en [c,m). Luego Yor 3.13,
A _,(x) tiene infinitos ceros reales en Tc ®) y es-
tos ceros son simples en

[ci.®). para ¢j > c.
mducclon. el teorema se cumple para \)6[1 (n+1),-nT
¥ n € N. Luego el teorema es vilido en (—=,1].

Similarmente por (3.3), tenemos que el teorema
se cumple en |1 ,®), Por lo tanto A (x) tiene un ni-
mero infinito de ceros simples real en [m,m), para
un cierto m > o y V €R,

6. LA FUNCION A, (x) DE ORDEN v == 1/2

Para Vv = 1;— , tenemos
(.’5:.) BT AN 115 _.’S:) (6.1)
Ay T3 o3 V2T IS

De acuerdo a la fdrmula 8.564 en [3. p.984] ,1a
funcifn de Kelvin ber(x) viene dada por una serie,
que expresada por wna funcidm hypergeométrica gene-—
ralizada es :

P .
H lo' 3 ) (6.2)

ber(x) = oFs

7

Ay (i) %1 \/% . ber (2/Zx), para x>o0 (6.3)
=5

Por medio de la representacidn asintética de
1la funcidn ber(x), pedemos estimar cuantitativa-
mente los ceros de esta funcidn.

Asi de acuerdo a la Formula 8.566.1 en [3,p-
984|, para x suficientemente grande, tenemos !
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&/ vz

ber(x) "

mx

e m
A_ y, =) ’““W cos (2/x - 2 (6.4)

Luego los ceros de A 3, para x suficientemen-—
te grande, se encuentran aptoximadamente en X =

e 3y2 -1
16 2k + 4) . Para Vv 7 tenemos que Al/z se pue—

de expresar por medio de la funcidn
bei(x).

de Kelvin ;

2
En efecto : Al/z (La-) =% .y (—;%.%.1:- o

m™ 0 3

Y por otra parte bei(x), de acuerdo a la férmula

8.564.2 en [3,p.984] se puede escribir asi :
% x2 33 x*
bel (1 = SFeTippt - e
Luego :
Ay, () =%\E bei (2 /X)), x > o (6.6)
Finalmente por la férmula 10.96 en [9, 'p.166]
2/X .
Ay (0 v —p——g— sen 2/ - (6.7)
2 7 2 (ZX) b

Entonces para x suficientemente grande, A y (x)
tiene ceros aproximadamente en #

_ﬂi 12
B =G EER

Estas funciones tienen aplicaciones en la teo-
ria de los efectos de superficie en fendmenos eléc-
tricos de alta frecuencia (Ver [1, p.p. 54-56]).

Rev. Téc. Ing., Univ. Zulia, Vol.

7. INTEGRALES CONTENIENDO A (x)

En [2. PP 858—860] se plantea el desarro-
1lo

@«

f(x) = L

a Av(urx). para f(x) € ¢?(rR), 1o
r=0

cual implica la necesidad de calcular integrales del
tipo :
d d

fx f(x) Av(bx) dx vy f X Af) (bx), para

o 0
determinar a.

La segunda integral se calculd en 2] aunque
con algunos errores, siendo el resultado correcto el
siguiente :

R

A[(o#4) 3" Oe) y"Oge) A e [y"(xja]2 +

W+

23] e . ' (0) ¥ e (7.1)

@ - »
Donde {Av(u (u.x)} es una sucesidn de funciones
j=2
a:&tugonalea respecto al producto escalar : <f,g> =
u f(u)glu) du ; (uj] son ceros simples reales po—

Sitivos de A (ud) = 0, cond>0,v > 0. Ademds:

1 s
e=d%, A, = - —‘,;‘1' y
J
y(r) (A.e) = NN By (bl vl pHlsh.e)s
] {(wl)rlzr! " 1

(7.2)

eon r =4, 1,2,3.

n-
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Todos los cdlculos anteriores se hicieron en o,B
base a la férmula de Green (Ver [4, p.211 yp.237]). I L 3T(a) T (HB) (R v

v,b [P (#1)] 21 (o+v8)

En lo que sigue calcularemos algunas integra-
les del tipo :

2
& L 5T

d 7 4
Z Z
J x f(x) Av(bX) dx con d=1. e [(\H‘l) ]2 (WB )(('1+\)+B+l ) (r!)
° r 2 < 2 r
: 0 sea:;
a’B i3
CALCULO DE I\),b
I YO M
Denotamos por Ig's a la integral : v,b [I"(\H-l)]z 2
1
-1
B J' . g-1 -
Loib (1-x) x- © A(bx) dx (7.3) G wel
o 2 E] 2 3 bz
otV aHVHB+1 =
con V>0, Re(a) > o, Re (B+v) >0, b >0 2Fs 2 g o VLWL
(7.4)
Por convergencia uniforme y ya que
En particular para B = 1-v, tenemos :
A (bx)
1m+ v = E)\) 1 , i
X0 = 2 [I‘(\)+1)]2 ” ) . ) : £
Jog = Ky Mt
? ; alr ()] ?
Tenemos @
1
2 B Ri
3 vter 1, i i 4
que = I (=1) (E) S V41 v+ (7.5)
VB o [P(wirt)]? (D2 2
1

a-1 Las formulas (7.1) y (7.4) nos permiten hallar
ja_x) xV+1T+B’1 dx el desarrollo de Exton para f(x) = (1-x)¢ x0 con
Re(§) >—1, Re(v+n+2) >0, v >o.

o
2P LT _GDT @) rermn , a
v,b r=0 [P(\H-'r+1)]2(r!)2 NWotv+E+21) 0 sea: f(x) = I a_ A\)(Urx), en [0,1], donde :
I=0.
V2T 1
b
- Q) [ x £ a0 0 o

a =
T

d
fl
; 3 e x [a,0, 0] ax
Finalmente por la formula de duplicacidn, resulta o vor
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£l denominador viene dado por (7.1), haciendo
d = 1 y el numerador es :

E41 T2
I

VvUr

Con A(sx) se pueden definir algunos tipos de
transformadas integrales, cuyas propiedades y ca-
racteristicas serdn dadas en un préximo trabajo.
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