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RESUMEN

fn el presente trabajo se da un programa de
computacidn para la resolucidén numérica de la ecua-
cién integral de Fredholm de segunda clase. Se re-
suelven algunos ejemplos de facil verificacidn con
su solucidn analitica.

ABSTRACT

In the present paper, a program for the
mumerical solution of the Fredholm's integral equa-
tion of second kind is given. Some simple examples,
which can be easily verifed by the analytic solu~-
tion, are resolved.

1. INTRODUCCION

Muchos problemas matemiticos, particularmente
en matemiticas aplicadas, fisica e ingenieria, pue-
den ser formulados de dos maneras distintas aunque
estrechamente relacionadas : como ecuaciones dife-
renciales o como ecuaciones integrales. En el caso
de las ecuaciones integrales las condiciones de
contorno ya vienen inclufdas y por lo tanto noe ne-
cesitan ser especificadas; entonces, su uso ofrece
ventajas indudables sobre las ecuaciones diferen-
ciales.

La ecuacion integral [3,4]

b
Wx)- & [ K(x,s) ¥(s) ds = £(x) (1.1)
a

es conocida como ecuacidn integral de Fredholm de
segunda clase. (x) es la funcidn incégnita, f(x)
es el llamado té&rmino libre y K(x,s) es el niicleo.
Los 1imites de integracifn a y b son finitos y el
valor A se denomina pardmetro de la ecuacifn.

Sobre el niicleo se impone la restriccién de
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DE SEGUNDA CLASE MEDIANTE COMPUTADOR

ser continuo en el cuadrado 2{a<x<b,a<s<b} o por lo
menos, que sus discontinuidades sean de tal natura-
leza que la integral doble

b b 2
[ | |k(x,s)| dxds

sea finita (1.2)

La ecuacifn integral (1.l) incluye las ecua-
ciones integrales de Volterra como casos especiales.
Basta hacer el nficleo K(x,s) = 0 para s>x, lo que
provoca que el limite superior de integracidn sea x
en lugar de b.

En muchos problemas encontramos diferentes ti-
pos de ecuaciones integrales, tales como las de
Volterra o Fredholm de primera o segunda clase. O-
tras veces, encontramos ecuaciones integrales dua-
les, o incluso triples, si se asignan diferentes
condiciones a regiones diferentes de un mismo con-
torno. (Ver, por ejemplo, [1.2,51). En general, pa-
ra darles una solucidn analitica adecuada, tales
problemas se reducen a resolver upa ecuacidn inte-
gral de tipo Fredholm de segunda clase [6].

En la presente nota se presenta un programa
de computacidn para obtener soluciones numéricas de
tales ecuaciones y se ilustran ejemplos de facil
verificacidn con su solucidn analitica.

2. METODO DE RESOLUCION USANDO LOS DETERMINANTES
DE FREDHOLM

La solucidn general de la (L.1) estd dada por
la férmula [3]

b
P(x) = £(x) + 1 [ R(x,s;))f(s)ds (2.1)
a

donde

D(x,83A

R(x,s8;A) = RTES)

(2.2)
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es denominada resolvente de Fredholm.

D(A)‘se conoce como determinante de Fredholm y
debe ser diferente de cero para que exista solucifn
finica de la (1.1). Los valores de A que anulan D(A)
se denominan valores propios del micleo #{x,s) v
los valores |(x) correspondientes que verifican la
(1.1) se llaman a su vez funciones propias o carac-
teristicas.

D(A) se determina por la relacidn

v n
by =1+ [ E oy (2.3)

n=1

con Cy =1 (2.4)

b b |K(s1,81) K(Sl,sz)..-K(SI,S&)
Cn = £u-£ K(ss,81) K(sz,sz)..:éfsz,sn) d%-.. dsn
o/
n K(sn,sl)K(sn,ez)... K(sn,an)

v .. AL

La funcidn D(x,s;A) se llama menor de Fredholm y se
determina por la f&rmula

® n
D(x,s3}) = K(x,s) + | S:%%— Bn(x,s)A“

(2.6)
n=1
con Bo(x,s) = K(x,s) (2.7)
¥
Bn(x.s) =

b B Kgx.s))K(:E,sl).)..K(xEsn) ;
K(s, ,s) K(s,,s8,)...K(s;,
£ "'£ K(sh 8) K(ab o 2. K(sh om) |38 -~ day (2:8)

N
n

K(sp,8) K(sp,s;)...K(sg,8,)

Adicionalmente, los coeficientes Cp y Bp(x,s) veri-
fican las férmulas de recurrencia siguientes :

b

€, =] B, (s,8) ds (2.9)
a

n

b
Bn(x,s) = Cnx(x,s)-n £ K(x,t)Bn_l(t,s)dt

(2.10)

3. SOLUCION DEL PROBLEMA MEDIANTE COMPUTADOR

Las formulas (2.5) vy (2.8) no son especialmen=
te adecuadas’para la resolucién de la Ecuacidn in-
tegral de Fredholm usando computador,

En su lugar, es preferible partir de las (2.4)
y (2.7) y usando las relaciones de recurrencia (2.
9) v (2.10) en forma alternada, calcular tantos Cn
v Bq (x,8) como sean necesarios. A continuacidn por
aplicacidn de los (2.3), (2.6) vy (2.2) se determina

lg‘reaalvente y usando la (2.1) se llega a la solu-
cion deseada.

En nuestro caso, se aplicd el método de inte-
gracidn numérica de Simpson para resolver las inte-
grales que figuran en la (2.9), (2,10) vy (2.1), pa=-
ra un niimero variable de puntos que se lee como da-
to. Igualmente se le suminstran al computador los
valores de A, a, b, y el niimero miximo de sumandos
que se debe usar en la (2.3) y (2.6) si antes no se
anula algiin valor de Cn que detenga el proceso.

De la misma forma modificando en el programa
dos instrucciones que permiten calcular el niicleo K
(x,8) y el término libre f(x), se puede determinar
cualquier ecuacidn integral de Fredholm de segunda
clase, de manera que el mEtodo es bastante general.

4. EJEMPLOS RESUELTOS

Como ilustraci8n se resolvieron con este pro-
grama las Ecuaciones Integrales siguientes, todas
con resultados satisfactorios :

an 1
a) yx)- A [

——— Y(s) da =
0 l-ezcosz(—r-zﬁ)

25cos2x + 9sen?x

cone= 0.8 v A= - =

27
b) (x)- A f senx cos 8 Y(s) ds = cos 2x
0

para A =1

X
e) $(x)= A [ (4xs - x2) ¥(s) ds = x
0
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para A = 10 y A = 100

1
d) 4= 2 [ e ps) ds = &
0

Este ejemplo merece un comentario especial :

; X-s
Su resolvente es R(x,s;)) = %:I—
o*
y su solucidn es §(x) = oy

de manera que, obviamente, A= 1 es un valor propio.

Se resolvid esta ecuacidn para A = 3 sin nin-
glin problema y los resultados obtenidos concuerdan
con la solucidnanalitica.,

Para A = 1 los resultados numéricos son del
orden de 10'8a 10!7, 1o que muestra obviamente, la
presencia de una irregularidad.

Para valores cercanos al valor propio, A= 1.1,
1.01, 1.001, 1.0001, los resultados son igualmente
correctos pero se observa perfectamente la cercania
del punto singular.
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Apéndice A: Programas,

GaBCYROCENERAL RS ECgAcION INTEGRAL DF FREDMOLM

'!.
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IXTF
tl.gg“Eéﬁpc CUNTINUACION EL NUCLEQ k(x,8) PE LA FCUACION INTFGRAL
AYISERRLAG,A CONTINUACION EL YERMING | IRRE DE LA FCUACINN INTEGRAI
Pi=ﬂgonEAgAN(10n)

hftyk“PFBF bE"STRAINGE"EN Las sumatORTAS (LIMITE DE CM v PHly,s )
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20 FORMAT Fy
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RMAT CA
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24 Faéasrfgﬂaflx?oAa/)
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“ueidee ?é’Be>

26 FPRMAT BX T UX X LGN, LTXIFT
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3 Reish
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A
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Apéndice B Ejemplos.

CALCULD DE LA FCUACINN INTFGRAL DE FREDHN| M

NUCLEDN

K(X,8) = 1/(1=EPS*#24COS((X+8)/2)wa2)

a)

FIX) = 254CNS(X) 42 GeSEN(X) wa2
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CALCULD DE LA ECUACION INTEGRAL DE FREDHOLM

d) NUCLED  K(X,S)EEXP(X=8)
TERMINO LIBRE FIXY=EXP(X)
PARA VALDRES DE Am 0,0 Bz {,0000 LAMBDA®  3,00000000
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