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RESUMEN 

tos polinomio~ ortogonales han tenido siempre 
una gran importancia en Matemática Aplicada . En el 
presente trabajo se obtienen alguoos resultados so­
bre integrales que involucran ~olinomios de Jacobi, 
las cuales tienen aplicaclones en cuadraturas de 
Causs y para derivar formulas de integraci6n con 
singularidades. Se obtienen resultados generales y 
a partir de éstos, se deducen algunos casos parti­
culares . 

ABSTRAeT 

The orthogonal polynomials have always played 
a significant role in applied mathematic~. In the 
present paper we obtain sorne results involving Ja­
COb1 polynomials. uch results are ullefuL in Gauss' 
quadrature formulae and to·derive integratíon for­
mula with 5ingulariti~s, The results obtained here 
are general and some knO\/n resulta follow aa spe­
cíal cases . 

l. INTRODUCe toN 

Recientemente han aparecido varios trabajos 
l,4,5.7,8.9] sobre in t egrales que involucran po ­

linomios ortoRonales, funciones algebraicas y l oga­
rítmicas. debido a sus aplicaciones en fórmulas de 
cuadraturas d Gauas y para derivar fórmulas de io­
tugr ción con 61.Ogularidades algebraicas y logarít ­
micas. 

Los artículos de Bl ue 11 y Gautschi [5] , l os 
cuales trabajaron con polinomios de Legendre, reno ­
varon el interés ~n este campo. Kalln y Conde han 
tratado polinomios de Legendre y de Laguerre [1 .8J , 
mientras que Kalla, Conde y Luke 191 cons i deraron 
poli nomios y funciones de Jacobi . Un artículo re­
ciente d~ Gattesch' í4J considera polioomios de La­
guerre y Jacobi . KalLa ha publicadO un artículo de 
revision [6] en el cual se incluyen los principales 
resultados obtenidos en lo~ trabajos anteriormente 
mencionados. En el presente trabajo a6 sigue la 
misma línea para deducir algunas integrales coo po­
linomios de Jacobi . 

RESULTADOS CON POLINOMIOS DE JACOBI 

Los polinomios de Jacobi vienen dados por íJ,
14J 

«(1,11) (0+1) 
P ( ) n F (-n, o+>.¡ l-z)
n? = -0-:- 21 Q-H 2 

(1) 

a+!Hl ll,tI>-1 

donde ~Fl (a,b lz) es la función hipergeometrica de 
Gauss ¡2,lO ,C131. 

En un trabajo anterior, Kalla, Conde v Luke [9 ¡ 
consideraron la integral [Ji! 

(2) 

y 8US derivadas parciales con respecto a lo~ pará­
metros a y b. En este trabajn se obtienen nuevas 
integrales en donde intervienen los polinomios de 
Jacobi, algunas de las cuales generalizan los re­
sultados dados en [9J 

2. INTEGRALES QUE INVOLUCRAN POLINOMIOS DE JACOB! 

i) Consideremos la integral 

p,q,y,ñ rq 1-1 6-1 ("'~) 
An,,,,~ __ p (q-x) (x+p) Pn (x/p) dx (J) 

de la cual se obtiene (2) como caso parlicular. to ­
mando p~qzJ , 28+1 Y 6 = b+l; esto cs, 
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l,l,a+!,h+! a,b 
9 

," ­A = 1 e ft ii
nlal~ n,nJ n,a,~ ~o n,a.~ 

q ~ y-l 6-1 (a,8) 
Se tiene que [12, p.SSl] ¡ [ln(X+P)J (q-x) (x+p) Pn (x/p) dx 

-p 

p,q,y,ó ~ 6+Y-lp,q,y,6
A . [In (q+p) JA + -, (8+1) B(6. y)(q+p) . 

n ,a ,~ n. nn,(l.~ 

(4) 

p>O. q>-Pi Re(y) , Re (6» O p>O, q>-p; Re(y), &e(6»0 

nonde , al igual que en (1), A ; a+d+l. 
Teniendo en cuenta (5) y (6), se tiene que 

p,q , y,ó 
D
n,a,tl 

generalizada [2,10,13] 

De acuerdo co~ (3) y (4), se obtiene que 6-1 (a,~) 
[In (q-x) (x+p)1 (q-x) y-l (,x+p) p (x/p) dx 

n 

p,q,y,op,q,y,ó d p,q,y, o 
(7)en,a,tiB ay '\,a:,dn,a:,1S 

y

t Lln(q-x)] (q-x) y-l (x+p)Ó-I p~(I,¡3) (x/p) dx p,q.y , 6 
-p En,a,ti 

p,q,y,cS 
fq [ J Y-l 0-1 (a,13) 

[in(q+p) + ~(y)1An,a:,p _p ln(~) (q-x) (x+p) P (x/p) dx n 

p,q,y,o 
(S)Cn.Q,1l 

(5) 
Tomando p:q=l, Y aa+! y ó; b+I, .las fórmulas 

(5) a (8), se reducen a las correspondientes dadas 
en [9). 

p>o. q>-Pi Re(y) , Re(cS»O 
Si en (4) tomamos pEq, tenemos que 

donde fez) es la derivada logarítmica de la función 

Gamma l2,1 0] . p,p,y,o P y- l 6-1 (a, 13)


A
n,a,i:l f_p (p-~) (x+p) P (x/p) dx 


Tambien 8e deduce que D 
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1:.!.L. ~+Y-l -o. oH, o 
=~! <a+1)n B(6,y)(2p) 3F2. ( 5+y, 11+1 11 ) 

(9) 

Es facil ver que 

P,P.Y. P,P,Ó,y 
A n, el , a An,a,a 

(la) 

p,p,),6 a p,p,y,o 

Bn,a.~ .. ay An.a,~ 

P y-1 6-1 (fl.~) 


[ln{p-x)] (p-x) (x+P) p (x/p) dx
f-p n 

p,p,'t,6 

[ln 2p + Hy)J A 
n a,~ 

n 6+y-l 
-~ (~+l) B(ó ,r) (2p) • 

n. n 

~ (-n k (n+h}k (Ii)k 
(11)·z (~+l)k (6+Y)k k! 


k-o 


p,Re(..,), Re(6»O 

y entonces 

p.p,y,6 p,p,y.Óae .. ay A 

n,Q.~ n,n.el 


-1 (a,fi) 

IP 
lln(x+p)] (p-x) (x+P) Po (x/p) dx 

-1' 

-
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a [ n p,p'O,y] 
- (-1) Aao 

n,~,1l 

p,p,6,y 

: (_1)n B 
 (12) 

Luego queda que 

p,p , y,cS 
D 
n,a,d 

p , p , y,ó p,p,6,)' 
B + (_1)0 B (13)

n , ~.an,(X.~ 

y 

p,p,y,t 
E 
n,Q,~ 

p [ ] y-1 6-1 (a,~)

J lo(~) (p-x) (x+p) Po (x/p) ~ 

-p 


p,p,y,o P,P,~,1 

a B - (_1)0 B 
 (14)n.il,~ 

n,~,ll 

Si ahora tomamos ~ = y y ~ - a en (13) y
(14), obtenemos que 

(a,a) 
Po (x/p) dlt 

-p 

O, n l.IIIpar 
= I P,P,),)' (15) 

2 n parn,Cl,a ' 
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y 

p,p,y,y 
E
n,Cl,tl 

i
0, n par 

p,p,r,r 
2 B o impar 

n,ata 

Los resultados (l4) a (18) obtenidos por 
Kalla, Conde y Luke [ 9] resultan como casos parti ­
culares de (12) a (16). 

La integral 

p,q,y, 8 
F 
n,CI,~ 

q y-l ó-1 (Cl,d) 
J (q-x) (x+P) P (x/q) dx (l7)

n -p 

puede ~¡~UI,g; .n ~GDllin05 de ())I bAci@ndo x/U : 
- u/p y usando 

resultando que 

p,q,y,ó 
(18)F 

n,nti'! 

Luego, usando (18) y (6), obtenemos 

p,q,y,1i a p,q,y,li 

G 
 ay F 

n,il,¡3 n,a,p 

q r y-l 0-1 (al~) 
J_p l l n (q-x») (q-x) (x+p) Pn (x/q) dx 

2/ 
'1'+6-1 [ p,p q,é,y cp,p 2. /q,6, Y] 

(- 1) n (.9..) [In (.9..) ] A + 
P P n,Jl,a n,Jl,a 

(19) 

Análogam~nt~, dé (lB) y (5), resulta 

p,q,y,ó a p,q,y,6 
H F

dé 
. 0,a,B n,a,~ 

q 0-1 6-1 (/l,t!)
f [In (x+p)1 (q-x) (x+p) P (x/q) dx 

n 
-p 

(20)+ B
n,d,a 

Entonces 

y-1 ó­ (a ,t!) 

fq [In (q- x)(x+p)l (q- x) x+p) p (x!q) dx 
n 

-p 

p,q,y,6 p,q,y, li 
(21)G + B 

n.a, p n,a,¡3 

y 
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q [ ] y-1 0-1 (Ct,~)
f ln (~) (q-X) (Xtp) P (x/q) <Ix 

n-p 

p,q,r,6 p,q.y.6 
- G - H (22) 

n,u,~ n,a,S 

Tomando q-p en (17) a (22) se obtienen de 
nuevo las f6rmulas (9) a (14). 

Podemos obtener otros casos particulares in­
teresantes en términos de los polinomios de Legen­

dre Pn(z} y de Tchebysheff TQ{z), sabiénrlO qua 

1 1 
(0,0) (- - , --) 

p (z) 2(z) 2 z lo(z) 
n 

ii) Consideremos la integral [12. p.5871 

p,tl,e p a ~-l -9 (a,d) 

P = f -p (p-x) (x+p) (zn) Po (x/p) dx 

n,a,S 


6+a _ -6
(_1)0 (~-o +1) B(ó,a+n+l) (2p) (z+p).
o! o 

<'i,a,o-e 
~• 3F2 ( (23)p :¡: zIS -il-n,Hu+n+l 

P. Re(ó) >0; <'i-tl ~ m ~ n, ~o.1,2 .... ; 

Tomando e : o eo (23), nos queda 

p,6,O p '1 5-1 (a.tl) 
~p (p-x) (x+p) P (x/p) dxf n 

n,n.1l -p 

Rev. Téc. lag .• UDiv. 

(24) 

La fórmula (24) puede obtenerse como caso par­
ticula~ de (4), tomando q • p y y - 0+1. Para ob­
tener el ~esultado basta aplicar el teorema de Sa­
alschutz 

a,b,-n (e-a) (c-b) 
1)=' n n

1 (e) (c-a-b)
e.1+a+b-c-n n n 

y la relación 

(_1)" r(z+l) 

r(z-n+l) 

De (23) se deduce que 

p,6,ep, Ó,e __a P 

Q aó n,a,~
o,a,1l 

p a 6-1 -6 (Q,~)

L [lo (X+P)] (p-x) (x+P) (z±X) P (x/p) dx 
p n 

~ [lo 2p - ~(¡l-ó+n+l)+~(ó-~-n) 

p,6,e 

Po ,a,1l + 

o 6+a -6 
+ H+- (~H+l) B(<'i,a+n+l) (2p) (z+P)'

n. o 

.., 
(o)k (9)k (<'i-tl\. ¿ 
(6-tl-n )k (6+a+u+l}k k!

kmo 
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p.6,O p a 0-1 (a,~) 

Q i i [ln(xtp)l (p-X) (X+P) P (xJp) dx 
I\,llJ -p " 

(25)- (ó~+n+k+L) 

p, o,o 
- ~(ó+a+n+l)] p 

n, Cl ,~ 

Tenemos que (27) 

~(l-z) - ~(z) = rrctgrrz 

Por otro l ado, tenemos de (6) con q~p y y 
o. +1, que 

Luego, (25) también puede escribi rse como 

p,o,O p, o, O 
Q = (ln 2p) P + 

p,o,e n,o.,~ o,a.~ 

[In 2p + rr ctgn~6-p ) ¡
~ , a , 1l = 

p,o,e 

-llctgrr (0- ~ - n) ] P 
o,Ct,1I 

n 
(-n)k (a+~+n+l)k (6)k 

n o+a - El 1 (~+l)k (6+a+l\ k! [1/I(6+k)-ljl(ó+a+k+l)]+ i:!f= (~-ó+l) B(6,a+n+l) (2p) (a + p) • k=o n. n 

(28) 

[Ijl(ó+k) + ljl(ó- IHk) -~(ó-~ - n+k) ­

k 
- Ijl(6+a+n+k+l)'j (~ )p :;:. z 

(26) 

Tomando los valores apropiados de los paráme­
tros en (23) a (26), se obtienen las correspondien­
tes fórmulas para los polinomios de Legendre y de 
Tchebysheff • 

Usando (24), vemos que para e=0 la expresión 
(25) se reduce a 

-

Rev. T€c. Iug., UOLV. 

Igualando los resultados dados por (27) y (~8). 
se deduce que 

n (-n)k(a+S+n+l)k (6)k 
1. (~+l)k (6+a+l)k k! [~(ó+k) - ~(ó+a+k+l)l ­

k=o 

(d-d+l)n B(eS,a+n+l) 


(~+l)n B(6,o.+1) [W(6) + ~(o - ~+l) ­

~(d-6+n+l) -~(ó+a+n+l)l 

Re (eS) >0; D,I3>-l 

(29) 

iii) Consideremos la integral [12, p.614J. 
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a,b,a,m,n 
X>",v,p,a 

a cr-l p ~ (>",v) (p,o)
J (x+a) (a- x) (l-ab-bx) P (2bx+2ab-1) Po (x/a)dx 
-a 	 ID 

(_l}m+n (l+V) (1te-a) B(p+n+l.a) (2a)Q+P
ro! n! 	 ro n 

-m·A,v+m+l,a-o,n 

4F3 ( 2ab ) 


.a,b, Re(aho; 2ab<1; Re(p»-l; a-(1'¡Ii~n, i = 0,1,2 " . 

(30) 

Diferenciando ambos miembros de (3D) respecto 

a a, resulta que 


a,b,olm,n, a,b,a,m,n 

'{ X 


a-l P A 


- J 
A 

[In (x+a) 1 (x+a) (a-x) (l-ab-bx). 

-a 


(A,v) (p,o) 

'P (2bx~2ab-l) Pn (x/a) dx 


m 

[ln 2a + lIctg1T(a-<:l) - 1Tctg1T (a- a-n)l· 

m+n 

a , b, ,m,o + (-1) 


·X m! n! 
A, v,p,a 

a+¡> (-m-A) 

B(p+n+1,a) (2a) ¿ k , 


(a+p+n+l)kk=o 

(v+m+l)k (a- a)1<. (a)k 

. (v+l)k(a-a-n\ k! 

-
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(31) 

a,b, Re(a»O ; 2ab<1; Re(p»-l; a-a;i!n, i~O,l , 2), .. 

De nuevo, tomando convenientemente los paráme­
tros en (30) y (31), pueden obtenerse resultados 
particulares donde esten involucrados los polino­
mios de Legendre y/o de Tchebysheff. 

J. 	ID~a~~ 6Ht INVOLUCRAN POLINOMIOS DE ~A~9». 1 
OTRAS FUNCIONES ESPECIALES 

Las expresiones dadas a continuación son bas­
tante generales y, partiendo de éstas, es posible 
obtener varios casos particulares, asignándole los 
valores apropiados a los parámetros . 

Consideremos las siguientes integrales 112, p. 
600, 606, 607] 

a (l-l D 


~ = f (x+a) (a-x) 

-a 

(p,o) 
p (x/a) dx ~ 

n 

m+n 

(-1) 


n! 

¡; 
e; o.+p+ '2 E: 


' S(a+ '2 ,p+n+1) 2 b 


m+e:+ 1 	 E: E2 , a--O+ I ,0.+ '2 
E & 1 

a+p+ '2 + n +1 ,a-o+ '2 - n.e;+ 2 

(32) 

e;~ 0,1;8>0 ; Re(p»-l¡ Re(~»- -21: ¡ o.-a+ ~ + i<n'2 ­

i = 0,1:,2 , ... 

23 -
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-n, -m-n 
2F3 (-~-0'-2n,l-a- f -n, *-a- o+l (35)-a 

(2y) ~+a+y-1/2 a,b,Re(2a+v»o,' Re / -)< -43 -n,' W= [Po } .. . 2 m I.J' -p-ar 1 ~ n; 
= - , --, (l+p-M B(~.o+n+l) (2a)m. n. n 

1 1 v... v ..I'2 --y-m, '2 +y+m,p-p,p -a- '2 r J~n; 2' -a+1 r ~n; i ,j,l = O, ,2, o" 
1 )
( 

p+a+ntl, 2"
1 

+y, D-p-n 


J
Los slmbo10s Hn(z) YcJ(z) corresponden a los 

polinomios de Hermite y Gegenbauer [3,14J, respec ­
tiva~ente, y J (z) es la función de Bessel de pri ­a, Re( »0; Re(y+o»- t ; p-p +i ~ n, i>= 0,1,2, .. \1 r ]mera clase de orden L3,10,15. 

Derivando ambos miembros de las ecs. (32)a(35) 
respecto a los parámetros que aparecen como subín­
dices en la notación, obtenemos los siguienes re­
sultados : 

y+p- 1/2 -'L (p,e) 

(x-a) (x+a) CY (x/a) P (x/a) dx 
m n o 

a 0.-1 P -b~y+p-t+2m+l/~( ) 
6 = J [ln{x+a) (x+a) (a-x) e2 V 111 a -a1(- +T+a-y~m) .

m! n! 2 n 

(p , (1) 

H2~ (bli+a) Pn (x/a) dx = [In 2a+nctgn(a-o+ f)­

e: ] (_l)m+n e: 
n ctg n(a-o+ '2 - n) 6 + - ñ! (0-0- 2' +1)0 . 

- -y~ 1-2y~ !. +r+o-y+o~,"[-p-y~-n-l/2
2 • , 2 11)

( 1 1 

1- 2v-2m, '2 -kM-V-m,Z -k-y-m 1 a+ T

3c 
+p+2m e: 


(e:+ 2)m 2 B (0+ 2 ,p+O+1) 


o+p+ i t: ab 2 

8>0· - ! <Re(y+p)<Re(T-m-o- }); 1 -2y;i~2m;l +r+o- y # a eb ' , 2 ­

(34)! +r-rfl<m; i,j,l = 0,1,2, •.. (a+?+ ~ +0+1) (a-o+ ~ - o) (E+ !2)k k!2 - k=o 2 k 2 k 

¡~(a-o+ Í + k) + w(a+ I + k) - w(a+P+ I + n+k+l) ­
~1 (p ,a) 


n = (x+a) J (b/x :¡: a ) P (x/a) dx
f± v n 
w(a-o+ 2E - n+k) (-2ab) k 

(36) 

n 2a-m 
(:tI) (P+O-m+l}o 2 r(~ +u+n) E = O,l;a>O; Re(p)" -l; Re(a»- '2;a-o+ I '" i~n.1 ­

o! SO ¡,2a+2n r(~ -a- n+l) 0,1,2, . . , 
2 

- 24 -
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a y+a- I1 IS-l 
Ad = J [In (a-x)] (x+a) (a-x) e y (x/a) . a>O; - t <Re(y+p)<Re(r-m-n- t) j 1-2Y1 i~2m; t +rfo-y 

-a m 

(p,o) rj~m;t fL-yf t~m; i,j,t ; 0,1,2, .,. 
P (x/a) dx : [10 2a + ~ctgrr(~-p)-~ctgTI(~-p+n)lA ~ n 

<O a-l (p ,o) 
±a [1 n (x.+a) J (x+a) J (b~) P (x/a) dx"(2y) ~+o+y- l \1 o m 

+ m' ., n' (1+p-~) n 
B(d ,o+n+l) (2a) 2 

2 v o 
:: [2 ln(j)-1lctg1l(I +0+0) jD+ (H) . 

v
('2 +a+ n) 

(37) , n b2a+2.n n .. a r(~ -<1-n+1)
2 

a, Re(B»Oj Re(y+a»- t j tl-p '" i ~ o, i ~ 0,1,2,." n (-o) (-w-n)
k k 

.. -t¡+p- 1
l 

(x+a) eV (x/a)~ ~ J [ln(x+a») (x-a) 
t a m 

(39) 

1 

(p,o) 2r+1l- t +2m +2 (Y)m 

. Po ~/a) dx - (1028)0 + m: n~ 
a,b,Re(2a+\»>Oj Re(ll><t - o; -1'-0+ i~2n; 1-0- I " 

J~n; 

(1 +T~-y- ro)
2 n 

1
B(p+n+l,t-p-y-m-n- 2) I -a+1 +1 ~ n; i,j,1 ~ 0,1,2, .. , 

! 
y+p--r+ 2" 

El presente trabajo es auspiciado en parte por 
por el CONDES de la Univer8~dad del Zulia. 
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