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RESUMEN

Los polinomios ortogonales han tenido siempre
una gran importancia en Matemitica Aplicada. En el
presente trabajo se obtienen algunos resultados so-
bre integrales que involucran polinomios de Jacobi,
las cuales tienen aplicaciones en cuadraturas de
Gauss y para derivar férmulas de integracifn con
singularidades, Se obtienen resultados generales y
a partir de &stos, se deducen algunos casos parti-
culares.

ABSTRACT

The orthogonal polynomials have always played
a significant role in applied mathematics. In the
present paper we obtain some results involving Ja-
cobi polynomials. Such results are useful in Gauss'
quadrature formulae and to-derive integratiom for-
mula with singularities. The results obtained here
are general and some known results follow as  spe-
cial cases.

1. INTRODUCCTON

Recientemente han aparecido varios trabajos
[1,4,5,7,8,9j sobre integrales que involucran  po-
linomios ortogonales, funciones algebrdicas y loga-
ritmicas, debido a sus aplicaciones en férmulas de
cuadraturas de Gauss y para derivar fdérmulas de in-
tegracidn con singularidades algebriicas y logarit-
micas.

Los articulos de Blue [1] y Gautschi [5], los
cuales trabajaron con polinomios de Legendre, reno-
varon el interés en este campo. Kalla y Conde han
tratado polinomios de Legendre y de Laguerre [7.8].
mientras que Kalla, Conde y Luke (9! consideraron
polinomios y funciones de Jacobi. Un articulo re-
ciente de Gatteschi |4 considera polinomios de La-
guerre y Jacobi. Kalla ha publicado un articulo de
revisién [6] en el cual se incluyen los principales
resultados obtenidos en los trabajos anteriormente
mencionados. En el presente trabajo se sigue la
misma linea para deducir algunas integrales con po-
linomios de Jacobi.
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RESULTADOS CON POLINOMIOS DE JACOBI

Los polinomios de Jacobi vienen dados por [3

,

14]

(a,8) (a+l)
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Pn (5) » _-;T_E oFy ( n, o { z)

aHl
(1

n
1) (BrH)n

= = ke

-n, n+l ]lii
n. 2 )

B+l

A= atgdl ;o oa,8>-1

a,b
donde ,F; ( é z) es la funcidn hipergeométrica de
Gauss TZ.IO, 13

En un trabajo anterior,‘Kalla. Conde y Luke[9]
consideraron la integral [llj

a,b 1 (a,8)
P (1-x)2 (14x)° P (x) dx (2

y sus derivadas parciales con respecto a los pard—

metros a y b. En este trabajo se obtienen nuevas

integrales en donde intervienen los polinomios de |
Jacobi, algunas de las cuales generalizan los re-
sultados dados en [9]

2. INTEGRALES QUE INVOLUCRAN POLINOMIOS DE JACOBT

i) Consideremos la integral

Pa,Y.6 g Y-1 61 (a,B)
bovayg = lp (@0 o) B /e dx (3)

de la cual se obtiene (2) como caso particular, to-
mando p=q=l, y = a+l y & = b+l; esto es,
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1,1,a+l,b+l a,b
A 1
00,48 00,8

Se tiene que [12. p.581]

P34,Y,8

Ah\“!ﬂ

0,0, 6 o,

n
(=1) y=1
o (B+1) B(8,Y) (gtp) Falsy an | 2p
(4)

P>0, q>-p; Re(y), Re (8)> 0

donde, al igual que en (1), A = a+g+l.

al,az,....ap

i (bl,bz;---.bql z) es la funcidn hipergeométrica

generalizada [2,10,13]

De acuerdo con (3) y (4), se obtiene que

Py,Y5 98 3 Psq,Y,d
B =

— A
oy, Y T m,a,B

q _ 5
[ [nte=x)] @@= Lxtp) o1 Pi“'ﬁ)(x/p) dx
-p

. PsqsY,S
= [in(ate) +4tN]a_

n o
= liél- (s+1)n B(é.v)(q+v)6+‘ .

n

(-n), (n+A), (8)
v k k' "k pHa k
< Y(8+y+k) ( ) (5)
ko (BHL) (5+Y)k k! 2p

p>o, q>-p; Re(y), Re(§)>0

donde y(z) es la derivada logaritmica de la funcidn

Gamma [2,10].

Tambi&n se deduce que

S TRELEN I I Y (1

C wl =

n,a, 8 38 "n,a,B ’

q B, ¥=1 6=1  (a,B)

[ [nGem)] (@x)  xtp) P (x/p) dx

“P
Pyq,Y,8 . =1

= [in(atp)]A # Ln—lL (B+1)  B(8,7) (a+p) .
n,a,p :

n
(-n)k(nﬂ)k (8),

k
: [pcsti) - weetvsin] &
k=o (B+1), (8+y), k! g

(6)
p>0, q>-p; Re(y), Re(8)>0
Teniendo en cuenta (5) y (6), se tiene que
Prq:Y,6
Pha,e T
q 4 y-1 §-1 (G'B)
[ [n @@= G| (@' tp) B (x/p) dx
P
P»q,Y,8 P»9,Y, 8
= Bnuu,s * Cnnavﬁ (7)
y
P»q,Y,¢
En,a,ﬁ =
q o ¥-1 6=1  (a,B)
f_p [1n<§;’f)](q-x) (ctp) B (x/p) dx
_ PsQ5Y,6 Psd,Y,8
- anuts - cn,u,ﬁ (8)

Tomando p=q=1, Y=a+l y &= b+l, lag férmulas
(5) ; (8), se reducen a las correspondientes dadas
en .

Si en (4) tomamos p=q, tenemos que

PyP,Y,98 P Y-

-1 (a,B)
f_p (p-x)

1 §
(x+p) P (x/p) ax

n,o, B
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f+y-1 -n, nti,d

Iy
- %L (8+1)  B(8,v)(2p) 2 (o anl 1)

9

Py RE<T>F Re(d) >

Es fdeil ver que

PsPsbyY
= 13" 10
Eh AB-B:“ s

PsPsYsd

An,a,ﬁ

Segdn (3), s Ciene que

0 23 FLIEN ) 2 L
B =— A =
n,a,8 3y Tm,a,B

6-1 (D » B)

p y-1
f_p [tntpx)] (px)  (xtp) P (x/p) dx

PsPsYs8

= [1n 2p + ¢(y)] A a8

n S4y-1
- L ), e 2p) -

(—n)k (n+k)k (6)k

L), G K
k=0

b (S+y+k) (11)

p,Re(y), Re(6)>0

¥ entonces

3 PaPyY,8

A =
36
n,a,g

PaPaY, 8
c

n,a,n

p -1 &-1 (a,B)
[ [intetp)] (px)  CGetp) P, (x/p) dx

=P

3 noPypadyy
= 35 |G A

n,B,a

n _PoPibyy
= (-1)" B (12)
n,B,0

Luego queda que

PsPsY,6
D

n,a,s

P . o (a,8)
[ [106? - 0] 00" (o) P (x/p) dx
-P
P,P,Y, 6 o PaPyb,Y
n,a,8 N (_1) n,8,a (13)
¥
P;PvY;&
E -
n,u,B
13 - =1 §=1  (a,B)
f_p [1n(;,L,_:)] (p~x)  (x+p) 2 (x/p) dx
PsPsYs6 n PsPy &,y
I I (14)
n,8,a

§i ahora tomamos & = v y 3§

=a en (13)
(14), obtenemos que *

PaPaYaY
n,a,a -
p -1 (oya)
[ [me? -] 62 -2 p (x/p) dx
-p
0, n impar
= BaPaYsY (15)
. nyagm + BPEE
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p!p!YlY

n,o,%

D i . g TX (@,a) .
j_p[ln (x+p)] (2 -x2) P (x/p)
0, n par
# ? [212080
2B , n impar
n,ou,a

Los resultados jlﬁ) a (18) obtenidos

Kalla, Conde y Luke | 9 | resultan como casos

culares de (12) a (16).
La integral
Psq,Ys8
Fn:auﬁ 5
q y=1 81 (a,B)
[ (%) (x4p) P(xlg)
=P

q 1! =1 (ay5)
[, @w) @o ) r /) ax
n y+i-1 r p'PZIQDélY PyP zlq,G,Y
= D" S (Ind]a
¥ ¥ n,B8,a n,8,0

puede exprsaaas &0 LErminos de (3), haciendo x/q =

- u/p y usando

(a,B) & (B,a)
Pn (-z) =" (-1) Pn (z)
resultando que
P>q,Y,8 -1 P|P2IQn69Y
F = " A A
n,a,8 P n,B,0

Luego, usando (18) y (6), obtenemos

Psd,Ys6

n,a,p

Rey. Téc. Ing

(19)
6) Andlogamenta, de (18) y  (5), resulta
Psq5Y,8 3 Prg,Y» 6
H = ﬁ- F =
parzgz D08 n,0,8
q 6-1 §-1 (518)
[ Do )] (@x)  G(bp) P (x/q) dx
=p
Y+6-1 p.p?/a,8,Y
= D" & 1) a
p p n,8,a
(17)
P.PZIQ,S,Y
+ Bn 3. (20)
Hy
Entonces
PrdsYsS
Un’ﬂnﬁ =
q Y’l 6'1 (uyﬂ)
[ [n (@0 @)] @x &) Py (/4) dx
-p
(18)
yQsYs 6 Psq5Ys8
T i @1)
n,a,p 0,0,
y
plq!Yis
vn,a,ﬁ =
- 20 -
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q y-1 §-1  (a,B)
=X, _
f_p [ln (m)] (@x)  (xtp) P (x/q) dx
P>9,:Y,6 P1d,Y,6
=G - H (22)
n,ﬂ.s ﬂ,G,B

Tomando q=p en (17) a (22) se obtienen de
nuevo las férmulas (9) a (14)..

Podemos obtener otros casos particulares in-
teresantes en términos de los polinomios de Legen-

dre Py(z) y de Tchebysheff Tn(z), sabiendo qua

ii) Consideremos la integral {12, p.587]

p,8,0  p a -1 -8 (a,8)
P = [ (px) (xtp) (2x) P (x/p) dx
n,a,d P
n d4a
- E s ) BGs,emi) 2p) (507
§,8,6-8
“aFy ( 22 _ (23)

ps Re(8) >0; 6-8 # m <n, m=o0,1,2 ....;

Iarg (zz-pz) ] <

Tomando 8 = 0 en (23), nos queda

Py é ’ 0 P o §-1
P = [ (p=) (x+p) P
n,a, ] -P

(a,8)
(x/p) dx

n
- -(-—;!L- (B-5+1) % B(&,Wl)(zp)ﬁ"“ (24)

m Be () 20; larg(a® - p?)| < 7

La foérmula (24) puede obtenerse como caso par—
ticular de (4), tomande q = p y y = a+l. Para ob-
tener el resultado basta aplicar el teorema de Sa-
alschutz

a,b,-n (c-a) (c-b)
s 1) = L nn
¢, l4atb-c-n (c)n (c—a-b)n
y la relacidn
D" rz+)
(‘z)n - I'(z-n+l)

De (23) se deduce que

P.G,e-i PP.G.G _

Q 38

n,a,8 n,a,B

p a -1 -8 (a,8)

[, ()] =) Getp) () P, (x/p) dx

= [1n 2p - ¢(B-8+n+l )+ (5-5-n)

P, 6,0
SRCE G MIETTCE ) N

n

§+a
+ -(%.L (8-8+1)  B(&,ontl) (2p)

. =-b
(2"1)) '

(&), (8, (5-8),
(65--;5-n)k (6+c+n+l)k k!

k=0
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[U(8+k) +p(5-gk) — Y(6=-nt)

k
_ 2p
(84+a4n+k+)] (52 (25)

p,Re(8) >0;56-8 # m<n, m = 0,1,2,...3 |arg(z2—p2)|<w

Tenemos que

p(l-z) - ¢(z) = mwctgrz

Luego, (25) tambi&n puede escribirse como

p»6,0 1
&, o * {1n 2p + 7 ctgr€s-8)| -
3 3

p»8,8

-wetgw (8- B—n) ] Pn,a,ﬁ

&+ =8

n
+ '(::T'L (B-641) B(48,otn+l) (2p) (z Fp) »

;Z (6)k (G)l‘L (6-15)k '
g (G-B-n)k (6+a—m+1)k k.

. [UCEH) + p(8-RHk) —p(E=8 ~nHk) -

k
- Y (Srotntctl)] (p—z;l’fz-)

(26)

p,Re(d) >0; 6-3#m<n, uP‘O,l,Z,...;iatg(lz" p2)|<n

Tomando los valores apropiados de los parfme-
tros en (23) a (26), se obtienen las correspondien-
tes fdrmulas para los polinomios de Legendre y de
Tchebysheff.

Usando (24), vemos que para 6 =0
(25) se reduce a

la expresidn

p,6,0 P a &1 (a,B)

¢ = [ln(ip)] (pex) () P (ufp) du
aad T .

= [1n 2p-y(B-84ntl)+p (B-6+1)+(6) -

p,68,0
- +
¥ (S+atntl)] ¥ i
(27)
py Re(8) 20; |arg (&% - p?)|s7
Por otro lado, tenemos de (6) con g=p y y =
a +l, que
P,»8,50 ' P»8,0
Qﬂ)@;ﬂ ) (ln Zp) Y“I“qﬁ *

_ix 1) S+
+ LU () Bs,00) @2p) ¢

n
(-n), (u+t3-f-n+l)k (8)

X! (8H), (bratD), KT (b (&)~ (rartict)]

=0

(28)

Igualando los resultados dados por (27) y (28),
se deduce que

n () (atpintl), (6),
(D), (FratD), K [¥(6+k) - p(S+atitl)] =

&
k=0

(5-—8+1)n B(§,a+n+l)
T ) BS,0t)

[6(8) + p(8=-p+1) -

p(B=84ntl) —i(S+atntl)]

Re (8) >0; a,p>-1

(29)

iii) Consideremos la integral [12, p.614].
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a,b,a,m,n

+ platk) - P(otpinHerl)-y(a-o-n+k)] (2ab)*

(31)

a,b, Re(a)>0; 2ab<l; Re(p)>-1; a-0fiz<n, i=0,1,2,,..

xxn\’sp s -

poo s B M) (Py?)

[ k) (ax) (1-abbx) P (2bx+2ab-1) Py (x/a)dx
-4

-o-A, vimtl,a-0,0

4

a+-p+n+l ,v+1 yo-o-n

| b )

a,b, Re(a)>0; 2ab<l; Re(p)>-1;a-cfic<n,

Diferenciando ambos miembros de (30)

a a, resulta que

a,b,a,m,n, 3 a,b,a,m,n

Y = — X

Aoy Ayvipyd
a =1 (s}

= | [in(xta)] (x+a) (a=x) (1-ab-bx)
-a

(Ayv) (p,0)

P (2bx+2ab-1) P_  (x/a) dz
m n

= [Iln 2a + metgn(a—o) - rctgn (a-o-n)] «

a,b,a,m,n
X G E o
m! n m n
AyV,p,o

o+

(-m—l)k
. B(p4n+l,a) (2a)

I b
koo (etptutl)

- )
'(v+m+l)k D (a‘k [u(aotk) +

(v+l) k(““"“)k ki

mhl .
S ED T 4y (140-0)_ BlptoH,a) (2)°
m. . m n

De nuevo, tomando convenientemente los parame-
tros en (30) y (31), pueden obtenerse resultados
particulares donde estén involucrados los  polino-
mios de Legendre y/o de Tchebysheff.

1. TNTRCRATES A% tavorucraN POLINGMIOS DE JAGQEE

OTRAS FUNCIONES ESPECTALES

i=0,1,2,..
(30) -
Las expresiones dadas a continuacidon son bas-—
tante generales y, partiendo de Estas, es posible
respecta obtener varios casos particulares, asignindole los

valores apropiados a los pardmetros.

Consideremos las siguientes integrales [12, P
600, 606, 607

a a=1

k2
{ A= I-a (x+a) (a~x) e 5% H2m+€ b vYx+a)
(p:U)
Pn (x/a) dx =

mn e
at +p+2m
g .. » I 1, k3
o (7-a 7 + 1)n (et 2)|n 2

G+ﬂ+‘% e ab?
b .

‘Bat 5 ,ptntl) 2 e

£

e+ % ,u—o+§ Jot

2
'3y - = | - 2ab? )
atp+ E—+ n +1,a-0+ 3 "hhet 5
(32)
e= 0,1;a>0; Re(p)>-1; Re(a)>- g»; a=o+ %-# i<m,

i=0,1,2,...
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8 Y+0-l/z B-1 Y (e 9)
= (xka) lax) ¢y (x/a) 2 (xa) &x =
-a
2, Bto+y-1/,
b s (Hv-B)n B(8,04n+l) (2a)
1 1
7 =Y-m, > +rim,B-p,B8
WF3 (2 4 1)

ptotntl, _;' +y,8-p-n

)

a, Re(8)>0; RE(Y"'U)>_'21_ H g-p * i i n, i= 0:132"'

-T

2 & (D 16)
(x+a) c‘: (x/a) B

(x/a)‘ dx

yho- 1/

] ='L (x-a)

o z+1/
)

vho=T+ /5

B(p+ntl ,T-p-y-m-n- 5) a

. %—Y-*m, 1-2y-m, %hﬂ-ym-m,r-ﬂ-v'm‘ﬂ'uz Iy
1= 2y-Im, 3 #H-u-v-m,-z- $r-y-m

- 1
a>0;- —;— <Re (y+p) <Re (T-m-n- é—); 1-2vy#i2m;5 +rto-y #

jzm;

1

2

+r-y#l<m; i,j,1 = 0,1,2,... - (34)

@ o=l (p,a)
n o= (x+a) J (/xFa)P (x/a) dx
ta A\ n
n 2a4n 9
(£1) (ototntl) 2 I +atn)
al a® p ot I'(':\gi -a- o+l)
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e B!
. ZFS(_-Q—G—Qn,l-a- % - T g—u- n+l l 2‘5’_ ) (35)
2:b,Re(2t)>0; Re(a)<] ~asum (8} ; -p-of i < 2n

s Do @ M i i
l-a 7 # jsn; 7 —atl # <n; i,5,4 = 01,2,

e

los simbolos Ho(z) y C(z) corresponden a 1los
polinomios de Hermite y Gegenbauer [3,14] y respec-
tivamente, y Jv(z) es la funcidn de Bessel de pri-
mera clase de orden [3,10,15].

Derivando ambos miembros de las ecs. (32)a(35)
respecto a los pardmetros que aparecen como subin-
dices en la notacifn, obtenemos los siguienes re-
sultados :

-b2x

e .

a=-1

P

a
Acx =! [ln(xﬂ)] (x+a) (a-x)
~a

(p,0)
€
H2m+€ (bvx+a) P (x/a) dx = [ln 2a+vctgn(a-o+ —2-)-
=-n)] as £ — ( £ 4)

T ctg 7 (a=ot g n) P o-a- 3 -

at %E— +p+2m "

. (e E)m 2 B (a+ 2 pntl)

atp+ 7 € ab?
a b-e
1 € €,

g (m+e+ i)k (a-o+ i)k (a+ z)k )
NS % ), (a-o+ % - n), (et %)k k!
[#lamot 5 + k) + ylat 5+ k) - plotpt 5 + mtktl) -

blamo+ £ - nHO]  (-2a0)" (36)

e = 0,1;a>0; Re(p)>-1; Re(a)>- -g-;u—o-l* % $dcn,i =

0,2, saa
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a : yHo- + -1
h; = | [ln(a—x)j (x+a) (a-x)

4 Cl(x/a) v

(py0)
P (x/a) dx.= [in 2a + Tetgn (B-p)-netgn(B-p+n) A +

1
(), Boty- 7

% T (l4o-8)_ B(3,04n+1) (2a)

m! n

(% -Y'ﬂl)k (%-wm)k (8-p)y, (ﬁ)k

1
o (r3+0-0-n+1)k (5 )y (;l-p-n)k k!

[ (BprH) -+ (34— (Bhotmbetl) ~y(B-p-ntl)]  (37)

a, Re(8)70; Re(ytods =5 8-p # i £, = 0,1,2,00.

i
w T+P- _— -T
0, = [ [ine)] Gea) D o o
1
(p,) Pl i i ),
p Gca) dx = (In20)8 + —5T

(-;— +rHo-y- m)n B(p4a+l ,T-p-y-m-n— -;—) .

1
YHp-1+ ;I
a

1 1
- ('2' ""Y“)k(l"zY“‘l)k(E ‘H’+0—Y+n-1n)k(1’—p—y-n—n- %-)k

oo (72v-2m) G Hho-ym), G H-yem), k!
1 -
[0(5 +r+o-y-mtk) + w(% ey mk)—w(% +rto-ytn-mHk)-

By W 1
Y {1T=p=y-m-n+k- 2)J (38)

L 1
ax0; - 2 <Re(y+p)<Re(t-m-n- -2-); 1-2v# i<2m; —;"H"HJ‘Y

|
ﬁgn;i +1-v# &<m; i,j,1 =0,1,2, ...

" . ol (py0)
0, = [, (InG3a)] Fa) 3 (/&) B (x/a) dx=

n
'[2 ln(%-)-nctgﬂ(-‘zi +a+n)]ﬂ* (£1) -

0
(ptotnt) 2 o G +ot 1)
n!.an b2(x+2n I’(-;— e ’
L (-n),, (~w-n),

.
>

b me— =
S (-p~0 Zn)k(l—a- 5~ n)k (E —c:-n«’-l)k k!

. . , !
(004 3 - 8 41) 5 -aealitl)] (57

(39)

a,b,Re(Zat+v)>0; Re(n)<-'z—— n; —-p-0¢ i<2m; 1-'0--\23' #
ismi

F-otl # 1 <5 4,5, = 0,1,2, ..

El presente trabajo es auspiciado en parte por
por el CONDES de la Universidad del Zulia.
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