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RESUMEN 

En el presente trabjo se define el diferintegral 
de crden fraccional. el cual generaliza la definici6n 
natural de derivada e integral de una función. esto 
se tace utilizando la definición de Holmgren-Bassam. 
Lueg3 se da la definición de forma operacional y su 
equil.alencia con las ecuaciones difero-integrales y 
ecua:iones diferenciales. El objetivo principal de 
este trabajo es  resolver ecuaciones difm-integrales 
y i:cuaciones diferenciales en intervalos que no 
contengan puntos singulares de dicha ecuación, esto se 
hace demostrando dos teoremas, los cuales vinculan una 
ecua:i6n difero-integral o diferencial con su forma 
operscional. y se hallan las soluciones usando el 
cdlc~ilo fraccional. 

ABSTRACT 

1s this work the differintegral of arbitrary 
order which generalizes the natural definition of 
derivative and integral of a function is defined, this 
has been done using the Holmgren-Bassam concept. 
Furlher we define the operational form of differential 
and integro-differential equations. We establish the 
equivalente between the differential equations and 
their operational forms. The main purpose of this 
pap:r is to solve differintegral and differential 
equzitions (within intervals which do not contain 
sinpular points of these equations). The solution 1s 
obtuined using the method of fractlonal calculus. 

APLICACIONES DEL CALCULO FRACCIONAL PARA RESOLVER 
ECUACIONES DIFERENCIALES 

2. DEFINICIONES 

(1) Definición del conjunto S. 

Dado a e R. definimos el conjunto unitario : 

S = ( m E N / m es  el menor entero positivo tal que a 
+ m > O )  

(ii) Definición de Holmgren-Bassam 

Dedo un número a E R. m e S tal que a + m > 0, f 
up,q funci6n real sobre el intervalo a s x S b. Si f E 
C . donde n es el entero positivo rnds pequeno que 
cumple: n+ 1 a m , definimos: 111 

La convergencia de la integral anterior está 
garantizada por el hecho de que a + m O i21. 

(iii) Definición de Forma Operacional 

Llamaremos FORMA OPERACIONAL (F.O.) a la 
siguiente ecuación: 

Los operadores de integraci6n y derivación 
fra:cional Juegan un papel muy importante en el 
anAlisis aplicado para resolver muchos problemas de 
inp:nierfa. ecuaciones difero-integrales, problemas de 
flssca-matematica, etc. Nosotros definimos el 
difa:rintegral de orden fraccional. el cual generaliza 
la definición natural de derivada e integral de una 
función y la utilizamos para resolver ecuaciones 
dif 5ro-integrales y diferenciales en intervalos que no 
cortengan puntos singulares regulares de dicha 
e a  aclón. 

donde yíx) es la funci6n incógnita y debe pertenecer a 

c ( ~ )  , P,(x), p2íx) E c(=), w E R con a S x r b. 

Eqta F.O. puede representar una ecuaci6n 
diferencial o difero-integral, dependiendo de los 
valores de w y de n. 

(iv) Definición. de Equivalencia entre una Ecuaci6n 
Difero-Integral 6 Diferencial con una Forma 
Operacional. 
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Una ecuaclhn diferencial o dlfero-Integral o C2 - AlbcU + hdV + Ahc + vhc) + vwS + w M  
Integral a dlce equlvalmte a una F.O. rl la prlmera 
es un desarrollo de la segunda. 

( U i V - w - 1 )  13.8) 

S. TEOREMA VNO 
A= - wlw-1)bd (3.91 

Egulnlencla entre una F o m  Opraciaial y una 
ENicl6n Dlfero-Integral y sus poluclonee. m S - b e r h d , U - w + p . v - w * q  

TEORUU 1.- 
de donde tenemos: 

si a-{ f(x) ) existe, entoncn : bdAZ - AA, + Az - O (3.10) 

donde A y w son las r a l m  de (3.10) y 13.11) 
re5pcti.lunmte y v lo obtmnnos de (3.31. La ecuac16n 
(3.11) se llama Ecuacl6n Indiclal. 

Además la solucihn de (3.11 vlme dada por: 

r - Z,IX) + ~ ~ 1 x 1  + L (x) 
P 

Ax 13.2) donde r íx)  y zz(x) son soluciones de la ecuacl611 

dlfmo-Integral homoghiea iaoclada a 13.1) y z 1x1 es 

con y - eAx z(x) una soluel6n particular de (3.1) Mn: 

C, - 'ku + hdV + uhc + U h c  (3.5) 
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nistltuyendo (3.171, (3.181, (3.191 13.20) en 
(3.16). agrupando y ordenando tenemos: 

X X-'w-ll 
+ VA* lh + bx) (C + d.) Q Y + 

A. como y - e z(x). hallando las derivadas. agrupando y 
usando las expresiones para S. U. V ya definidas 
tenemos: 

+ US)X + íbcU + hdV r vhc + Uhc)lzV + IAMíA + v ) x z  + 
PW ubemos qua aplfcando la m l i  Q ~ e l h f t ~  171. 
p o h a  mmlulr: 

+ (X(bd(U + V) + AS + vS) + Zvwbdlx + MbcU + hdV 

X X 

A* (c + &) i 4 n ' ~ ,  (c dX) y' + (wd)y 13.17) + Ahc + vhcl + vrS + wMlU + V - w l)! z 
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como por hip6terls 13.221 u igual a 13.11. tmnnos io 
que re quiere dmimtrar.  Ver detalle. en 191. ~ 2 x 1  = can C" l h  + bx).' k + dxl-'. 

Se desarrolla la forma Opracional 13.21 hasta 
iiesar a 13.221. aplicando la hlp6teris se concluye cada una de lar niales re puede demostrar f%cllmente 
que: 13.22) a Igual a 13.1). que satisfacen (3.231. y en consecuencia a la ecuacl6n 

difero-integral homogdnea a ioc ia i  a 13.11. 
La ecuaci6n homogknca asociada a (3.21 cr: 

De la misma forma que en el  caso anterior. 
aplicando operadores in~srsos a 13.21 obtmemorr: 

aplicando operadores inverroi: 

E z =  7' (h + bx)' (c + dx)' e" ;-'*-" " 

luego l a  rolucihn de 13.11 viene dada par: 

r = z,lxl + zJx1 + r 1x1 

CASOS PARTICULARES DEL TEOREMA 1 

.=(h + bX)P1 (C + d~ )~ . '  :"(O) a) Si bd 8 O. h g c no ron ambos cercs. v - O y r l x l  = 
O. el Teorema 1 reduce a uno de los resultados dados 
por M.A. AL-BASSAM. en el Congreso Internacional de 
CAICUIO Fracciona1 161. 

luego: 
bl Si d = O. o = 1 y f(x) = O, e l  teorema 1 reduce a 
otro de los resultados presentador por M.A. AL-BASSAM. 
en el Congreso internaiconal de Cálculo Fracciona1 

= K,e-ar -Y. 
e l h  + bxl-' IC + dxl-' + 161. 

+ a 7 .1  -vr x. 
B = -1. + B + 11. C = -@. A = o. B - o. r i x i  = o 

a e í h  + bxl-' IC + dxl* 1.' 
y ademar a > O . 8 > O tenemos: 

L a  ecuaci6n diferencial hipcrgmmetrica 

ev'lh + bx lP- '1~ + dxlq-' i-rlO) (3.241 x i l  - xlz" + (y-(. + ,a + IIxIz' - nSz = O 13.271 

de 13.101 resulta que A = O y de (3.31 nos queda d. 
uti l izlndala ecuaclhn indicial (3.111 tenemos: 

Es claro que 13.241 u una combinaci6n lineal de wz - 1. + B)w + @ - O 13.28) 

dos soiuciones pertIc~lareS: por l o  tanto: 

Sustituyendo sn 13.41. 13.51 y usando 13.9al para' 
w, y w rerpctlvamente nos queda: 
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Para w, = o: utilizando 13.131 y 13.14) las 

ioluciones de 13.271 ron: 

por 1, tanto: 

donde K, K son constantes reales. zly zZ son las 

saiuc onei de la ecuaci6n diferencial hipergeomCtrica 
181. 

Las ~aluciones 2, y z2 son linealmente 

Independientes, por lo tanto forman una baae del 
espacio soiucibn de (3.271. Para wz = 8, p = a-8 

y q = a-vil son las mismas soluciones, sabiendo que: 

F 1u.B;r:xI = F 18,a;r:x) 
2 I 2 1 

Ax con y = Ihrbxl e zlx) 

donde: h. b. E,. BZ. B3. C,. c2, y, p, V .  a y h son 

números reales tales que: b L O y w > O 

CZ = cbv + 2h.b + A% + hpb + hbw + hvh + vwb 14.6) 

de donde tenemos: 

bhz - AB, + Bz = O 14.81 

4. TEOREMA DOS bZaz - IbC - buh - Ubh  - bZ)a + B, = 0 (4.91 

Equivalencia entre una Forma Operacional y una 
Ecuaci6n Diferencial y sus eoiuclonei 

TEOREMA 2.- 

s i  2" { ~ h + b x ~ ~ e ~ ~  ~ I X I  ) existe. en tonm:  

L a  ecuaci6n diferencial: 

wvb = C - hC + A% - abv 
1 L 14.101 

donde h y oi son las ralces de 14.81 y 14.91 y v.  w. p 
se obtienende 14.31. 14.101 y 14.41 respectivamente. 

Ademas la solución de 14.11 viene dada por: 

donde r 1x1 y z 1x1 son soluciones de la ecuación 
2 

Ihibxlz" + IB,x + C,lz' + diferencial homagtnea asociada a 14.11 g z 1x1 es una 

eolucibn particular de 14.11 m": 

lBzx + Cp + B i ( h + b x l ~ ' ~ ~  - f lx l  14.11 

Z,IXI - L . I ~ + ~ X I - \ - ' ~ ~ - I ~ ~ - ~ I ~ + ~ ~ I *  
es equivalente a: 

14.111 
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CASOS PARTICULARES DEL TEOREMA 2 

Si f lxl  - O. b = l. h = -b. B, - -L 

reduce a un trabajo presentado por M.A. AL-BASSAM y 
I 

S.L. KALLA 151. 

~-'evx(h+bxlv-l i-" (glx)) 
Las demostraciones m63 detalladas de todas S t a s  

14.131 conclusiones re pueden encontrar en 191. 

donde g ~ x ~  = I ~ + ~ x I '  eAx ~ 1 x 1  

Demostracibn: 

11 -1 

Haelendo d = O, c = 1 y sustituyendo flxl  por f lxl  
lh+bxlaen (3.211 resulta: 

1h+bxlym + lvbx + bp + bw + vhly' + vwby - 81x1 14.14) 

como y = lh+bxl'ehxzlxl. hallando las derivadas y 
agrupando tenemos: 

(hibxlz" + Ilvb + ZAb) x + bp + bw + vh + 2Ah r Zablz' 

+ l l b ~ '  + Avblx + abv + U a b  + h2h + 

h(pb + bw + vhl + vwb 

como hip6tesis 14.151 es Igual a (4.11 tenemos lo que 
se qulertdemostrar. Ver detalle. m í91. 

iil CI trivial 

La solucl6n w obtiene de la  misma manera que en 
el Tmrema 1. 
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