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RESUMEN

En el presente trabjo se define el diferintegral
de crden fraccional, el cual generaliza la definici6n
natural de derivada e integral de una funcién, esto
se lace utilizando la definicion de Holmgren-Bassam.
Lueg> se da la definiciSn de forma operacional y su
equivalencia con las ecuaciones difero-integrales y
ecuaciones diferenciales. El objetivo principal de
este trabajo es resolver ecuaciones difero-integrales
y ccuaciones diferenciales en intervalos que no
contengan puntos singulares de dicha ecuacién, esto se
hace demostrando dos teoremas, los cuales vinculan una
ecuazién difero-integral o diferencial con su forma
operacional, y se hallan las soluciones usando el
cdlculo fraccional.

ABSTRACT

Is this work the differintegral of arbitrary
order which generalizes the natural definition of
derivative and integral of a function is defined, this
has been done using the Holmgren-Bassam concept.
Further we define the operational form of differential
and integro-differential equations. We establish the
equivalence between the differential equations and
their operational forms. The main purpose of this
paper is to solve differintegral and differential
equations (within intervals which do not contain
singular points of these equations). The solution is
obtained using the method of fractional calculus.

1. INTRODUCCION

Los operadores de integracién y derivacién
frascional juegan un papel muy Importante en el
andlisis aplicado para resolver muchos problemas de
ingenierfa, ecuaciones difero-integrales, problemas de
fisica-matematica, etc. Nosotros definimos el
diferintegral de orden fraccional, el cual generaliza
la definiclén natural de derivada e integral de una
funciébn y la utilizamos para resolver ecuaciones
dif sro-integrales y diferenciales en intervalos que no
cortengan puntos singulares regulares de dicha
ecvacién. )
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APLICACIONES DEL CALCULO FRACCIONAL PARA RESOLVER

ECUACIONES DIFERENCIALES

2. DEFINICIONES

(i) Definicién del conjunto S.

Dado « € R, definimos el conjunto unitario :

S={({me€N/ mes el menor entero positivo tal que «
+m>0)}

(ii) Definicién de Holmgren-Bassam

Dado un nimeroa € R, me S tal quea + m > O, f

uxﬁ funcién real sobre el intervalo a s x = b. Si f €

» donde n es el entero positivo mis pequefioc que
cumple n+ 1 & m, definimos: [1]

x

J' (x-0)%"™ £(t) dt @.1)

17 (f(x) ) =
F(a+m)

La convergencia de la integral anterior est4
garantizada por el hecho de que @ + m O [2].

(iil) Definicién de Forma Operacional

Llamaremos FORMA OPERACIONAL (F.0.) a 1la
siguiente ecuacién:

X x ( n (
w X (w-ns _ 2:2
I"P 0 [' P00 ] y(x) = f(x) )

donde y(x) es la funcién Incégnita y debe pertenecer a
o, P (x), P,(x) € ™, weR con asxsb,

Esta F.0. puede representar una ecuacién
diferencial o difero-integral, dependiendo de los
valores de w y de n.

(iv) Definicién de Equivalencia entre una Ecuacién
Difero-Integral ¢ Diferencial con una Forma
Operacional,
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Una ecuaclén diferencial o difero-integral o
integral se dice equivalente a una F.0. si la primera
es un desarrollo de la segunda.

3. TEOREMA UNOC
Equivalencia entre una Forma Operaclonal y una
Ecuaclén Difero-Integral y sus soluclones.

TEOREMA 1,-

X -Ax
Si l { f(x} & } existe, entonces :
La ecuacién difero-integral :
(h+bx){cedx)z" + (Ax® ¢ Bx + C) 2 + (Ax® + Bx + C)z
1 1 1 2 2 2

-Ax At
+ Aae 1 e z(t) dt = f(x) (3d)

es equivalente a:

X X
I (hebx)' P (c+dx)™ e > ;’ (h+bx)® (c+dx)?

ol o (3.2)
ew A i ny:ftx)ch

con § = ¢ 2(x)

donde h, b, ¢, d, A, B, Cl' A, Bz' Cz' P, q W, vy
A sonnumeros reales tales que : b y d no son ambos

ceros y w > o sl y solo sl :

A =bd v+ 22) e
B =bd (U+V) +'vs + 228 (3.4)
c = ‘beU + hdV + vhe + ZAhe {3.5)
A, = Abd (v + A) (3.6)
Bz = Al(bd(U+V) + AS + vS) ) 2Zvwbd 3.7

C2 = Albcl + hdV + Ahc + vhe) + vwS + wbd

W+vV-w-1 (3.8)

A, = vwiw-1ibd ’ (3.9)

con S =be + hd , U= wip, V= wiq (3.92)
de dende tenemos:

baa® - AL + A =0 (3.100

bdw® (bd - B+ 2XS) w + (C, - AC, + Ahe) =0 (3.11)
B, = AB, - A’S + 2vwbd (3.12)

donde A y w son las ralfces de (3.10) y (3.1D
respectivamente y v lo obtenemos de (3.3). La ecuacién
{3.11) se llama Ecuacién Indicial.

Ademas la solucién de (3.1) viene dada por:

z w z(x}+ 2z (x)+z(x)
1 2 P

donde zl(x) ¥y zz(x) son soluciones de la ecuacién
difero-integral homogénea asoclada a (3.1} y z (x) es
una solucién particular de (3.1) con:

X
2 () = Ke ™ [V ™ (h +0x)® (e + ax) (3.13)
X
z,[x) = o A= %["'”e-w (h+ bx)® (c + dx)™?
x 1 =1 x*h‘
gl" e’ (h + bx)” (e + ax)™ [ (0} (3.14)
A & ) =W - -q
z (x) = e™* ;“'" eV (h+bx)? (c+ dx)".
P
X - X_“ A
'™ (ho+ b e+ d)™ [V e %
a
(3.15)
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Demostracién :

i) =)

Desarrollando (3.2) tenemos:

x " -
5" (h + bx)'® (c + d)' Y V"

X
vx o -(w-1)

oo

[ pb (h + )P (c + dx)? e

X
+ qd (c + a0 (h + bx)® % ;_("-"y +

VX (h + bx)Plc + dx)*

x X A
;""" y+ (h+boxP (c+ do? ™ [ y] = f(x)e™™

Luego:

Pl; [c-c-dx)L"”yoqu (h*bx};"" +

lw-l)

+v; (h+bx)(c+dx)1 +
x
[" (b + bx) (e + ) ; Ay o i)™

(3.16)

peso sabemos que aplicando ia regla de Lelbnitz [7],
poiemos concluir:

X X
I" e+ ax) l-('-“y ={c+ dx) y + (wdly (317

x

x
w ={w-1)

(h + bx) = o
A l ¥y = (h + bx)y’ + (whb)y (3.18)
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X
1" (h + bx) (¢ + dx) 1“‘“y=

(h + bx) (c + dx) y* + wblc + dx)y +
X
+ wd(h + bx)y + wiw-1)bd ;_ly (3.19)

" (h + bx) (c + dx) l St 2}

(h + bx) (c + dx)y" + w(2bdx + hd + bc)y’ + wlw-1} (bd) y

(3.20)

sustituyendo (3.17), (3.18), (3.19) ¥ (3.20) en
{3.16), agrupando y ordenando tenemos:

(h + bx) (c + dx)y" [vbdx® + (bd(p + w + q + W)
+ vibe + hd)) x' + (belp + w) + hd (q + w) + vhe)ly’

+ [2vwbdx + vwibc + hd)+ whd(p + w + g + w - w - L]y

x-x Ax
+ [vwlw - Dbd 7yl = f(x)e (3.21)

come y = ehz(x). hallande las derivadas, agrupando ¥y
usando las expresiones para S, U, V ya definidas
tenemes:

(h + bx) (c + dx)z" + [bd(v + 2X) x° + (bd(U + V) + vS
+ 2AS)x + (bcU + hdV + vhe + 2Ahe)lz” + [Abd(A + vix” +
+ (A{bd(U + V) + AS + ¥S) + 2rwhbd)x + AMbcU + hdV

+ Ahc + vhe) + ywS + wbd(U + V - w 1)l z

+ vwiw-1)bde I M 20dt = £(x)  (3.22)
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como por hipStesis (3.22) es igual a (3.1}, tenemos lo
que se quiere demostrar. Ver detalles en [9].

ii) «) trivial

Se desarrolla la Forma Operacional (3.2) hasta
Negar a {(3.22), aplicande la hipétesis se concluye
que: (3.22) es igual a {3.1).

La ecuaci6n homogénea asociada a (3.2} es:

x X
,cl‘w th + 53)'® (¢ + d)'™ e ¥ I (h+ bx)® (¢ + dx)?

F‘l 1) Ax
e 1" Mz =0 (3.23)

a
aplicando operadores inversos:

X X w-) A
1' (h + bxP tc + ax)® cwg(mnt‘-'t

X
eih + bxP (e + d¥T IO

luego:

x
-Ax Tw-l -
e

z=Ke | (h +5x)° (c+ dx)™ +

X
N e—lx lw«-l

“Vx -P - X
e (h + bx) " (¢ + dx} A

X
evx(h + bX]P-‘(C + dx]q" A'"{o) {3.24)

Es claro que (3.24) es una combinacién lineal de
dos soluciones particulares:

S S B AR T o (3.25)
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b. 4
zfx) = e %"71 eV (h+ b0 ic + dx)

X 1 X
IV e tho+ o) (e d¥ T
a a

(0} (3.26)

cada una de las cuales se puede demostrar fécilmente
que satisfacen (3.23), y en consecuencia a la ecuacién
difero-integral homogénea asociaa a (3.1).

De l!a misma forma que en el case anterior,
aplicando operadores inversos a (3.2) obtenemos:

X
2 (x) = e A e (h o+ w0 e+ dx)™

L 1 X A
1 Pe (h o+ bx)P! (e + ax)?! 1™ Crxe™ )

luego la solucién de (3.1) viene dada por:

z = zl(x) + zz(x} + zn(x)

CASOS PARTICULARES DEL TEQREMA 1

a) Sibd# 0, h ¥y c no son ambos ceros, v = 0 y f(x) =
0, el Teorema | reduce a uno de los resultados dados
por M.A. AL-BASSAM, en el Congreso Internacional de
Calcuto Fraccional (6]

b) Sid=20,e=1y fix) =0, el teorema 1 reduce a
otre de los resultados presentados por M.A. AL-BASSAM,

en el Congreso Internaiconal de Ciiculo Fraccional
[8),

c)Sih=0,b=1l,¢c=1d=-1,C =7, A =0,A =0

B =-fe+B+1),C_ ==-a8 A_=0,B_=0, flx)=0

yademds a > ¢ , 8 >0 tenemos:
La ecuacién diferencial hipergeométrica
x{l - x)z" + {y~(a + 8 + 1 )X}z’ - afz = O {(3.27)

de (2.10} resulta que A = 0 y de {3.3) nos queda v=0,
utilizdndola ecuacién indicial (3.11) tenemos:

wz—(ntﬂ)w+a3-0 (3.28)

por lo tanto:

Sustituyendo en (3.4), (3.5) y usando {3.9a)} para’
W ¥y W, respectivamente nos queda:
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WZ:B
P=y-g

Wl =a
P=y-a y
q=a-y+]

q=p-7+l

Para w, o= a utilizando (3.13) y [(3.14} las

soluciones de (3.27) son:

T =

xlx-l o- -B-1
K 1% 27 (1-x)7
1 a

xu:—l o B x 1 a-1 B- X a
2, = %" 0P Lk P 17 (0)
a a a

por 13 tanto:

z =K %7 JF lematl By 27 x) [x] <1

z, = K [x] <1

. ?_Fl(a,B;r:x)

son las

2
hipergeométrica

donde K, K1 son constantes reales, zly z

soluc.ones de la ecuacién diferencial

[8).

son  linealmente

Las solucicnes z ¥y oz

2
por le tanto forman wuna base del
de (3.27). Para w, = B, p =138

vy q = a-y+! son las mismas soluciones, sabiendo que:

independientes,
espacio solucidn

SyleBirx) = 2!“l(ﬁi.oc;'ar:x)

4. TEOREMA DOS

Equivalencia entre una Forma Operacional y una
Ecuacién Diferencial y sus soluclones

TEOREMA 2.-

@ Ax

(h+bx)'e f(x)} existe, entonces:

X
si1 " {
a

La ecuacién diferencial:

(h+bx)z" + lle + Cl]z’ +

1
IBzx +C + Balh+bx) lz = f(x) (4.1)

&5 equivalente a:

63

£ e .
1"(h+bx)' ? e
a

7 xl Vx x-fwf:l) a Ax
™ Ell(lwbxlp e Tul y = f(x) (h+bx)%e

(4.2)

EAX

con y = (h+bx) e z(x)

donde: h, b, Bl. Bz' B3, Cl. Cz' w, p ¥, &y A son

niimeros reales tales que: b2 0 ¥y w >0

si y solo si:

B, = vb + 2Ab (4.3)
C, =bp + bw + vh + 2ah + 2ab (4.4)

= ba? + avb
T L (4.5)
C2 = qbv + 2Axb + A%h + Apb + Abw + Avh + vwb {4.6)
93 = ocbzlot—l+p+wl (4.7

de donde tenemos:
bA® - AB + B, = 0 (4.8)
22 2 =

bu—(bC'.-bvh-Z;\bh-b)ai-BJ—O 4.9)
wob = C, ~ AC_ + A’h - abv (4.10)
donde A ¥y « son las rafces de (4.8) y (49) y v, W, p

se obtienende (4.3), (4,10) y (4.4) respectivamente.

Ademés la solucién de (4.1} viene dada por:

z= zl(x) + zg(x) + zp(x)

donde zi{x) ¥y zz(x) son soluclones de la ecuacidn
diferencial homogénea asociada a (4.1} y z'(x) es una

solucién particular de {4.1) con:
(4.11)

X
2,00 = K.{hebx) e ™ e VN oty P
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X
z,(x) = (hobx) e ™™ ellw-l e Y (h+bx) P

X X -
e hebx)” " 177 (0} (4.12)
a
- -A X -1 = —
z (x) = (h+bx) e " 17 e “(h+bx) "
e a
x -1 x-w
;‘e"'(hobx)" | et (4.1

a _Ax

donde g{x) = (h+bx) e f(x}

Demostracibn:
i) »)

Haclendo d = 0, c = 1 y sustituyendo f(x) por f(x)
(h+bx)¥en (3.21) resulta;

(h+bx)y" + {vbx + bp + bw & vhly' + vwby = g{x) (4.14)
. Ax

como y = {(h+bx) e z(x),
agrupando tenemos:

hallande las derivadas y

(h+bx}z" + I{vb + 2Ab) x + bp + bw + vh + 2xh + 2ablz'

+ [{bA% + Avbix + aby + 2hab + ATh +

alpb + bw + vh) + vwb +

+ abZ(a-1 +p +w) (h +bx) 'z = f(x)

(4.15)

coma hipdtesis (4.15) es lgual a (4.1} tenemos lo que
se quleredemostrar. Ver detalles en [9].

ii) «)} triviat

La solucién se obtiene de la misma manera que ¢n
el Teorema I.
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CASOS PARTICULARES DEL TEQOREMA 2

SIf(x) =0, b=1h=-b B =-p

C=a+22-7+ub+1, B =0C =
1 2 2

HY = MA, Bf! = AlA+ax-7)

reduce a un trabajo presentado por M.A, AL-BASSAM y
S.L. KALLA [5),

Las demostraciones mas detalladas de todas estas
conclusiones se pueden encontrar en [9].
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