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RESUMEN

En este trabajo se obtienen deSal‘l;OllOS en serie de
las funciones Cilindricas Incompletas Ev(w.z), Jv(w,z) y

Hv(w,z) expresandolos en términos de ciertas funciones

especiales, como la funcién Hipergeométrica de Gauss
F(a,b;c;z), la funcién Hipergeométrica confluente
E 2(a\,b;c;x,y) 6 como un caso particular de la funcién

Hipergeométrica Kampé de Fériet. Ademds se presentan
férmulas de recurrencia, las cuales establecen
relaciones entre las funciones Cilindricas Incompletas
de Orden v, v+l, v-1 y su primera derivada con respecto
a z. Por 1ltimo, se demuestran algunas propiedades que
cumplen estas funciones como: periodicidad, simetria,
etc. Tales propiedades son muy importantes para la
tabulacién de estas funciones ya que reducen el campo de
valores de los parametros v, w, z. Se mencionan algunos
casos particulares.

ABSTRACT

This paper deals with the series expansions of the
Incomplete Cylindrical functions E;(w,z), JV(W'Z) and
Hv(w,z) in terms of Gauss’ hypergeometric function and

confluent hypergeometric function of two variables.
Further, some recurrence relations for ICF are obtained,
expressing the relationship between functions of order
v, v + 1 and v-1. Some other simple properties are
established, which may be useful to reduce the parameter
range for their tabulation.

1. INTRODUCCION

Las FCI son las soluciones de la ecuacién
diferencial de Bessel no homogénea y ellas pueden
definirse de diferentes maneras al considerarse la
representacién integral de forma Poisson, forma Bessel 6
forma Sonine-Schlaefli. En este trabajo se consideran
las FCI E;(w,z), la funcién de Bessel Incompleta (FBI)

Jv(w,z) y la funcién de Struve incompleta (FSI) Hv(w,z).
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UN ESTUDIO SOBRE LAS FUNCIONES CILINDRICAS INCOMPLETAS

todas de orden v definidas segin su representacién
integral de tipo Poisson [5], asf:

+ 22v ™ 1z cos t v
Ev(w'Z)=A—I° sen” t dt

5t . (1)
2 ¥ ™
1, (w,2) =A—I cos (z cos t) sen®™ t dt ... (2)
v ‘o
2 ¥ ™
H (w,z) = A I sen (z cos t) sen™ t dt ... (3)

v o

Validas para todo valor complejo de z, w y para valores
de v tales que Re(v+ % )>0

_ P 1 1
donde AV =2 T + 3 ) r(z)
Nétese que :

E;(w,z) =J,(w,2) + i H (w,2) (4)

Para w = g » (2) y (3) se reducen a la funcién de Bessel
y Struve respectivamente.

Son muchos los investigadores que recientemente se
han abocado al estudio de estas funciones, entre ellos
podemos citar: Yu. V. Vaisleib [9] quien obtuvo
expansiones asintéticas uniformes para FCI de tipo
Poisson E.v(w.z) y Hv(w,z). B.G. Korenev [7] determina
las soluciones particulares de la ecuacién de Bessel no
homogénea Vv u=2z"z (Bzv) donde z es una funcién
cilfndrica y Vu’ es el operador diferencial de Bessel.
Muestra que cuando Zu(Bzv) = kJ“(Bzv) una solucién
particular es E;(w,z) con B = cos w. Leda Galué [4]
obtiene operadores de integracién fraccional cuyo nicleo
es la funcibn de Bessel Incompleta Jv(w,z). Deriva

ademds algunas propiedades de los mismos. Shyam, Kalla y
Bader Al-Saqabi [6] presentan desarrollos en serie de la
FBI en términos de la funcién Hipergeométrica de Gauss
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F(a,b;c;x) y de otras funciones especiales. Obtuvieron x

también las transformadas de Laplace, Mellin, Hankel y siendo B (b,c) = I 1ok (l-t)c'1 dt =
Meyer de la FBI, algunas relaciones de recurrencia y la *
funcién estd tabulada para algunos valores espec(ficos 2

de los parametros. bt x® F(b,1-c;b+1;x)
En este trabajo presentamos algunos resultados de

las FCI definidas segin (1), (2) y (3): la funcién Beta incompleta [1]

- Obtenemos desarrollos en serie en términos de la

funcién Hipergeométrica de Sauss F(a,b;c;x),

expresandolos de varias meneras por la aplicacién de

algunas férmulas de transformacién de F(a,b;c;x). v+ W

entonces

-Derivamos relaciones de recurrencia que relacionan las v+
FCI de orden v, v+l yv-1 con sus primera derivada con (8)
respecto a la variable z.

Por (4), (S) y (6) tenemos que:
- Demostramos propiedades de periodicidad con respecto a
w y simetrfa con respecto a w y z.

zv - (P
* (9
Ej(w,z) = x zo C.o™ )
m=
2. DESARROLLOS EN SERIE
8):
Considerando las series: g
o Jv(w,z) =
(-1)™ 2™ cos®™™ t
cos(z cos t) = ): < — y ®
(2m)! v 2wl 2\m
w0 z sen w SRUORP T L O e
twe 1) A Zo g oM Gl g (Zm)!
1 e
© & .4 (10)
(D™ 22! cog®™ ¢
sen(z cos t) = mZO ZmeD)i
H (w,2) =
v
y sustituyendo la primera en (2) y la segunda en (3)
obtenemos que: vV 2vel 2, g 5 ()™ g2mel
e.500 W z Fl-m,v+ =0+ =; sen’ w) 2
1 ’ 2 2! (Zm+1)!
& (v+ E) Av m=0
v m 2m
z (-n™ z ()
Jv‘wgz) - z: mzo CZm,V(W) _(—Z—rxﬂ_!_ SRA (5)
E;(w.z) =
L
]
z (-n™ 2! Poon 2Tt 1= 1.3 2 s 1 2
H (w,2) = = Z Comio™ — By o (O E_sef:*w Z p(z_m.,, + Lve 3 sen? w) i -
Y jmeD (v+ =) A m=0 :
2’ v
donde A = 2" T+ 2) T(D), Re(v+ 3 >0 (12)
. vlidas si Re(v + 5) > 0
m 2w
yCm'v(w)=2Icos t sen” tdt = ) o )
0 Haciendo w = 5 en (10), (11) y (12), sustituyendo
Av y considerando que [8]
sen w 1
P = mr =
2 2 1 m+l
u (1-u) du=B v+ 5, —2) .y _ I'(d) r(d-c-b)
;!- san” % 2 F(b,c;d;1) = Fa-5) T(d=0) °* Re(d-c-b) > 0
7 obtenemos que [3,8]
= 86 =
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v 2 m 2m
] (! 2) = z_ (-1)" (z/2) =J (2)
v2’ v Ffv+m+1) m! v
2 m=0
@ 2m
B e ) DT (2727 (y
v2' 2¥ m0 T(v+ % +m) F(m+ 3) 4

+ —
Ev(i , 2) = Jv(z) +1i Hv(z)

Haciendo uso de transformaciones lineales de la
funcién Hipergeométrica de Gauss, obtenemos diferentes
formas de desarrollos en serie de las FCI de tipo
Poisson.

Por ejemplo usando en (10) y (I1) los siguientes
resultados [8]

.y _ T(d) r(d-b-c) P
a) F(b,c;d;z) = Fd-5) Tld=0) F(b,c;b+c-d+1;1-2)

d-b-c I'(d) [(b+c~d) _ . . . .
FTET TTe)— Fld-b.d-cil-b-ced;1-z)

+ (1-2)

b) Flb,cid;z) = (1-2)° Fld-bicid oo )

¢) Fb,c;d;z) = (1-2)*°7° F(d-b,d-c;d;2) ... (13)

obtenemos respectivamente que:

v
= _z 2m+1
Jv(w,z) = Jv(z) e cos w
VYV m=0
2.m
1 1 = 1 3 2 (=z")
B(m+ 5'” F(—2- v.m+ 5im + 5 cos w) T 1 (14)

]
v
Z 2m+2
Hv(w.z) = Hv(z) = mzo cos w

2m+1
2 (-n™ z
B(m+ 1,1) F(% -v,m+l;m + 2; cos” w) —Gmnr (15)

Sustituyendo (14) y (15) en (4):

E;(w,z) =1, +iH/

<

cos™ w B(m;,l)

I
>|N
n~1 8

<
3
o

S
m!

F(% -v, It mied, cos® w)

35 5 (16)

todas validas si Re(v + %) > 0L

Aplicando la transformacién [8, pag. 247 (9.5.1)]
al segundo término de (14) y (15) respectivamente y
sustituyendo el desarrollo en serie de la funcién
Hipergeométrica de Gauss en cada caso tenemos que:

v
.lv(w,z) = Jv(z) - i~:— sen®’™ w cos w X
2 2
1 .3 2 -z cos” w
Ez(§ v,1; 5 cotg” w; ———— ) wwui an
27" sen®’™ w cos® w
H (w,z) = Hv(z) = A
v
0:1;2 Li 3 ~wili 22 cos’w to?
uso [ 3 ) 3 p = colgl W (18)
i
I = 22
validas si Re(v+ 5) > 0, |cotg” w| <1, | 2295 ¥ ¢
o ) (o) m
donde Ez(b.c;d;x,y) -X o it ) la

m, p=0 m+n

funcién Hipergeométrica confluente de dos variables [10]
y

pira [ AJ(CHED
FEY 1 (b ):d )(f) o
LI 4
p r u .
@ T (A) mM(C) TW(E) x™ ¥y
_ Z _i=l J m+n j'l Jm J'l In
L q s v
LaLbl M(b) —~M(d) TI(f) m! n!
j=1 ! j=1 ™ j=1 "

es la funcién de Kampé de Fériet [10].

Aplicando (13) a (10) y (11) respectivamente y
considerando la definicién de la serie Kampé de Fériet,
obtenemos que:
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i fwz) = 2¥ sen®™*! w cos w
L (ve 2) A
2 v
vel: —; 1 2 2
F:,ZZ:: 1 3 5" Lo8w c:' ¥ . sen’w (19)
3 S+ Ve 5
Vel 2V+1 2
H (w,z) = Z__5€0 w cos  w
¥ (wel)a
2 v
L §
1:0,1 at==3 z2cos’w 2
0:2,1 w3 3,3 b3 3 ; sen” w (20)
o g e g

validas sl Re(s+ %) >0

Si en (15), sustitufmos el desarrollo en serie de
la funcién Hipergeométrica de Gauss y usamos la serie
Kampé de Fériet, obtenemos:

2" cos’ w
H (w,2) =H (z2) - ———
v v
A
v
1
:0 S 27’ 2 cos® w 2
1:0,1 -z === ; cos” w| ... (21
1:1;0 3 4
2 = ——
Re(v+ 1) > 0
2

Algunos resultados establecidos aquf estdn en [2,6]. Se
cree que los resultados (6), (11), (15), (18), (19),
(20) y (21) son nuevos, detalles de los mismos en [5].

3. RELACIONES DE RECURRENCIA

Considerando (1) y (2) podemos obtener que:

d v
=z [z Jv(w.z)]

2v-1
2 z 1

2v-
cos(z cos w) sen W COS W

(22)

=2z E;_l(w,z) -

=2¥ Hv_l(w,z) -

d v
T [ z Hv(w.z)]
2v-1
2 : sen(z cos w) sen™’ !
v

Por (4) y sustituyendo (22) y (23)

3; [ 2¥ E;(w,z)]

1

v

vilidas para Re(v+ 3) > 0

ag [ 2V Jv(w.z)]

-v
= .z

- —z-v

.Ivﬂ(w,z) -

Hlm(w.z) +

2 sen(z cos w) sen
A

2 2%V 1z cos w 2V-1
__A e

2v+1

v

+1

3:' [ zv Hv(w,z)]

2 cos(z cos w) sen

2V+1

w

v+1

Por (4) y sustituyendo (25) y (26):

i 4
= -7z

dz

2i elzc:n sw

=d [ 27 E;(Gv.z)]

2V+1
n w

+*
Evu(w'Z) + yy

P+l

vélidas si Re(v + 3) > 0

Desarrollando los lados izquierdos de (22),
(25), (26) y (27) obtenemos; respectivamente:

-2 2’
= e——

A

v

e il

A

- 138 =

v

e: |

v-1

gl ¥ -
Jv(w.z) * = .lv(w,z) Jv_l(W.Z)

cos(z cos w) sen

v

2v-1

W cos w

Hl',(w.z) +Z H(w2) - H (w32)

sen(z cos w) sen

2v-
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1
W cos w

W cos w

(23)

(24)

(25)

(26)

27)

(24),

(28)

(29)



< d + v o+ I
4 Ejwa) + 2 Ejwa) - E)_(w2)

+* d +* +*
Ev—x(w’Z) -2 & Ev(w'Z) - Ev‘l(w.z) =

v-1
- —-ZAZ elz cos w 2v-1 o GOR W (30)
v v 2V+1 v-1 2v-1
-2 z" sen w _ 2z sen 1z cos w
+ cos w |e
A A
] v+l v
Re(v + E) >0
(36)
1
i = Re(v + = > 0
J‘|, (w,2) - 2 .lv(w,z) + JM(w.z) 3
v 2w41 Restando miembro a miembro (28) y (31); (29) y
-2 z_sen(z cos w) sen bd (31) (32); (30) y (33) respectivamente:
Vel
J  (w,2) -2y (w,2) + J  (w,2) =
v-1 ' zv ' 7.7 N
1 = ¥ =
Hv (w,2) = Hv(w,z) + Hv’l(w,z) 5 g -
=3 cos(z cos w) sen “ wecosw
v
2 2 cos(z cos w) sen®"! w (32) 2 2V o
A - sen(z cos w) sen” ' w @n
Las Avu
N ) Hv_l(w.z) - —; Hv(w.z) + Hvﬂ(w.z) =
a-g E;(w,z) - ; Ev(w,z) + Ev’l(w.z) =
v-1
1 w 2V+1 g2 sen(z cos w) sen”’ ™ w cos w
21 2¥ e °°" ™ sen w (33) Av
Av‘x
+ 2 : cos(z cos w) sen””" w (38)
1 P+l
Re(v + 2) >0
+ 2v + +
Sumando miembro a miembro (28) y (31); (29) y (32); Evu(w'Z) "z I':v(W'Z) - Ev—l(w'Z) =
(30) y (33) respectivamente:
2i v w2 V! cen® w cos w |&% ¥
J (w,2) - 23 (w,2) +] (w2) = A A
v-1 v P+l Vel v
(39)

v-1
2 z

A
v

2v-1
cos(z cos w) sen W cos W

2V+1

sen(z cos w) sen (34)

v+1

Hv_l(w,z) -2 Hl',(w,z) = Hvﬂ(w,z) =

2V+1

cos(z cos w) sen w

V-1

2v-1
sen(z cos w) sen w cos W (35)

_ 39 -

1
Re(v+é>o

Algunos resultados establecidos aquf estdn en
[2,6].

Se cree que los resultados (23), (24), (26), (27),
(29) y (32) son nuevos, detalles de los mismos en [5S].
3. PROPIEDADES ADICIONALES
De (1) y (2) se deduce que:
_ _mw
Jv(w,—z) =e Jv(w,z) (40)
_ I
Hv(w.—z) =e Hv(w,z) (41)
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Por (4) y sustituyendo (40) y (41)

+ - PR o=
E (w,-2) = e Ev(w,z) s (42)

si v es un entero n,

I (w,-2) = (-D)" 5 (w,2)
n v

(43)
= In n+l

Hn(w,—z) = (-1) Hn(W,Z) (44)

+ AL n =
En(w,—z) = (1) En(w.Z) (a5)

en especial si n = 0
Jo(w,—z) = Jo(w.z) w5 (46)
Ho(w,—z) == Ho(w,z) A (47)
Eo(w,-z) = Eo(w.z) “on (48)

I (-w,2) = -1(wz) , v &l (49)
v v

HV(—w,z) = —Hv(w.z) o e Z (50)

Por (4) y sustituyendo (49) y (50)

EV(—w,z) =-E(wz) , vez (51)

J (w+2nm,z) = J (w,z) + 2n J (m,2) , v € Z, w real
v v v

(52)
Hv(w+2nn,z) = Hv(w,z) + 2n Hv(n.z) , V € Z, w real

(53)
E'(w+2nm,z) = E'(w,z) + 2n E'(n,2) , v € Z, w real
v v v

(54)

Los resultados (40), (43), y (46), estan en [6].
Los resultados (41), (42), (44), (45), (47-54) se
creen nuevos. Ver detalles en [S].
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