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RESUMEN

En el presente trabajo se realizan relaciones
funcionales con funciones hipergeométricas y digamma. Se
utiliza el método de Kalla y Al-Sagabi para encontrar la
suma de algunas series infinitas y, usando el teorema de
Karlsson, se generalizan otras series ya estudiadas
cuyos resultados vienen expresados en términos de la
funcién digamma. Se evalian ademas integrales que
involucran funciones hipergeométricas confluentes y
funciones generalizadas de Jacobi de tal manera que los
resultados conocidos surgen como casos particulares.

ABSTRACT

In this work functional relations with
hypergeometric and digamma functions are stablished. The
method of Kalla y Al-Saqabi is used in order to find the
sum of some infinite series and, using the Karlsson’s
theorem, other series already studied, whose results are
expressed in terms of digamma function, are also
generalized. Furthermore, integrals that involve
confluent hypergeometric series and generalized Jacobi’s
functions are evaluated so that several known results
come forth as particular cases.

1. INTRODUCCION

Recientemente se encontré que la suma de varias
series infinitas podian expresarse en términos de la
funcién digamma. En los trabajos de investigacién
presentados por Kalla y Al-Sagabi [3] y Srivastava (10]
se consideré este tipo de series cuyas sumas sirven de
apoyo al Andlisis Matematico con  aplicaciones en el

Andlisis Numérico y en la Teoria de Probabilidades.

Otra de las relaciones funcionales que se obtiene
es el estudios sobre integrales de la forma

RELACIONES FUNCIONALES
CON FUNCIONES HIPERGEOMETRICAS Y DIGAMMA

b
L (nx)¥ P(x) dx

donde P(x) es un polinomio ortogonal y v un entero
positivo.

Varios autores se han dedicado al estudio de esta
clase de integral.

En el presente trabajo se consiguen resultados mas
generales estudiando integrales con funciones
hipergeométricas confluentes y funciones generalizadas
de Jacobi cuyos resultados vienen expresados en términos
de las funciones hipergemétricas y digamma y, para casos
particulares, se encuentran integrales que involucran
Polinomios de Laguerre, Jacobi, Rice, etc.

2. SUMA DE ALGUNAS SERIES INFINITAS

Se tiene el siguiente resultado clasico, bastante
conocido, que da la suma de una serie infinita en
términos de la funcién digamma,

© (a)n
X n(c)
n=1 n

= ¥(c) - ¥(c-a)

con Re(c-a) > 0, ¢ # 0, -1, -2, ...

Esta férmula fue redescubierta al tratar de calcular
sumas de series infinitas usando el cdlculo fraccional.

Kalla y Al-Saqabi [3] aportaron una demostracién
alternativa sin aplicar los operadores del calculo
fraccional y, obtuvieron ademas nuevos resultados
valiéndose del mismo procedimiento.

Utilizando el método de Kalla y Al-Saqabi [3] se
derivan las sumas de las siguientes series infinitas
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= (a) I‘(b).l
(a) Z n(l+a-b) (a+l)
n=1 n n

vV _=m T(l+a)

2°r(1+ -)r(l’—‘)

[w(h 3) + W1va-b)-¥(1va)-¥(1+ 3 —b)]

con Re(a-2b)>-2.

@ (a) (b)
(b) Z a+l o -
[W(Hb)*’il - [W(l+a)+1]

con a # by y es la constante de Euler-Mascheromi.

@ (1)
n

(c) SmegE e
n=1 n(b) 2
n

wh - )
2r® )r(ﬁ)

Y x_rv) [ b+l ]

con b » 0,-1,-2,....

a n
(a) (1+3) (-1)

L
(@ -

n=1 n(;)n ( l#a)n

vV = I(i+a) [ (“a) - W(l+a) ]

2°r(1+ %)

con (l+a) # 0,-1,-2,...

@ (1) (-1)"
(e) . DS T

1 Ln3
ns1 n(z) 3"
n

N -

Demostracién:

o (a) (b)
n n

(a) n(1+a-b) (1+a
n n

- (a) (b) (c)
= |{ "X n n n
Pk c L n!h#a—biniha-c)n

1 a, b, e
=lme { aF2 Ay =
1+a-b, l1+a-c
P a, b, c
™ :‘Fz &1
1+a-b, l+a-c ce0

Usando (8,p.535(21)] se tiene que

@ (a)“(b)n
Z n(l+a-b) (1+a)
n=1 n n

. a
/ F(1+a-b) _8 [‘(ha—c)l‘(hi-b—c)

2 r(l—“i)rm -b) @

r( 1+%—c Jr(1+a-b-c)

. I'(1+a)

ha

Wi+ 5) + yllra-b)-¥(l+a)-¥(1+ 3-b)
2" r(—)r(1+ )

con Re(a-2b)>-2.

Aplicando el método de Kalla y Al-Saqabi y usando
[8,p.535(16)] en (b), [8,p.491(8)] en (c), [8,p.547(7)]
en (d) y [8,p.494(3)] en (e) se obtienen los resultados
deseados.

En 1970, Per Karlsson [6] demostré que si

Re(-a)>m +m +...4#m -1 y ‘m, m_...,m son enteros no
1 2 P 2 P
negativos, entonces
b+m, b_+ wre Bl b
F Ty Dty P mp' v & 1
+2 p+l :
Lkl b, b, .. b, b+
1 2 P

(b,-b) (b -b) .~.(b -b)
r(b+1)r(1-a) i "2 B

P
r(1+b-a) ) (b) ...(b) s P &N
I m 2 m P m
1 2 P
o f1)
TEOREMA
Si Re(1+b)>0, bl,bz.....bpt 0:=1=2, 0
ml,mz..‘..m son enteros no negativos, entonces
P
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@ (b) (b+m) ...(b +m )
n 1 1n p_phn

n(b+1) (b)) ...(b )
In P N

(b -b) ...(b -b)
1 m P m

1 P
T 6] [W(l+b)+y] .cooeneee. (2)
1 ml P mp

Demostracion

@ (b) (b+m ) ...(b+m)

n 1 1n P PN
Z n(b+1) (b)) ...(b )
n=1 n 1n | R

o (a) (b) (b+m ) ...(b +m )
li l n n 1 In p PN
a30 a L nf(b+1) (b) ...(b)

n=1 n I n pn

1 a b, bl+ml. e bpwmp
= l-l'l(‘:l‘ a pozrpd b+l, b!. b s sD R

2" P

a, b, b+m, ..., b+m
= 8 F 11 P P
da ps2 pel | b+l bl' olmi g bp R

Usando (1) se obtiene que

w (b) (b+m ) ...(b +m )
n 1 1 P PN

n
“n(b+1) (b)) ...(b )
n=1 1'n pn

=2
" Ba

r(b+1)r(1-a)(b -b) ...(b -b)
1 ml P mp\
{ }u=0

r(1+b-a)(b ) ...(b)
1 m, [ mp

Resolviendo la derivada parcial y eva‘lua-ndo en a=0 se
obtiene el resultado (2).

TEOREMA.

Si Re(ap>m+m + ..+m-I; b, b,.., b=z 0, -1,-2,... y
1 2 P 2 ]

1

ml. mz..... m son enteros no negativos, entonces
P

@ (a) (b+m ) ...(b +m )
n 1 1 P phn

n
n(1) (b)) ...(b )
n 1'n [

n=1
= (1) + ¥(b )+ ...+¥(b )-¥(1-a)-¥(b +m )-...-¥(b +m )
1 P i | P P

...(3)

Demostracién:

Aplicando el método anterior y usando (1) se obtiene
(3).

Nota:
Los resultados (2) y (3) generalizan los resultados (i)

y (f), respectivamente, demostrados antes por Kalla y
Al-Saqabi en [3].

3. INTEGRALES CON FUNCIONES
HIPERGEOMETRICAS CONFLUENTES.

En esta seccién se evaluardn integrales de la forma

Mp(ﬂ) = r xpe"(lnx)'o(a;b:x)O(-n;c:x)dx (4)
0

con B>-1, b,ec # 0,-1,-2,..., p=1,2 y @&(a;b:x), &(-n;c:x)
son funciones hipergeométricas confluentes.

Para el cdlculo de la integral (4) es conveniente
estudiar en primer lugar la integral

AB) = r xﬂe"O(n;b:x)O(-n;c:x)dx (s)
o

con B>-1, b,cz0,-1...

4°
Ya que M, B) = ; [A(B)] (6)

Gatteschi [1] demostré que

0 n,
I Lo e"L;a) (500 (-1)"T(p+1) (p+arl) n

n!T (u-n+1)
4]

(a)

con a,a+l>-1 y Ln (x) es un polinomio generalizado de

Laguerre.

De [9,p.200(1)] se tiene que

(a) (a’”n
L“ (x) = = ¢(-n;a+l:x), a>-1 (8)

Sustituyendo (8) en (7) se tendrd que

r xp e *¢(-n;a+l:x) dx =
0

F(a+1)T(B+1)I'(x-B+1)
I(a+n+1)(a-B)

9)

con a+u=B, Re(B)>-1, a>-l.

Haciendo a+l=c en (9) resulta que

- 149 -

Rev. Téc. Ing. Univ. Zulia, Vol. 14, No. 2, 1991



a0
B - Ll _ T(c)r(B+1)r(c-1-B+n)
Io x e *¢(-n;c:x) dx = F(crn)T(c-1-8) (10)

con Re(B)>-1, ¢ # 0,-1,-2,...

Para calcular la integral (5) se sustituye el
desarrollo serie de la funcién &(a;b:x), la cual
converge para todo valor de x, se cambia el orden de la
integral y la suma, lo ecual es posible hacerlo por la
convergencia absoluta, y resulta

o (a)

AB) = Z X Im xﬁ'k e “¢(-n;eix) dx
o k”bik 8 i

k=0

con B>-1, b,c # 0, -1,-2,...

Si se cambia B por B+k en (l10) se obtiene el valor
de la integral, es decir,

2 (a)k (c)r(B+k+1)I'(c-1-B-k+n)

AR) ..Zo RTB), — Tlern)T(c-1-A-K) i)

Usando  [I1,p.16(3) 'y  p.17(8)]
operaciones se obtiene la solucién

y efectuando las

r'(c)r(g+1)r(c-1-p+n)

Ki8) T(c+n)I(c-1-B)
a, PB+l, PB-c+2
F :1 v (12)
321y, Be+2-ctn

con B>-1, b,c # 0, -1,-2,...,(B+2-c-n) # 0,-1,-2,...
Por (6) se tendra que

00
M@ = [ *F e™nx) 8(a;b:x)d(-n;e:x)dx
1 ()

_ I'(c)r(p+1)r(c-1-g+n) s
~ T(c+n)T(c-1-B)

© (a)k(Bﬂ)k(B—cfZ)ll
X k!(b‘Sk(mz—c—n)k

k=0
[W(B+k+1)-¥(c-1-B-k+n)+¥(c-1-B-k)]

con (c-1-B-k) * 0,-1,...,(1-n) si nzl, Bz-1,
b,c=0,-1,-2, (13)

Derivando Ml(B) respecto de B resulta que

I(e)r(g+1)r(c-1-p+n) r
T(c+n)l(c-1-B)

MZ(B) =

® (a)k(BH)I(B-uZ)k
k1(b) (B+ " B+2-c-n) =

([9(B+k+1)-¥(c-1-B-kn)+¥(c-1-8-K)]* +

o+ V' (B#k+1)-¥’' (c-1-BFfk+n)+¥' (c-1-B-k)} (14)
con (c-1-B-k) * 0,-1,...,(1-n) si nzl, gz=-1,
b,c#0,-1,...

NOTA:

Las férmulas obtenidas son bastantes generales y
engloban, como casos particulares, resultados publicados
recientemente por Gatteschi (1], Kalla y Conde [4] y
Pittaluga y Sacripante (7].

4. INTEGRALES CON FUNCIONES GENERALIZADAS
DE JACOBI

En esta seccion se presenta un estudio sobre
integrales que estan relacionadas con el producto de dos
funciones generalizadas de Jacobi y definidas mediante

(1+a) -V, V¥A, C ~

v 2 Fwv+1) "~ 32
p, a+l
(15)
con A=a+g+l.
plom (o 1ox) | WPy o [ hend
n 3 ) Mu+l) " 32 YR
q, p*l
(16)
con T = p+o+l, v,u arbitrarios.
Se evalian integrales de la forma
REBedipa
v.u,a.B,p,06
1
my b (a,B) 1-x,,(p,0) 1-x
I—l (1-x) " (1+x) Pv (c,p,—z—)P“ (d,q.z—)dx
7

con Re(a)>-1, Re(b)>-1, a,B,p,0>-1, Relq-c-d)>0 junto
con sus derivadas parciales respecto de los parametros a
y b.

Para calcular (17) se sustituye (16) en la
integral, se cambia el orden de la integral y la suma,
lo cual es. posible por la convergencia absoluta ya que
Re(q-0-d)>0, y evaluando la integral segin el resultado
[2,p.124(9)] se obtiene
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a,b,c,d,p,q
v,u.oB.p.0

(1+p) (1+a)vl"(b+1)l‘(a+l)

zubd
T(u+1)T(v+1)T (a+b+2) 3

@ (—u)k(;u'r)k(d)k(a+l)k
o k! (qu(pﬂYkﬁwba-ﬂj

-v, a+f+v+l, (c18 a+k+l

.F:' t 1
atl, p, a+b+k+2

con Re(a)>-1, Re(b)>-1, «,B8,p,0>-1, T =

Si se deriva (18) respecto del
cenota la integral mediante

a,b,c,d,p,q
v,u,x,B8,0,00

ce obtiene que

LA.b.C.d.p.q
v eB,p.0

1
[, a0’ tma-0)

Pl(}a,B) 1 x)P(pa‘)(d

,q.——)dx

= (in2) RYPISIPY
v,u,0,B8,0,0

(l+p)“( lﬂz)v[‘{bﬂ )T (a+l)
F(p+ DI (v+1)T (a+b+2) =

a+b+l

2

(f (-u)k(wr)k(d)k(zﬁl)k
Ly k!(q)k(p+1)k(a+b+2)k

(—V)‘(UHX+B+[)[(C)‘(a+k+l)l

]
‘ZO i!fa+1)‘(p)l(a+b+k+2)l *

[Wla+k+i+]) - W(a+b+k+i+2]}

con Re(a)>-1, Re(b)>-1; a,B,p,0>-1, T=p+o+l.
Analogamente si se denota mediante

a,b,c,d,p,q
v,u,e,B,p.0

la . integral que resulta de derivar
respecto de b, entonces se encuentra que

la ecuacién

parametro a y se

a,b,c,d,p,q
v.u,a.8,0,0

1
= I (1-x)*(1+x)°
-1

) [ln(l+x)]va‘ﬂ (e,p, — )P(p'w(d q.——)dx

[In2+yi(b+1)] R' b.c.dpa
¥ v.pu,e.8,p,0

as) (1+p) (I+e) I‘(b+1)r(a+1)

F(u+l)l"(v+l)[‘(a+b+2) *

a+bel

= pto+l, p+p+o>0,

© -u) (u+t) (d) (a+1)
Z k'(q) (p*l) (a+b+2) x

(-v)l(ac+(3+w1)l(c)[(a+k+1)l
1 i!(a+l)l(p)l(a+b+k+2)‘ o

18

[¥(a+bt+k+i+2)])}

(20)
con Re(a)>-1, Re(b)>-1, «,B,p,0>-1 y t=p+a+l.
Usando los resultados (19) y (20) se pueden
calcular las siguientes integrales:
a,b,c,d,p,q
v.pnaB.p.0
1
= .('l (1-x)*(1+3)°In(1-x2)]
(ac ) 1-
B(Cp x (P'c)(dq,—)dx
a,b,c,d,p,q a,b,c,d,p,q 21
V,p,a,B,p,0 v.pa,B,0.0
Yl,h.c.d.p.q
v,u,a.B,0,00
2 a b 1-x
= J-_l (1-x) " (1+x) [ln(m)]
(19)
PP, 520p (P a0, 1 X 0
= [ M9CdPa _ gab,cdpg
viaBeos U vueB.po (22)
(18), NOTA:
- Si v=0 en (18), (19), (20), 21 y .(22) se obtendran
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los resultados (9), (10), (11), (12) y (13) encontrados
por Kalla [2).

- Si c=p y d=q en (18) se obtienen integrales que
involucran el producto de dos funciones de Jacobi.

- Si v=n y u=m en (I8) con n y m enteros no negativos,
se obtienen integrales que involucran el producto de dos
Polinomios Generalizados de Rice [5].

- Si c=p, d=q, u=0 y v=n, donde n es un entero no
negativo, entonces se obtienen las integrales evaluadas
por Gatteschi [1].
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