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RESUMEN 

En el presente t rabajo s e  realizan relaciones 
funcionales con funciones hipergeométricas y digamma. Se 
utiliza el método de Kalla y Al-Saqabi para encontrar la 
suma de algunas series infinitas y, usando el teorema de 
K~rlcson.  s e  generalizan o t ras  series ya rstudiadas 
cuyos resultados vienen expresados en términos de la 
función digarnrna. Se evalúan además integrales que 
involucran funciones hipergeométricas confliientes y 
funciones generalizadas de Jacobi de ta l  manera que los 
resultados conocidos surgen como casos particulares. 

ABSTRACT 

donde P(x)  es  un polinomio ortogonal y v un entero 
positivo. 

Varios autores se  han dedicado al estudio de esta 
clase de integral. 

En el presente t rabajo se  consiguen resultados más 
generales estudiando integrales con funciones 
hipergeomCtricas confluentes y funciones generalizadas 
de Jacobi cuyos resultados vienen expresados en términos 
de las funciones hipergernétricas y digamrna y, para casos 
particulares. s e  encuentran integrales que involucran 
Polinomios de Laguerre, Jacobi, Rice. etc. 

In this work functional relations with 
hypergeometric and digamma functions a r e  stablished. The 
rnethod of Kalla y Al-Saqabi is used in order to  find the  2. SUMA DE ALGUNAS SERIES INFINITAS 
sum of some infinite series and, using the Karlsson's 
theorem, other series already studied. whose results a re  
expressed in terms of digamma function, 'are also Se tiene el siguiente resultado clásico, bastante 
generalized. Furthermore. integrals that  involve conocido, que da la suma de una serie infinita en 
confluent hypergeometric series and generalized Jacobi's términos de la función digarnrna, 
functions a r e  evaluated so that  severa1 known results 
come forth a s  particular cases. 

m ( a )  

1. INTRODUCCION con Re(c-al > O. c t O. -1, -2. .. 

Esta fórmula fue redescubierta a l  t r a t a r  de calcular 
Recientemente s e  encontró que la suma de varias sumas de series infinitas usando el cálculo fraccional. 

series infinitas podían expresarse en términos de la  
runción digamma. En los t rabajos de investigación 
presentados por Kalla y Al-Saqabi (31 y Srivastava [lo] Kalla y Al-Saqabi [31 aportaron una demostraci6n 
se consideró este  tipo de series cuyas sumas sirven de alternativa sin aplicar los operadores del cálculo 
apoyo a l  Análisis Matemático con ,aplicaciones en el fracciona1 y, obtuvieron además nuevos resultados 
Análisis Numérico y en la  Teoría de Probabilidades. valiéndose del mismo procedimiento. 

Otra de las relaciones funcionales que s e  obtiene Utilizando el método de Kalla y Al-Saqabi 131 s e  
os el estudios sobre integrales de la forma derivan las sumas de las siguientes series infinitas 
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I+a-b, I+a-c cso 

con Rela-2bb-2. 

Usando [8.p.535(21)1 se tiene que 

- b 
a-b a [Wl+b)+7l - - [B(l+a)+yl a-b 

wn a t b y 7 es la constante de Euler-Mascheroni. 

con Re(a-2bb-2. con b t 0.-1.-2,.. .. 
Aplicando el mCtodo de Kalla y Al-Saqabi y usando 

[8.p.535(16)1 en (b). [8,p.491(8)1 en (c). [8,p.547(7)1 
en (d) y [8,p.494(3)1 en (e) se obtienen los resultados 
deseados. 

En 1970, Per Karlsson 161 demostr6 que si 
Reí-a)>m +m +...+m -1 y . mi,, m2 ..... m son enteros no 

l 2  P D 
negativos. entonces 

r ( l + a )  [*(T) - .(,+a) 

2.l-(1+ ;) 

con (I+a) t 0.-1.-2. ... 

1 

TEOREMA 

Si Re(l+b)>O, bl.b 2,..., b + 0,-1,-2. ... Y 

m .m 2..... m P son enteros no negativos. entonces 
ía) 

- 148 - 
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Dnnostracl6n: 

Aplicando el mCtodo anterior y usando (1) se obtiene 

(bl-bIm ... (bp-bIm Nota: 
1 ' [*(l+b)+vl ........... (2) - ( b  i)m ...(bp)m 

Los resultados (2) y (3) generalizan los resultados (i) 
y (TI. respectlvamente. demostrados antes por Kalla y 
Al-Saqabi en 131. 

m (b), (b1+rnl), ... (bp+m 
3. INiWRALES CON FUNCIONES 

P n HIPUIGMMFIRICAS CONFLUENTES. 1 n(b+1ln (b1In ... ( b  1 
n=I P n 

En esta sección se evaluarán integrales de la forma 

con @>-1, b.c 0.-1.-2 ..... p=1.2 y 4(a;b:x). e(-n;c:x) 

1 
a,  b. bl+ml. .... b +m son funciones hipergcomCtricas confluentes. 

! ( p z F 9 ~  [b+l, b b2.  .... b~ p:l]-l} Para el c&lculo de la httegral (4) es conveniente 
estudiar en primer lugar la integra! 

con p>-1, b.ct0,-1 ... 

Ya que M (BI = - dP  IA(B)I 
dsp 

Usando (1) se obtiene que 

Gatteschl 111 demostrb que 

con cr,a+l>-1 y L(='(x) es un polinomio generalizado de 

Laguerre. 
- - 

Resolviendo la derivada parcial y evaluando en a 4  se 
obtiene el resultado (2). 

De [9,p.200(1)1 s e  tiene que 
TEOREMA. 

Si Re(a)>mI+m2+ ...+ m -1; bl, b 2... . . b +- 0.  -1.-2 ,... y 

ml. m z...., m son enteros no negativos. entonces 
P 

Sustltuyendo (8) en (7) se tendra que 

con a+p=@. Re(B)>-l. &-l. 

Haciendo a+lr: en (91 resulta que 
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con Re(@)>-l. c f 0,-1,-2 ,... con (c-1-8-k) f 0,-l. .... (1-111 si nal, Ba-1, 
b.ct0,-1, ... 

Para calchar la integral ( 5 )  se sustituye el 
desarrollo serie de la funci6n @(a;b:x). la cual 
converge para todo valor de x, se cambia el orden de la NOTA: 
integral y la suma, lo cual es posible hacerlo por la 
convergencia absoluta, y resulta Las fórmulas obtenidas son bastantes generales y 

engloban, como casos particulares. resultados publicados 
m ( a l k  m recientemente por Gatteschi [l].  Kalla y Conde [41 y 

A(B) = 1 -rr k ! b k  J O xBek e-x((-n;c:x) dx Pittaluga y Sacripante I71. 
k=o 

con B>-l. b,c f 0. -1.-2 ,... 

Si se cambia B por B+k en (10) se obtiene el valor 
de la integral, es decir, 

4. INTEGRALES CON FUNCIONES GENERALIZADAS 

DE JACOBI 

En esta sección se presenta un estudio sobre 
integrales que estdn relacionadas con el producto de dos 

Usando [ll,p.16(3) y p.17(8)1 y efectuando las funciones generalizadas de Jacobi y definidas mediante 
operaciones se obtiene la solución 

con B>-l. b.c f O. -1,-2 ..... (p+2-c-n) f 0.-1.-2 .... 

Por (6) se tendrd que 

con (c-1-8-k) 0.-l. .... (1-n) sl nal, 82-1. 
b,cfO.-l.-2. (13) 

Derivando M,(p) respecto de /3 resulta que 

con X=a+B*l. 

(161 

con 7 = p+u+l, v,p arbitrarios. 

Se evalúan integrales de la forma 

con Re(a)>-1, Re(b)>-1, a.B.p,u>-1, Re(q-o-d)>O junto 
con sus derlvadas parciales respecto de los pardmetros a 
Y b. 

Para calcular (17) se sustituye (16) en la 
integral, se cambia el orden de la integral y la suma. 
lo cual es.  posible por la convergencia absoluta ya que 
Retq-u-d)>O, y evaluando la integral según el resultado 
12.p.124(9)1 se obtiene 
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Si se  deriva (18) respecto del parárnetro a y se 
denota la integral mediante 

se obtiene que 

con Re(a)>-1, Reíb)>-l. a,@,p.u>-1 y r=pw+l. 

Usando los resultados (19) y (20) se pueden 
calcular las siguientes integrales: 

Análogamente si  se  denota mediante 

la .integral que resulta de derivar la ecuación (181, 
respecto de b, entonces se encuentra que - Si v=O en (18). (19). (20). (21) y .(22) se obtendrán 
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los resul tados  (9), (10). (11). (12) y (13) encontrados 
por Kalla 121. 

- Si  c=p y d-q en (18) s e  obtlenen integrales que 
involucran' e l  producto d e  dos  funciones de  Jacobi. 

- Si  v=n y p=m en  (18) con n y m enteros  no negativos. 
s e  obtienen Integrales que involucran e l  producto de  dos  
Polinomios Generalizados d e  Rice 151. 

- Si  c=p. d=q. p=O y v=n. donde n e s  un en te ro  no 
negativo. entonces s e  obtienen l a s  integrales evaluadas 
por Gatteschi [ll. 
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