Rev. Téc. Ing., Univ. Zulia
Vol. 14, No. 2, 1991

LEDA GALUE L.
Divisién de Postgrado
Facultad de Ingenieria
Universidad del Zulia
Maracaibo, Venezula

RESUMEN
En este trabajo estudiamos una integral
generalizada de radiacién de la forma
b 2 \H
1 [ a,b,p,)\,p] =?J x* (x*+p) 7 * [l - »z(—z—] x
«,B,7 nl, b
22
F [a.B;T;- ——‘—] dx
2 3 2
X +p
donde p>0 § 0 <a=Db <
u > -1 - -1 < A < 2a—2u—1

y zFl(a,B;w;t) es la funcién hipergeométrica de
Gauss.

Casos particulares de esta integral han sido
considerados por varios autores, incluyendo a Hubbell,
Kalla, Al-Saqabi y Conde, y aparecen en problemas de
radiacién . Para esta integral generalizada derivamos
su representacion en términos de la funcién dee Appell

y obtenemos la transformada de Laplace del producto de
dos funciones hipergeométricas confluentes 1F' . También
se presenta su desarrollo en serie y se mencionan

algunos casos particulares.

2. ABSTRACT

In this work we consider a generalized integral
radiation of the form

b 2\
i [a,b,p,k.u] =EI A (x%+p) ~© [1 . xz] ;
a,B.y an 2 b
a2
F [a.B;v;- ——] dx
21 2
X +p
where p > 0 » 0 <a =b«<w

u > -1 4 -1 < A < 20—2u—1
and 2l-'l(ac,B;‘a';t) is the Gauss hypergeometric

function.

UNA GENERALIZACION DE LA INTEGRAL DE HUBBELL

Particular cases of this integral have
been considered by various authors, including Hubbell,
Kalla, Al-Saqabi and Conde, and appear in radiation -
field problems . For this generalized integral we
derive its representation in terms of the Appell’s
function F2 , and obtain the Laplace transform of
product of two confluent hypergeometric functions 1Fl-

Also its series expansion is presented and some

particular cases are mentioned.

3. INTRODUCCION

La respuesta I(a,b) de un detector de radiacién
unidireccional a una altura h directamente sobre una
esquina de una fuente rectangular plana isotrépica
(placa) de longitud 1 ,ancho w y distribucién uniforme
0 puede ser expresada como [1]

I(a,b) =

a>0, b >0
donde a = w / h § b=1/h

Este trabajo trata una generalizacién de (1) ,
definida por la integral,

b
2 \p
a,b,p,A, T ca A 2 - _ X
I[ ]'TJX(x+p) [l 2] x

o,B,7

b
0
a?
. [a.B;w;- 2—] dx ()]
x“+p
con p>0 i O<a=b«<w
Bl . 1 <A< 20-2u1
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dondezFl(a,ﬂ;nt) es la funcién hipergeométrica de

Gauss.
De (2) obt como ca particulares, usando la
identidad:

are tg z = z F (1,1/2;3/2 -z%) @A)

los siguientes resultados:

[ [2PPAH]
1,172,372

b
SR xk[l-—i]“arctg[ = ]x
4n Y b2 /xz+p

o (4)
2
x° +p
y b
I [a,b,l,0,0] __c are tg[.—3] ;
1,172,372 4n o /xz i
dx
v x2 + 1
= I(a,b) (5)

Seleccionando valores apropiados paralos parametros
B y 7,(2) reduce a diferentes integrales con
potenciales aplicaciones en problemas de campo de
radiacién de fuente,protector y detector de
configuracién especifica. Tales resultados son ademais
utiles en iluminacién y en ingenieria de intercambio de
calor [1,2].

La transformacién simple de la funcién
hipergeométrica:
F («,8;7;2) = (1-2) -Birs — -
JF@Biv;2) = 1-2) " F [a.v Bivs ——; (6)

con | arg(l-z)| < =n

produce el resultado

b
I x> (xZepra®) ™™«

o

a,b,p,A,u| _ __0a
a,B,7 4n

2

a
x> ¥ F [ea-Bivi——] & M
L-— x“+p+a
b
y como
arc sen z = z zFl(l/2,1/2;3/2;zz) ®

tenemos
. b 2
a,b,p,A,u]'_ _ ¢ A , - X “x
172,1,372 4n b?
1]
arc sen{ = ] ax ®
v xz+p+a2

Podemos expresar (7) en términos de las integrales
elf{pticas completas de primera y segunda clase,

K(z) = 5 F(1/2,172;1;2°)  |arg(izz)| < x 10)
E(2) = - F(-172,1/2i1;2)  |argliz2)| <n an

en la forma siguiente:

b

a,b,p,A,u| _ ca A 2 2,172
. [1/2.1/2.1] = 2 J" (x"+p+a’) x
2n
o
[1 . X ]“ LS [—a—] dx 12)
b? v x24rp+a2

b

a,b,p,A,u _ oca A 2 2,172
l[-—l/Z,l/Z,l]- = Jx (x“+p+a”) x
2n
0
[ 1 x* ]“ E [—a] dx (3)
- —————
b’ v xz+p+az
Si hacemos « = -n, ¥y = atl y reemplazamos [ por
n+ta+B+l en (2), obtenemos:

i b
a,b,p,A,n _ oca n! A 2 ean
. [—n.nﬂuﬁol,awl] T T4an  (a+1)n J‘ X (x"+p)" x

0

2 M (e, B) 2 2
[l- x ] = [ x“+p+2a ] dx (14)
2 2
b X +p
(a,B)
donde Pn (x) son los Polinomios de Jacobi

def inidos por:

(a,B)

P o (%) = SEH)aF

=3 2 1[-n,nﬂx+ﬁ+l;a+l;

1-x
2 ] (15)

Escogiendo valores particulares de a« y B, podemos
expresar (I4) en términos de otros polinomios

ortogonales, tales como Gegenbauer, Legendre, Chebyshev,
etc.

4 -1 a,b,p.A 1 en términos de la Funcién F_ de Appell
8,7 2

Sustituyendo en (2) a 2l-"l(tx.B;y;z) por su representacién
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integral tenemos:

b1

a,b,p,Au|l _ oa r'(y) A a8 x
’[a.ﬁ.w ] an TR (A H X (-0
oo
2 \p
[ 1L "2 ] B! (xPepra®t)™® dt ax
b

haciendo el cambio x=bvV' Ty usando la representacién

integral de la funcién l-‘z de Appell [4]:

A 1
I [a,b.P.A, ] _ oa pAel r[—Z— 9 ] Flel)
B,y 8 p“ r(‘" _;_ + %]
2 2
1 A 3 a b
Fz[a,ﬁn 5 Yo R ¥ 5= e 3 p_]
Tomando p=0 en (16) tenemos: (16)
I [a.b.P.X.O] _ oa p* 1 .
«,B,7 PR A+ 1)
A 1 A 3 a’ b2
Fz[“-"' e B e el ] a7

que es un resultado dado por Kalla [S].

5.- l[?’brp|A-“

SR ] como una Transformada de Laplace

respecto al pariametro p

De (2) tenemos que:

b

a,b,p,A, x .
o [lma s Jx WP
¢ 2
2 B Bl
[,_ x ] ZFl[l.B.v, B ] dx
b= X +p
b
( [a.b,p.A.u . _oa r(y) x|
1,8,7 it TEITG-gy | X (P
0
’ “ 1 2
-1
1 - X ] “’tﬁ_l(l-t)rﬁ"[lo, :—t] B}
. b 0 . X +p
= 2
ca r'iy) A x H
(t} dx —an T(BIT(7-B [x [1 =) 2 | x
1 ) 5 5
{Jtﬁ-l(l_t)V-ﬁ-l[J' e-u(x +p+ta )du]dt} i
0 Q
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intercambiando el orden de integracién, en base a la
convergencia absoluta de las integrales involucradas,

] b
a,b,p,A,n ca ry) -up A
1 [1.5.1 ] r rETGA | ¢ ks
0

(]

u 2 1 2
] e-ux [ J tB—-l(l_t)"—-ﬂ--l e-ul t dt
0

2

-
b
dx} du

haciendo el cambio _x=b'rl/2 y de la definicién de la
funcién hipergeométrica confluente nos queda:

2

— F(p+l
t [a.b.P.?«.n] _ _coa [2 ] Lok R
1.8,7 U
8n 2 ]
00
I e P 1FI(B;7;- ua?)  «x
)

A 1, AT T8 ubt a8)
Fl[T¢—2—-,u+ 2+2 H ub]du
Comparando (16) y (18) obtenemos que:

)

L[ 1l-‘l(B;r;- ua?) x

A 1 A 3, a2 1
xF;[_‘z I T o B ub].p]' p X
A 1 A 3

Fz[l'B' o mhie phil i ahils A
a’ b’
~p *p (19

6.- DESARROLLO EN SERIE.-

De (2), expresando a 2F'l(aL,B;a';t) como una serie e
intercambiando el orden de la integral y la suma en

virtud de la convergencia absoluta, tenemos:

]
1 [2BPAH ca ()i (Bl 2k
B,y 4 )k k! -
k=0
b 2 "
[ x (c%+p) " [ L= ] dx
b2

0

haciendo el cambio x=bY¥ T y usando la representacién
integral de la funcién hipergeométrica de Gauss,
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tenemos:

A 1
: [a,b,p,A.p] L oa F[T + T] T(u+l) bA.l . . "
a,B.7 X 3 « a,b,p,A,p
B r["'T’T] P 'eg2” ]'
@
Z (a)x (B)k _at)® . @
ekt
L v W . ga_ A (@k (Bl (-a)*
= 8n ok
= (2)x k! p
Folask, A o L A, 3 b (20) e
1 g Yttt T
A 1
{ r -t = -a-kJ T(u+l) (bz]-a-u
A 3 P x
Si en (20) hacemos p=0 queda: r[‘“ 2 * 2 -k]
Xk i
l[a.b.P.A.O] . _oa b Z ';a)l Bl " : A
«,B,7 4n o Ik ki i = . 1
(et % £ oy (oo - ek 30 Lo =
2 k 2
a A 1 A 3 b
[' P ] 2F [“”"T ¢t tar T]
A 1 A 1
*I‘[ 2 Y3 r(“*k‘ =5 ermh [ b2 ]-A/z-uz
¥ [a.b.p.R..O = u [2Bpax I (atk) P
w8y | «,B,7
que es un resul tado dado por Kalla [S]. ) ) A . 1 _X_ . 3 o p il
b (el 2072 T"‘"?
Por lo tanto

; [a\b.p.0.0] =

1.B,7 Haciendo p = 0 en (21) obtenemos:
a,b,p,A,0 a,b,p,A oca Al
H = b
- - [a.B.r ] - [a.ﬂ.r ] 4n *
H [l'ﬁ'p' ] [arc tg ]+
o7 AxVp ==
Zm (k (B)x (-a*)¥
= 2 \k 2 e () Lxn ) x
cab (B)x (_ _a 1.3 _b] ; ek
an G« p [ P ] ZF‘[“.k' 22" p k=0 (rde ki B
k=1
{ 1 bZ -k
y x
A+ T-2a-2K) P
b,1,0,0
I [a. »1,0, ] - A i x . 5
1,172,372 zFl[a+k,a+k- 5= - __2_;0“1(_ 5 ,T;_ bZ] Py
a,b,1,0 - - _9a arc tg b ¢+ A 1
ik - e - (o] e 4 4]
x
@ 2 T(a+k)

25k
cab (-a") | S
4n Z Zk+1 zF‘(“k' - S L ] 2 \-A/2-1/2
[+
P

Usando la transformacién [ 6 , pg. 249 |

r(c) r(b-a) . . -a el cual fue dado por Kalla [5] .
F labiez) = Eoyrgy (2 =
1 (c) r(a-b) -b
zFl[a.ao-l-c;a*l-b;—z-] ¥ TF(c-b) F(a) (-z) De (2) tenemos que:
" Wybh,p,A,u a,b,p,A ca
| lim l[‘ ]-lim H[ B
zFl[bvl-c.b;bH-a;—z—] blw s B ¥ bsw By 7 w7
o~ DB e
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A 3 A 1
r['z—’ Z ] r["‘"z_' T] i
Fla) (A+1) pa-)uz-llz
2
A 1 a
zFx(ﬂ'a_ 2 T "z ]

De (20) y usando la relacién [ 6, pg. 247 ]
—_ = Ci=ai P .
oF (e,Bi752) (1-2) 2Fl[y-a,3,1, _z——l_] )

|arg(l-z)| < =

obtenemos:
A 1
l[a.b.p./\m], Ja FL—Z +—2J I(p+l) : b)"l
o,B,7 A 3 a-A/2-1/2
8n F[;n T + - ]
= 2
Kk
I - o S D A
k=0
A 3 X 1 2
E [w >+t 5wk, 4 e A, 3 b
21 z "2 z P i —
b"+p
y para p =0
- a,b,p,A,0 _ _ca b7hl
«,B,7 4n (A+1) pa-?\/zq/z x
o
(ax)k (B Gl 2.-As2-172 -~
(7)x k! = (p+b”)
A 3 A 1 A 3 &
z"l[T* 2 TRty i — )
b +p

De (2) y usando la relacién [ 6 , Pg- 248 ]

2Fl(ot.,ﬁ;',r;z) = (1-z)7 %P ,F (r-a,7-Biy;52) .
‘Iarg(l-zll <m

obtenemos que :
b

a,b,p,A,u| _ oa A 2. B-¥ x2 P
[a.B.V ] = J x (x"+p) [l— —4b2 ] i
0

&
2 y-0-
(x*+pra®)? B 2F1(1-a.7-5:7;- %] dx
X +p

Usando el desarrollo del binomio para

2 2,7-a-f
(x"+p+a’) obtenemos:

a,b,p,A,u 2y-2a-28 a,b,p,A,pu
1 PRy
[a.8.1 ] = ' laigircan] *

b

o«
o ie2y-20-28 2[7-:-313—21( < (x2+p)ﬁ‘74k
4n o

0

T-B,7-a,7

@
o 1+2y-20-28 r-a-B -2k
e S
k=1

b
j ¥ (xz+p)B_7'k

]

H[a.b.p,)\] = g2¥-2%-28 H[a,b,p,h ]

2

Fl[v—a.v-ﬁ;w;- —: ] dx , p < a’-b
x“+p

2

el cual fue dado por Kalla [5].

7.- CASOS ESPECIALES .-

En esta seccion mencionamos algunos casos
particulares de los resultados generales aqui
establecidos.

De (19) con =B+l y del resultado

ll"l(a;aH;-)() =a x = y(a,x) (23)

tenemos

L[u_s 1(3;\!32) IFX[T * ——z—;“

>
w

N
N

= 187 =
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A 1
FZ[I'B' T* 2 iBel,pu+

2
i 3 X ] 1 A 3
- | St : S . 2
z 2 P P + 2-“*7*—2—.-ub);p -
(24)
2 a 1 A
. A F L R =
De (24) con pn =0 y de (23) : = Fz[ 5 5
e A 3 a? b2
o NEWE .
A 1 (29)
2
¥(B;ua’) 1(——2— + ——iub ] ;p]
i De (19) con pu = 0 y del resultado (23)
2 323 b}“x x F [lvav—%- +
ST P B ?
-A )
L|u™?* szF (Bix;- ua®) 1(—L P ;ubz];p |
1 A 3 i b’ 1 ) 2
bl hegit g T ) Asi
(25) 2b

A+1) p ™

Si en (25) tomamos A=0 y usamos el resultado [7,pg.262]

2
_ 3 a’ b2
+ - — -
1’[—; .xz] = Vv n  erf x (26) 2 P P ] (30)

se tiene:

De (30) con A =0 y usando el resultado (26)

Ll #1722 (g;ua?) erf(bv u) P]
L

L[ iy JF(B303- wa®) et by ) p]

2
= _Z‘Pa_——g—— x ‘—2—% x
v pB v
2 2
LI 3 LT ,,b_] (27)
FZ(l'ﬂ'—_i— e P ? F [1 B,—L 3 a’ b2
2 P .1.———2 {5l P = P '] (31)

Haciendo B=1/2 en (27) y en (24), usando el resultado
(26) obtenemos respectivamente:

De (19) con =8 :

unz A 3 A 3 2
4ab L[e- F [— Ut —— + .- ub ] ; p]
l_,[u'l erf(a¥ u) erf(bvV u’) ; P] - L 1| 2 2 2 7

n P
1
- x
(p+a?)
2 2
11 3 3 __a° _ b ] (28) F A 1 A 3 B
Fz(l’T'T e I P P I 2 l[l, 5= ¥~ o g = ] (32)
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donde se usé la identidad

Fz(a.b.b‘;b.C'm.y) =

117" zFl[a.b';C': l’-,x]

Haciendo pu=0 en (32) y usando (23)

2
-Az2-172 ~ua A 1 2
L[u e 1[-2— O-_T,ub ] .p]
2 blvl

(A+1) (p+a?)

F A 1. A 3 b 3%
“["z bl ke EA L —T]."

Los resultados (25), (28) y (33) fueron dados por Kalla
[sl.

De (19) con B=y/2 y usando el resultado [6,pg.274]
lv(z) =

v
(z/2) z 1 | 5
Ftosi e 1F1[V + 5 ;2v+l; -2z,

|arg z| <=

obtenemos

2 2
1/72-972 -ua“ /2 ua
L| u e 11_1 (—2-] x
2
A A 3 2
lrl[z’z"‘*T’z"“b]”’]
5 g L= =1 )
7+l
2 P
e A
Fz["z'z b R e
2 2
3 a b
g - (34)
2 P P ]

De (34) con pu = 0 y usando (23)

2
L[u—vxz-)\/z gus /2 7[; . :ll ;ubz] .

A+l 22-7

uaz b
L [—‘z ]"’] T g e T ) r[—?”—‘—

2

Py o A 1 A 3
A e il o
2

a

2
b
De (19) con A = 1, u = -1/2 y del resultado [6, pg.272]

3 2
F(z) = z xFl[l;T;- z]

donde F(z) es la integral de probabilidad de argumento
imaginario, tenemos:

L[IFI(B;r;-uaz) u'? F(ovu ) ; p] i D "
P

2 2
F 3 a b
z[lvalv1-Tl- P )= p ] (36)
De (19) se tiene que :
00
J e™P FBivi- ua®) «x
0
A 1 A 3 2 1
1F1[—2— + T'“ L e ub ]du--—p x
2 2
A 1 A 3 a b
FZ["B' Zt et iy ]

Usando el resultado [ 8 ,pg. 366 ]

F (a,bb’c,c’ix,y) = (1-y) " x

F_|a,b,c’-b’;c,c”; x o y
2 1-y y-1

se tiene:

A
L Fz[l.ﬂ.uﬂn.u*T
p+b
2
T SN i ](37)
2 p+b2 p+b

Tomando lim p-~0 en (37):
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(38)

A 1 A 3 2
xe[z Pk e ”b]"“
1
= X
b2
A ! a’
FZ[I-B-M*l;V.}H gT W~ — .l]
b
Si en (38) tomamos pu=0 y usamos (23)
(-
-A/2-
J u 7 F (Biy;-ua?)
1
0
A+l
A 1 b2l du 2 b -
1[2*2'“"] = TG *
A 3 a’
P (e g e 3 21
b
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