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Resumen

En el presente trabajo se evalian cierto tipo de integrales definidas, usando resultados conocidos
sobre Integrales Elipticas. Tales integrales aparecen frecuentemente cuando se efectiian los calculos del
angulo solido de sistemas 6pticos y su solucién no aparece en tablas matematicas.
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Evaluation of Integrals with Trigonometric
Functions

Abstract

This paper evaluates some definite integrals involving irrational trigonometric functions. Some
known results on complete elliptic integrals are used to obtain the desired results. Results of this type
are encountered in calculation of solid angles in the optical systems.
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1. Introduccion

Frecuentemente en el analisis optico se
encuentran cierto tipo de integrales definidas
con integrando irracional que no aparece su
solucién en tablas matematicas conocidas.

James Evans [3] evalua estas integrales
utilizando el Teorema del Residuo (analisis
complejo), el cual resulta ser un trabajo muy
extenso.

En este trabajo se resuelven estas
integrales mediante el uso de resultados
conocidos sobre Integrales Elipticas [1,2,5,6.7].
Cabe destacar que todas las integrales de este
tipo se pueden expresar mediante integrales
elipticas completas, completas complementarias
o combinacion de ellas o mediante integrales
elipticas generalizadas.

Definicion de Integral Eliptica:

Si R (x.y) es una funcién racional de x e y,
donde y es un polinomio ctibico o de grado cuatro
en X, entonces la integral

fR(x.y)dx (1
se denomina una integral eliptica [1].
La funcion
Fix. k=" dx k<1
o J(1-x2) (1-k?x?) (2)

se denomina Integral Eliptica de Primera Clase
[1,2,7], equivalentemente se puede expresar

_[* de
e f" Vi-k?sen? 0

R A !
donde x = senf

La cantidad

K=F(1,k) = F(n/2,k)
(3)

es llamada la Integral Eliptica Completa de
Primera Clase, y la cantidad
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1 1y =
K'=F(1,k") = F(n/2,k') @)

es llamada la Integral Completa Complementaria
de Primera Clase,

La funcion

B k= [ g jaq
V1 ~X*

se denomina Integral Eliptica de Segunda Clase,
su equivalente

E($, k) = f:\/l—;‘c‘zsenZ 06d6 , k%<1

Las funciones

E=E(1,k) = E(n/2,k) ©)
= E(1,k") = E(n/2,k') (7)

donde k' = 1 - k? son llamadas respectivamente

la Integral Eliptica Completa y la Integral Eliptica

Completa Complementaria de Segunda Clase.
Ademas, tenemos que [4]

K=F(n/2,k)

= 5.F1(1/2,1/2;1; k%) ®)
E=E(n/2,k)
= ELF (1/2,-1/2;1; k%) )]

Integral Eliptica Generalizada de Kalla,
Conde y Hubbell. Se define por [5]:

R, (k,a,Y)

- [rcos™ (0/2) sen™* (8/2) 4

. pet
(1-k%*cosf) ?
0<k<1 , Re(y)>Re(a)>0 , Re(p)>-1/2
Las integrales elipticas completas de
primera y segunda clase surgen como casos
particulares de esta formula.

2. Integrales
Las cuatro integrales a evaluar son ;

N; = f:ﬂ va+cosB8dO ,a>1 (10

N, =f2" ya+cos?8d6 ,a0 (11)
D ,a>1
) fv Ja * cos ya + cos @ 0
ax
D, = fa »a>o (13)

,/a + cos’ 0

N1=2n¢5[1—z

donde N se refiere al numerador y D al
denominador y el subindice nos indica la
potencia del] coseno.

Evaluacién N
Tenemos que:

Zn
N, =fo yatcosB8do a1

usando el resultado (8]
fx Ja + bcost dt =2 Ja + b E(x/2,k)
[a>b>0, 0<x<m]
k:
a+bhb (14)
nos queda:

, =4 Ja+l E(n/2,k) , k= ‘/ a2+1 -

en términos de la funcion hipergeométrica de
Gauss

N, = 2n Ja+1 2

F (-1/2,1/2; 1'—TI)(16)

usando [4]

Jila, B;2B;z) =

(1-2/2)7% 1@(%, 22Lip+1/2 ({_’—2)2) (17

y expresando en serie

= (-1/4), (1/4),
N, = 2% V& [1+r§ Y oo ] (18)
donde
= LlA+k) _ A+k-1
(A) T A(A+1) ... (A+ ).
k=1,2,3...(A), =1
desarrollando resulta
- 2(4n - 2) 1

a1 (64)" (2n-1)¢
(19)

Este es el resultado dado por Evans [3]
utilizando el método de variable compleja.

(nt)? a*r
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Evaluacién de Nz b, =28 . pi1/2,.1/2;0:—2 )
va+12 a+loon

N2=f:x\/a+coszﬂd6 , a0
fo Viza+1) v+cosdde (20)

NZ = i
V2
usando ec. (14) nos queda

N =ayaTI E(m/2,0 , k= o)

a+. ¢

en términos de la funcién hipergeométrica a2

Gauss [1,2.4]
N, =2m Ja+1 ,F, (-1/2,1/2;1; ail)
(22)

usando ec. (17) y expresando en serie, resulta
= (-1/4), (1/4),
5 |

£1 (n1)? 2?7 (a+1/2)?"

N, = 2n Ja+i/2 2(1 +

(23)
desarrollando
N, = 2r Ja + 172.
- 2(4n - 2) !
1- -
( ,; (256)7 (2n - 1)! (n!')? (a + 1/2)’"]
(24)

igual al resultado obtenido por Evans .
Evaluacion de D)

=f2*d70
o Ja + COSs H

usando el resultado [8]

X . a1

[[-=2t -_2_ r2.0 , k22
o Ja * bcost Ja + b atb
[a>b>0 , 0< x< x] (25)
nos queda
= 4 = 2
D, ‘/a_+1_F(n/2,k) o kK R
(26)
en términos de la funcién hipergeométrica de
Gauss

usando la ec. (17) y expresando en serie, resulta

2n = (1/4), (3/4)
D. = 2% |9 % n n
' \/5( ; (n!)? a*" ] @8)
desarrollando
5 o 25 2 (4n-1) !
1"l & 6" (2n-1)t (a7 a
(29)
Evaluacion de D2
DZ = fzn#e_ o a>o
° Ja + cos? gd’
D2=2ﬁf°y/(2a+l) + cos ¢ (30)

usando la ec. (25) resulta

F(n/2,k) k=1/a_}1 1)

en términos de la funcién hipergeométrica de
Gauss

= A

by = —

2T

ya+l

usando la ec. (17) y expresando en serie

o P«
o, = Fi(1/2,1/2:1 5)  (ag)

2n = (1/4), (3/4),
D, = 1
* Jarijz [ *,,Z.; (n)? 22 (a+1/2)’")
(33)
desarrollando
B - ot
* Jari/z
C 2(4n-1)1
1+
[ ,,2_‘: (n')? (256)" (2n-1)! (a+1/2)2"]
(34)
Resumiendo
N, = 2n J/a.
- 2(4n-2)1
1_
[ Z:l (2n-1)!(64)" (n!)? az") g
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N; = 2m Ja+1/2.

2(4n-2)1

D, = 2%

Ja

2(4n-1)! as1
(64)" (nt)? (a)*"

ik
{ +,§ (2n-1)!

27

Beom onfBa
\/a+172

§ *Z-: 2 (4n-1) !

n=1 (2“‘1) !

En todos los casos, nuestras férmulas
coinciden con los resultados obtenidos por Evans
usando el método de variable compleja.

Es interesante destacar que en las
integrales  estudiadas  anteriormente,  si
reemplazamos cos 6 por sen 6 en el integrando
obtendremos los mismos resultados.

Este trabajo forma parte del proyecto
aprobado por el CONDES.

Se agradece al Dr. Shyam Kalla su valioso
asesoramiento.

>0
(256)" (nt)? (a+1/2)’"] ¢
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