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Resumen
Aqui presentamos una generalizacién de los polimonios de Hermite Hy, (x). la cual definimos en
términos de la funcién Hipergeométrica Confluente ®. Deducimos su expresién en serie, su relacién con
los polinomios generalizados de Laguerre Lj (x) y demostramos su propiedad de ortogonalidad en (-,
=). Ademas obtenemos una funcién generadora, una ecuacién diferencial y una relacion de recurrencia.

Palabras Claves: Polinomios ortogonales, Polinomios de Hermite Funcién Hipergeométrica,
Funcién generadora.

A generalization of the hermite polynomials

Abstract

A generalization of the Hermite polynomials is considered in terms of the confluent hypergeometric
function ¢ We derive its series expansion. relation with the Laguerre polynomials, and the orthogonal
property. Further, a generating function, recurrence relation and the corresponding differential equation
are obtained.

1 Definici6n y Relaci6n con otros

3
PO“JlOmiOS Hl.l(x) = 2X H].ﬂ'(x) =12 [ ( x’,l) _xl
Definimos los polinomios generalizados de -
Hermite, los cuales denotamos por el simbolo. py (x) = 240 x3 BN S ]
Hon 1, a(X) . por T 2(a+l) (a+2) (a+1) 2
- Relacién con otros Polinomios.
% (x) =17 (2n+r) 1 (i) Sir=0y a=1/2:; Honsra (X) coincide con
. n! los polinomios de Hermite de grado par 2n, Han ()
(2x)"¢(-n ; e+l : x?) 1)

(i) Sir=1y a=1/2 ; obtenemos los
polinomios de Hermite de grado 2n+1, Han + 1 (x)
(ii)) Si sustituimos el resultado
[1,p.273(9.13.10)] en (1), obtenemos la relacién

donde r es un entero no negativo (fijo), n=
0.1.2..., &> -1 y x es un namero real.

Segun (1), parar = 0y r = 1 mostramos los

peiinciepolaouin. de Hapsr (x) con los polinomios de Laguerre
-Para r=0 %
U _ 2 x2 Hypop o (%) = (=1)"(20n+1) E (5 0y rp 8 (x2)
bealX) =1 H (x) = =22 : (a+1), @)
) " re N(fijo); «>-1. ne N y x real
H,l"(x) =12 x4 2x? +1 l Y

(a+1) (@+2) (a+1)
-Parar=1
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La igualdad (2) generaliza una relacién
entre los polinomios clasicos Hermite y Laguerre

[4.p.106(5.6.1)]

Si en (2). sustituimos x = 0 y
Ly (0)= (%% resulta que
‘ ('1)"(2n)!,sir=0
HZH.-I.III‘O)= n!

0 ,sir+0] (3
a>-1yn=0,1,2,.....

2. Una Funci6én generadora para

H2n4r.a(x)
De (1), usando la expresion en serie para la

funcibon @ [1 .p.260] y la relacion
(—n)pe= (—-jk;n’ resulta
= ekt

3 &k {aner) 127 2307

G (-1
Haper,a (X) RZ; (n-k) ! (a+1), k!

(4)
re N(fijone N,oa>-1yxreal

de la cual cambiando x por -x
facilmente la relacién

, obtenemos

H?.n+r.l(_x) = {=1)" Hzmr.ﬂ(x)

(5)
re N(fijo), ne Nyo>-1
Consideremos la serie

& (- D"Hant ra (0 2™ °
z 2n+n !

r=0

r N (fijo). Es facil probar utilizando el criterio
de la razén y el resultado [4.p.198 (8.22.1)] que
la serie converge parat eRy x> 0.

Si sustituimos Hgpira (X) segun (4) y
simplificamos, tenemos

e S HZn't,a(x)
(2n+1)
v (=1) * x®* g2
n=0 k=0 (n-k) ! (a+1)n k!
Si utilizamos el resultado [3.p.57(2)] y
separamos sumas, resulta
- (1" Hzn'r,u(x)
g (2n+r)!

v (£ (%2 £?)
(2xt) lg':) ! — (ﬂ"'l)k k! [6)

_XZ t?)

£2000 = (2xE)°

n=0

t2u~r=

=(2xt)T e gF, (—;a+l :

De (6), podeamos obtener la relacion

- (_1)" HZn*r,c(x) n+r
Z (2n+ ) 1 ¢
=0 n+r)?

= (2xt)* e T'(a+1) (xt) “J,(2(xt) )

=F (x,t,a,) i x, >0

re N(fijo), o> -1 (7)
si usamos el resultado [2].

I

Jil— i b: -2)

con ,-x2t? y b a+l
Por lo tanto

Fx.tor) = (2x)" ef e+ 1) () “Ja(2(xt)): x50

o> -1yre N (fijo): es una funcion generadora
para los polinomis Hanir.a (X).

- Casos particulares.
(i) De (8), haciendo r=0 y a=-1/2, se

tiene Flxt- 1o.0)= Vel Ixt1"aL v, (21xtl) de

donde usando la
2 "
Jw(2)= e cos(z) obtenemos una funcién

relacion

generadora para los polinomios de Hermite de
grado 2n ; resultado mostrado en [1,p.95]

Flxt- 12,0) = e?cos(2xt)

(ii) Analogamente si sustituimosr=1y o=
1/2 y utilizamos la relacion correspondiente a
Ji2 (2) [1]. se tiene que:

F (x.t,1/2,1) = e‘zsen(th). la cual es una
funcién generadora para los polinomios de
Hermite de grado 2n+1

3. Ortogonalidad de los Polinomios
Honir,o (X)
Consideremos la funcién W(x.a.r)=
2
e X ( xz)a— r+ Vo
a>-1,re N (fijo) (9)

y la integral

Ter = [W(X, @, 2) Hypop (%) Hypp (%) dx
(10)
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Al sustituir Hansra (X) ¥ Hamera (%) por la
relacion (2) y arreglar la expresion, resulta
1. = 21 (1)™2(2n+r) ) (2m+r) !
. (e+1), (@+1),
f x? (Xa)ul/z L (x2)
ysnhac os ¥ =
. 2 1)”""(2n+r) ! (2m+r) !
(a+1), (a+l),

fn'e'fr:' LE(E) LE(E) dE

Ly (x?)dx

de donde obtenemos

o ,S1n+m
I, = {2 Pla+n+s1)[ 2nenyt ] 0 0 -
ot (@+1), |’

(11)
reNf(fijo),ne N ya>-1
al utilizar la propiedad de ortogonalidad de los
polinomios de Laguerre [1.p.84].
Por lo tanto los polinomios Hzpsr,e (X) son

ortogonales en (-, =), respecto a la funcién de
peso Wix.oLr).

-Casos particulares
Sir=0ya=-1/20r = lya-— 1/2 :
obtenemos de (9) W(x.cLr) = X . Ia cual es la

funcion de peso para los pol!nomlos de Hermite
Hm(x) y ademas se obtiene la conocida relacion
[1,p.66]

ﬁ. para m par y m impar

4 Ecuacién Diferencial en
diferencias y relacién de
recurrencia para los Polinomios
Hon+r,a(x)

(i). Ecuacion Diferencial en Diferencias.
Considerando xt > 0 y derivando (8),

respecto de x y luego respecto de t ; obtenemos

—gi—j =2"T'(a+l) £ 8 et?

{r=a) =23 F (2xL) + x5572

— (-1)% (a+2k) (2xt)®2k
2 Kl T(k+a+1) (12)

r-a
at =2 (a+1)x

{2 (r-a) 5 3% F, (2x¢) +

t"‘“’etchtzxt) +tr-u—1et2 (13)

= (-1)*(@+2k) (2xt) %2k
Z kKIT (k+a+1)

Si multiplicamos-(12) por x, (13) por t y
restamos miembro a miembro, se tiene

aF ap

A
ax at B

(14)
De (14) y (7) al igualar coeficientes de
2™ obtenemos la relacién

X % Hypir,a(X) - (2n+1) Hyvz,a (X)

+2 (2n+1) (2n+1-1) Hy,,,, ,(x) = 0

n= 1260 :re N(fijo) (15)

(ii) Una Relacién de Recurrencia para
Honira (x)

Si partimos de la relacion (2). sustituimos
la relacion de recurrencia [1.p.79(4.18.15)] con z
=x* y de nuevo hacemos uso de (2) . resulta una
relaciéon de recurrencia para los polinomios
generalizados de Laguerre

(2+1) Hypner.e = (@+1+n0) Hypir,an

+ (Zn+r) (2n+r-1) Hypura a0
(16)
re N(fijo):n=12.... > -1
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