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Resumen 

Aqul presentamos una generalizacIón de Jos pOllmOIÚOS de Herm1te Hn (x). la cual definimos en 
ténntnos de la función HJpergeométrtca Confluente Cl>. Deducimos su expresión en serie. su relacIón con 

los polinomios generalizados de !.aguerre ~ (x) y demostramos su propiedad de ortogonalidad en (-. 

00l. Además obtenemos una función generadora. una ecuación diferencial y una relación de recurrencla. 

Palabras Claves: Polinomios ortogonales. Polinomios de HermJle Función HJpergeométrtca. 
Función generadora. 

A generalization of the hennite polynomials 
Abstraet 

A generallzatlon of the Herm1te polynomIals Is constdered 10 terms of (he conOuent hypergeometrtc 
function , We derive its series expanslon. relatlon with tbe Laguerre polynomíals. and the orthogonaJ 
property. Further. a generatlng funct1on. recurrence relatlon and the correspondlng dl.fTerenUal equaUon 
are obtained. 

1 Definición y Relación con otros 

Polinomios 
 H1 . " (x) = 2x H1 • a (x) =12{(II~Jl) -X]
Defin1mos los polinomios generalizados de 

HermJte, los cuales denotamos por el simbolo. Ff. (xl = 240 [ x
5 

- x
3 

+ xJ 
5 , " 2 (11+1) (11+2 ) (a +1) 2H2n + r. a (x) . por 

- Relac16n con otros Polinomios. 
(-1) n (2n+r) ! (1) Si r = O Y a= 1/2: H2n+.-,a (x) coincide con 

H Zn+ c . a (x) := ---'---"----'-:-- --'-­
n! los polinomios de Hennile de grado par 2n. H2n (x) 

(ti) SI r = 1 Y a = ) /2 : obtenemos los 
donde r es un entero no negativo (fiJo). n= polinomios de Hermile de grado 2n+ J. H2n + 1 (x)
0.1.2 .. .. a> -J y x es un número real. 

(ill) SI sustituimos el resultado 
Según (1). para r = O Y r = 1 mostramos los [l.p,273(9.13.10)J en (l). obtenemos la relación 

primeros poUnomIos. de H2n+r (x) con los poUnomlos de Laguerre 
-Para r= O 

(xl = ( - 1) n (2n+r)! (2x) rL~ ( x :l )2 X2 
- --2 HzCJ+c.a (11+1)" (2) 
11+1 

4 r E N(fiJo); a > -1 . n E N Y x real 

Ha.• (x) = 1 

2x
2

H (x) = 12 [ x _ .] 
4. G (11 +1) (11 +2) +- ) +1 ....,(-1I-'" 1~

-Para r = 1 
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La Igualdad (2) generaliza una relación 

entre los poUnomios clásicos Hermite y Laguerre 

(4.p.l06(5.6.1)) 

SI en (2). sustituimos x = O Y 

~(O) = (a+l)n. resultaque 

nI 


(- l ln (2n) ! Si or 0) 
(O) - 1 I

HZn.! 11 - n. . 
, 0,51 r t- (3)\ 
a , -1 Y n-O, 1, 2 I •• ..• 

2. Una Función generadora para 
H2n+r.a(x) 
De (1). usando la expresión en serie para la 

ción <b (1 .p.2601 y la relación 
(_ ,)Ie nl 


(-n)le = - -k ,resulta

(n- )1 

n ( _ l)n+k ( 2n+r ) !2l' xa.l' 
H2n+ r ... (Xl =¿ (n - k) ! (a+l) k k! 

Ir-O 

(4) 

r E N (Ojo): n E N . o. > -1 Y x real 

de la cual cambiando x por -x obtenemos 
fácilmente la relación 

(5) 

"" E N (Ojo). n E N yo.> -1 

Consideremos la serie 
n ( ) t 2n+ ri (- x1) H2n+ r.a 

(20+ r) r 

r E N (fijo) . Es fácil probar uUllzando el criterio 
de la razón y el resultado [4.p.198 (8.22.1)J que 
la serie converge para t eR y x > O. 

SI sustituimos H2nH.CL (x) según (4) y 
simpUflcamos . tenemos 

¿ ( -1 )" Hzn.r . .. (X) t2.n+r: = (2xt)l' 
n - O (2n+I) 

.." ( - 1) k X 2J< t ln 

~ ~ (n-k)! «1 +1) n k! 

SI uUllzamos el resultado [3.p.57(2)J y 
separamos sumas. resulta 

¿ ( - 1) n H2n .r:. .. (x) t 2D +l' = 

n~O ( 2n+r) ! 
- ( t 2 )n · ( - x 2 t 2 ) 

(2xt) r~ --rl!~ «1+1) k k! (6) 

=(2xt ) r e C' F (-¡(1 +1 : - xl. t 7. )
O 1 

De (6). podeamos obtener la relación 

t (- l) n H7n +T, er (x) t 2n • r 

n~O (2n+r ) ! 

(2xt ) r e e' r (1 +1 ) (xt) ,uJ (2 (xt )er 

= F (X, t , (1, r) ; x , > ° 
r E N (fiJo), (X > - 1 (7) 

si usamos el resultado 121. 
oF (-; b : - z) = r(b) Z ll-b)/2 _ (2.[Z ) ,

1 
J b 1 

con z = X2 t 2. Y b (1 + 1 

Por lo tanlo 

F(x.t.a.r) = (2xt)r ina+ 1) (xtf G.Jn(2(xt»:x.t> O 

o. > - 1 Y r E N (fiJo): es una función generadora 
para los pollnomis H2n+r.a (xl. 

- Casos particulares. 
(1) De (8): haciendo r = O Y a = -1/2. se 

tiene f\X.t. - V2.0)= 7t/ Ixtl v2J_vl(2Ixtl) de 

donde usando la relación 

J_ V2(z) = ( :z)V2cos(z) obtenemos una función 

generadora para los polinomios de Hermile de 
grado 2n: resultado mostrado en [l.p.951 

F(x.t.- l/2.0) = el'cos(2xt) 

(ü) Análogamente si sustltuhnos r = 1 Y a = 
l/2 Y utilizamos la relación correspondiente a 
JI/2 (z) (11. se tiene que: 

F (x.1.I/2.1) = /sen(2xt). la cual es una 


función generadora para los polinomios de 

Hermile de grado 2n+ J 


3. Ortogonalidad de los Polinomios 
H2ntr.a (x) 
Consideremos la función W(x.a.r)= 


e- x. 
2
(2)a- r+ V2 


(9)0.> -1 • r E N (8Jo) 

y la tntegral 

Iu,r = r:W(x, a, .r) H2n'r:. .. (x ) lizm•r .• (x) dx 
( 10) 
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Una generalizadón 

Al sustituir H2n+r.a (x) y H2m+r.a (x) por la 

reladón (2) y arreglar la expresión. resulta 
I "" 22[+1 (_1)m n( 2n+rl ! (2m+r)! 

G.r (/I+l) n (/1+1) m 

Jo-e -x~ (X 2 ).+1/ 2 L~(X2) L;(x2 )dx 


y si hacemos 2- = t 

L := 2,r ( - 1) m+n (2n+.r) ! (2m+r) ! 


a,e (/I+l}n (/I+l)m 


J,-e-tt l L~ (t) L: (t) dt 

l.d: ~onl::::~::) [' 	 1(2n'r) I ]/,:: : : : 

n! (a+l)n 

(11) 

r e N (6Jo). n E N ya>-} 

al utUi7..ar la propiedad de ortogonaUdad de los 
poltnomJos de taguerre /l.p.84J. 

Por lo tanto los polinOmios H2n+r.(l (x) son 
ortogonales en (-ca. ca). respecto a la función de 
peso W(x.a.r). 

-Casos particulares 

Si r = o y a = -1/2 o r = 1 Y a == 1/2 ; 


2 

obtenemos de (9) W(x.a.r) = e-o x • la cual es la 

función de peso para los poUnomios de HermJte 
Hm(x) y además se obtiene la conocida relación 
/l,p.66J 

lO e 	 "" Hm)' (x) dx I 2 m r;f_	 '" m. . v1t • para m par y m Impar 

4 Ecuación Diferencial en 
diferencias y relación de 
recurrencla para los Polinomios 
82n+r.«(X) 
(i). Ecuación Diferencial en Diferencias. 

Considerando xt > O Y derivando (8) . 
respecto de x y luego respecto de t : obtenemos 

dF = 2~ J'(a+l ) t r -a e r% 

¡
dx 


( r-a) Xc - a - l J .. (2xt) + 
xr-"-I) 
~ ( - l)k (a+2k) (2Xt)" '2Jc 
(;:o KI r(k ~a+l) (12) 

auF=2 T (a +1) x r ­
dt 

( r-a) t C-tJ- 1 X t 
2J .. (2xt) + 

2 ( 13) ~ t ,-.. -1 e c'J .. (2xt) + t r - .. -' e t 1 
~ ( - 1)K(a¡'2k) ( 2xt)U'2k
L kIP(k+Brl)
/(-0 

Si multipUcamos(l2) por x • (13) por t y 

restamos miembro a mlembro. se tiene 

x 	 dF - t dF ::: -2 t Z F 
dX dt (14) 

De (14) y (7) al igualar coeficientes de 

rnt- r. obtenemos la relación 

a 
x dX Hzn..c,a (x) - (2D+r) Hzatc,a (x) 

+ 2 (2n+r) (2n+r-l) H2atr-z . a {x} = o 
n =1.2....... : r E N (fijo) (15) 


(ü) Una Relación de Recurrencia para 
R2n+F.a (x) 

Si partimos de la reladón (2) . sustituimos 
la relación de recurrenda (I.p. 79(4.18.15») con z 
= x?- y de mlevo hacemos uso de (2) • resulta una 
relación de recurrenda para los polinomios 
generallzados de Laguerre 

( <<+1) H1n ,r • ., = (a+l+n) H7.n+f,".' 

+ 	 (2n+ r) (2n+r-l) H7.n',-7 . .,., 
( 16) 

r e 	 N (6Jo): n = 1.2...... • a > -1 
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