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Resumen

El tema de similaridad a contracciones ha sido estudiado por muchos autores (Nagy, Lebow, Rola,
Halmos, Foias y otros ) y el problema de decidir si todo operador polinomialmente acotado es similar a
una contraccion ha resistido el esfuerzo de eslos notables matematicos por mis de dos décadas.

Damos aqui una nueva demostracion del teorema de caracterizacion de operadores similares a
contracciones dada por Paulsen, ulilizando la caracterizacion dada por Holbrook para tales operadores.
También incluimos una breve discusion sobre los resultados obtenidos por otros autores sobre el tema
en cuestion.
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On similarity to contractions
Abstract

The study of operators similars to contraclions has been carried oul for many authors (Nagy. Lebow,
Rota. Halmos, Foias and others), and the problem to decide whether a polynomially bounded operator
is similar lo a contraction has resisted the efforts of these notable mathematical for more than two
decades.

We give here a new proof of the characlerization theorem of Paulsen for operators similar to
contractions, using the characterization given by Holbrook for such operators. Also we include a brief
discussion of the resulls obtained by other authors on this problem.

Key words: Contraction, similarity. completely bounded.

Introduccion La evolucion de los resultados obtenidos al
tratar de caracterizar los operadores similares a

Sean H.K espacios de Hilbert separables contracciones es la siguiente.

sobre los complejos y L(H.K) el dlgebra de todos
los operadores acotadosde Hen K. Te L (H) y Se L.
(K) son similares si existe un operador AeL ( H,
K) invertible tal que T = A 'SA.

El problema de caracterizar a todos los
operadores similares a una clase particular de
operadores ha sido estudiado ampliamente por
Sz-Nagy, C. Folas, J. Holbrook, V. Paulsen, entre
otros.

Sz-Nagy probo en [8] que un operador
TeL{H) es similar a un operador uniltario. si y sélo
si, existe k>o tal que || T"|| £ k para todon €
Z.

Si T cumple la condicion | IT"I 1< k para
todo neN y algun k>o, se dice que T es acotado
por potencias. El mismo Sz-Nagy [9] prueba que
si T es acotado por potencias y compacto, enton-
ces T es similar a una contraccion y conjeturé
que la condicion de ser acotado por potencias
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para T era suficiente para que T fuera similar a
una contraccion. Esto fue respondido de manera
negativa por S.R. Foguel en [2] quien mostré la
existencia de un operador acotado por potencias
‘que no es similar a una contraccion.

Utilizando la desigualdad de von-Neumann
[11] se prueba que todo operador similar a una
contraccion es polinomialmente acotado. A. Le-
bow [5] analizando el contraejemplo de Foguel,

prueba que dicho operador no es polinomialmen-
te acotado.

Gian-Carlo Rota, [7], prueba que si el radio
espectral de un operador TeL (H) es menor que
uno, entonces T es similar a una contraccién.

Sz-Nagy y C. Foias introducen en [10] los
operadores de la clase C, y prueban que dichos
operadores son similares a contracciones.

En [3] P.R. Halmos pregunta si todo opera-
dor polinomialmente acotado es similar a una
contraccion, hasta hoy no se ha respondido afir-
mativa 6 negativamente dicha pregunta. Aun
cuando existen respuestas parciales a ella las
dadas por J. Holbrook en [4] y V. Paulsen en [6].

En el presente trabajo damos una nueva
demostracién del siguiente teorema de Paulsen
|6, Corollary 3,5] que responde parcialmente la
pregunta de Halmos. En nuesira demostracion
utilizamos los teoremas 2.4 y 2.8 de Paulsen [6]
y el teorema 1 de Holbrook [4]. cuando Paulsen
[6] emplea dichos teoremas 2.4 y 2.8 conjunta-
mente con el teorema 3.1 de [6] y la desigualdad
de von Neumann [11] para deducir este resulta-
do. Aunque el trabajo de Paulsen [6] es muy
general, en este caso particular podemos probar
el resultado mas directo utilizando el resultado
de Holbrook [4] en vez de los argumentos de
Paulsen [6], donde resultados de Sarason sobre
subespacios semi invariantes se usan en la prue-
ba de su teorema 3.1.

TEOREMA 1. (PAULSEN [6]) Un operador
Te L(H) es similar a una contraccién si y solo si
T es completamente polinomialmente acotado.

Preliminares: A continuacion introduci-
mos las definiciones y resultados previos nece-
sarios para dar nuestra demostracion.

DEFINICION 1 . Sean Ay B algebras C'.
diremos que n: A»Bes un *-homomorfismo. si
© es un homomorfismo de algebras y ademas:
n(n')=( rc(a]).. para todo ac A Si Ay Bson unitales
exigimos también que n{lx)=Ip.

El siguiente lema es bien conocido.

LEMA 2. Sean Ay Balgebras C unitales y
n:A—B un *-homomorfismo, entonces | Inl|<.1.

DEFINICION 2. Sea A un élgebra C', una
representacién de A en H donde H es un espacio
de Hilbert. es un *-homomorfismo de algebras
n:A—L(H).

Dada un algebra ¢’ A. denotaremos por
My(A) al dlgebra C* de todas las matrices nxn
cuyas entradas son elementos de A.

Sean Ay Balgebras C"y ScA un subespacio
de Ay sea ¢:A — Buna aplicacion lineal acotada.
Definimos la sucesion ¢n: My(S) — My (B), tal que
si Ac My(S). entonces py(A) es la aplicacion de ¢
entrada por entrada. Entonces ¢ se dice
completamente positivo. si ¢, es positivo para
todo n (Aqui positivo significa que si a=0.
entonces ¢ (a)2 0 ). Diremos que ¢ es
completamente contractivo, si | lgy11< 1 para
todo n. Por ultimo, diremos que ¢ es
completamente acotado, si

sup (| 1@nli 7 n€N} < o0,

en este caso definimos la siguiente norma para
Q.
lelleh=sup{ll¢glla/ neNj

TEOREMA 3. ([6, THEOREM 2.4]) Sea A
un algebra C" unital, sea ScA un subespacio. y
L:S — L{H) una aplicacion lineal completamente
acotada. Entonces existe una aplicacion lineal
completamente acotada L:A — L{H) que extiende
aL, con | IL'| lep= | L1 | cb.

TEOREMA 4. (|6, THEOREM 2.8]) Sea A
un dlgebra C” unital y L:A — L (H) una aplicacién
lineal completamente acotada tal que.
1 ILI | cb=k. Entonces existe un espacio de Hilbert
M. un *-homomorfismo n:A — L{M), un operador
invertible $: M — M y una isometria V:H — M, tal
que
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L (a)=V S 'n(a)SV,
para todo acA.

TEOREMA 5. ([4, THEOREM 1)) Si Te L(H),
entonces T es similar a una contraccion si y sélo
si, existen un espacio de Hilbert K y operadores
Ac K H), Be {H,K), Ce L{K) con C contraccion y

Y 1AC"B-T IIP<w
=l

Sea M un subconjunto compacto de los
Complejos, R(M) denotara el conjunto de las
funciones racionales con polos fuera de M, y
definimos para fe R(M) la siguiente norma

11fllw=supl|lfiz)| /zeM].

Recordemos que si Te L{H) y o(T)cM, enton-
ces M se llama k-espectral para T, si existe k >
0 tal que

AT 1<kl Ifl 1oV feRM)

en este caso diremos que T es un operador
k-espectral. Cuando k=l M se llama un
conjunto espectral para T y T un operador
espectral. Si el disco unitario cerrado D es un
conjunto k-espectral para T, entonces decimos
que T es polinomialmente acotado.
Recordemos que esto es equivalente a decir que

Hp(M)1 1<kl Ipl lw,

para todo polinomio p, pues los polinomios son
densos en R(D).

DEFINICION 3. Sea Tel(H) y sea McC,
compacto. Entonces diremos que M es comple-
tamente k-espectral para T si

[y (TS K)o

para toda (fy)e My(R(M)) y para todo neN. En este
caso diremos que T es un operador

completamente k-espectral. Para el caso k=1,
diremos que M es un conjunto completamente
espectral y que T es un operador
completamente espectral. Si el disco D es un
conjunto completamente k-espectral para T
decimos que T es  completamente
polinomialmente acotado.

DEFINICION 4. Una subalgebra B de C{M)
se dice de Dirichlet si B+B es denso en C{M),
donde la barra denota al conjugado complejo.

Resultados: Procedamos ahora con la de-
mostracion del teorema 1.

DEMOSTRACION (TEOREMA 1)
Supongamos gue T es similar a una contraccion
Ce L[K), entonces existe AcL{H.K) invertible tal
que AT"A'=C™ para todo neN.

Definamos: L:R(D) —» LK), por

L{)=A(C).

Por [11] se tiene que
HELO =1 IC) I Tl o

y por tanto L es contractivo. Como R(D) es un
dlgebra de Dirichlet, por el teorema 3.6.1 de [1]
que asegura que toda aplicacién contractiva
sobre un algebra de Dirichlet es completamente
contractiva, tenemos que L es completamente
contractivo.

Asi, para toda (fyj)e Mn(R(D)) se tiene

(g (TN 1 = 11{fy (A ca) |
= | | (A1) (f(C)ASI) | |
= 1A @L)L{G) AL | |
<TEAM AL ()] w

por tanto T es completamente polinomialmente
acotado.

Reciprocamente, si T es completamente po-
linomialmente acotado, la aplicacion
L:R(D) -»L (H) .

definida por L{f)=f[T), es completamente acotada.
Luego por el teorema 3, L se extiende a una
aplicacién L' definida del algebra e'c (D) a L(H)
con | L' leb=11L1 I e . Por el teorema 4., existe
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un espacio de Hilbert K, un operador invertible
§ en LK), una isometria Vel(H,K) y un
*-homomorfismo n:C(D) - LK), tal que

L=V's'n(sv

como  es un *-homomorfismo, por el lema 2 se
tiene que nfz) es una contraccion en LK),
digamos n{z)=C, luego n(z")=C".
Asi,
T"=L{z")=L{z")=V'S 'n(z")sV=V's 'C"SV

para todo neN.
Tomando A=V'S™’ y B=SV, se tiene

o0

Y HAC"B-T" |1%<w
=0

Luego, por el teorema 5, T es similar a una
contraceion.

Conclusiones

Ahora con el teorema de Paulsen la pre-
gunta de Halmos es equivalente a la siguiente
2Es cada operador polinomialmente acotado ne-
cesariamente completamente polinomialmente
acotado?, hasta la fecha no se conoce su solu-
cion.

También esta sin solucion el siguiente pro-
blema que parece tener mucha relacién con el
anterior, y su enunciado es como sigue: si T es
un operador acotado por potencias digamos
11Tl <k conlk>1, es cierto gue para todor con
l<r<k existe un operador S tal que T es similar
aSy | IS" <.

Por ultimo no quisiera dejar de mencionar
que en la demostracion que damos del teorema
de Paulsen sélo usamos un caso particular del
teorema de Holbrook, por tanto pensamos que la

condicion de ser el operador completamente
polinomialmente acotado puede ser debilitada de
alguna manera y todavia seguir obteniendo la
similaridad a contracciones.
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