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Resumen

El Calculo Fraccional surge de la idea de generalizar la derivada n-ésima de una funcion d"f/dx",
es decir que n fuese un niumero arbitrario. esto es, una diferenciacion e integracién de orden arbitrario.
Existen varias aplicaciones del Calculo Fraccional entre las cuales tenemos las soluciones de ecuaciones
diferenciales, integrales, integro-diferenciales, etc. Una de las aplicaciones mas importantes es poder
expresar las funciones especiales de fisica - matematica, como diferintegrales de funciones elementales
para luego poder deducir varias propiedades de éstas funciones mediante estas representaciones. En
este trabajo, primeramente representaremos la funcion hipergeométrica de Gauss y la funcién
hipergeométrica confluente como diferintegrales de funciones elementales algebraicas. Luego se derivan
algunas formulas de recurrencia de estas funciones. cuyo método se puede extender a otras funciones
especiales. Se mencionan casos particulares que incluyen funciones asociadas de Legendre y Laguerre.
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Some properties of special functions using
fractional calculus

Abstract

The Fractional Calculus stems from the idea of generalizing the n-th derivative of a function
d"f/dx", to an arbitrary order v. One of the important application is to express the special functions of
mathematical - physics as differintegrals of elementary functions, and from them one can deduce several
propierties of these functions. In this work, first we will represent the Gauss' hipergeometric function
and the confluent hipergeometric function as differintegrals of elementary functions. Then we will deduce
several recurrence formulas of these functions. This method can be used for others special functions.
We mention particular cases which include associate Legendre and Laguerre functions.
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1.- Introduccion cualquier niimero racional, irracional o comple-

o7?.
El Calculo Fraccional se origina como res- h

puesta a la siguiente pregunta: JCoémo generali- ueante las lttmas cmton dowinta to-

Sae &l ey b T edendny-Aai da i nido slgmﬂca}cmn el interés de grandes matema-
ticos en el Calculo Fraccional, debido a la senci-

funcién d"f/dx", conocido para el caso de n " el o a bokid

entero, al caso generalizado, es decir, para n o I SSRRES ORI o e = it
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£ )_r(v+1) f(t)dt

solucionar muchos problemas, tanto de matema- 1 E TR e (-2}

ticas como de otras ramas cientificas. veReZ (1.3)

Una integral fraccional es una generaliza-
cion inmediata del concepto elemental de inte-
gracion multiple. Se han escrito muchos trabajos
sobre el Calculo Fraccional y sus aplicaciones,
dentro de los cuales se han definido operadores
de diferintegracion fraccional.

Daremos, en lo que sigue, algunas defini-
ciones de dichos operadores, entre las cuales
podemos mencionar:

i) Definici6n de Riemann - Liouville.

Una de las definiciones mas usadas de una
integral de orden fraccional es a través de una
transformada integral, llamada el operador de
Riemann- Liouville de integracion fraccional [1].
la cual viena dada por:

& £ix)) =
1 * —#)a-1
"I‘"(ETL (x-£)*F(t)dt, Re(a) > 0 (L.1)

donde {[x) es una funci6én localmente integrable
sobre (a,x).

Si Re(a) <0, la integral en general diverge,
pero utilizando la continuacién analitica pode-
mos encontrar una expresion convergente la cual
nos define la derivada fraccional.

ii) Definici6n de Weyl [2].

- - 1 [“(e-x)* f(e)dE
HEG)) = I‘(p)fx(t x) (
(1.2)
Re(p) >0

iii) Definici6én de K. Nishimoto [3].

Si f{z) es una funcién analitica que no tiene
puntos de ramificacién en el interior y sobre C =
|C.C}, donde C (Fig. 1) es una curva integral a lo
largo del corte que une dos puntos zy - e + Im(z),
y C (Fig. 2) es una curva integral a lo largo del
corte que une dos puntos zy « + Im(z). entonces:

dondet#z -n<arg(t-z)< n para C
y O<arg(t-z) <2rnparaC

Siv > 0 tenemos la derivada fraccional de
orden vy si v < 0 tenemos la integral fraccional

de orden |vl, si .f,(z) existe.

—oo+ilm(z) %

10

co+ilml(z)

iv) Definicién de M. Saigo [4].
a,f.n o Ehea, ey
120 (£ (x)) ‘“r(a)fo (x-t)

JFilatP, m@:l- t/x) f(t) dt
Re(a) > 0
(1.4)
1 i 2 e-1 t-l—ﬂ
g0 £ (x)) = F(a)fx(t x)

JFiletP,-nia:l-x/t) £(E) dr

Re(a) > 0 (1.5)

Existen ademas, otros operadores de inte-
gracion fraccional, entre los cuales cabe destacar
los operadores de Erdélyi-Kober, Sneddon y el
definido por S. L. Kalla entre otros.
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Las integrales fraccionarias involucran ar-
bitrariamente las funciones H y G consideradas
por Parashar [5], Kalla [6], [7]. [8]. Srivastava y
Bushman [9], etc, La funcion G mn min s usada
como ntcleo por McBride [2], Dimovski y Kirya-

kova [10], Kiryakova [11] y [12], Samko, Kilbas y
Marichev [13].

En un trabajo presentado por S. L. Kalla y
V. Kiryakova [14], se consideran subclases de los
operadores de integracién fraccional, las cuales

involucran a la funcién H de Fox H My a su vez

se demuestra que son composiciones conmuta-
tivas de m operadores de Erdélyi-Kober.

Los operadores de integracion fraccional
juegan un papel muy importante en la teoria de
ciertos tipos de ecuaciones. Un uso sistemitico
de estos operadores facilita la comprension de la
estructura basica de cualquier método de solu-
cion de ecuaciones diferenciales, integrales, in-
tegro-diferenciales, etc. y permite apreciar mas
facilmente las conexiones existenites entre los
diversos métodos.

Actualmente existen diversos trabajos los
cuales destacan lo referente a la resolucion de
ecuaciones diferenciales, utilizando el Calculo
Fraccional, dichos trabajos son los realizados
por: K Nishimoto [3], M. A. Al Bassam [15], L. M.
Campos [16] y J. A. Guerra [17] entre otros.

Tenemos otra aplicacion muy interesante
dentro de este campo, la cual se basa en poder
expresar ciertas funciones especiales de fisica -
matematica como diferintegrales de funciones
elementales y determinar ciertas propiedades
basicas mediante estas representaciones.

2.- Representacion Grafica de la
Funcion Hipergeométrica de
Gauss como un Diferintegral

Se considera a continuacién una de las
funciones mas importantes de fisica - matemati-
ca, llamada Funcién Hipergeométrica de Gauss
[18], la cual definiremos como una suma de
series de la siguiente forma:

(@), (b),

Fila,Biciz) =y zk |z| <1 (2.1)

k=0 (C)k k!

donde _I'(a+k)

(a}o 2 (a)k’—r-(a)—

a, b, ¢, son parametros y z la variable. Ademas
su representacion integral (18) viene dada por :

,Fila,b;c:z)=

I'(c) 1 pai(]-g)ca dt
I'(a)I'(c-a) fo (1-zt)? (2.2)
donde-

Re(c) > Rela) > 0 larg(1-2) |

Se considera ahora el diferintegral de la
funcién 722 (1-2)”, de orden (a-c) [19]. esto es:

"o el (221 (1-2) b =

dz**
de tal manera que:
LF, (a,bic:2z) =
r P :
r:g T BT g

por lo cual, hemos obtenido la funcién 2F;
(a,b:c:z) en términos del diferintegral de la
funcién z*'(1-2)®.

Mediante la expresion (2.4) es posible hallar

algunas propiedades 6 formulas que expondre-
mos a continuacién.

Si derivamos 2F1(a.b;c:z) se obtiene:

Te)

d L\ =
= 2F'(a,fzr,c.z) = T(a)

a—-C

[(1-0z°% — [ 1a-27"]
dzH

+ zl—c ) ‘i [_qj-( [za'l(l-z)%] ‘

dz | dgo (2.5)
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. I'(c

S = __(_L

ustituyendo c-1 T(e-1) y multiplicando
por z ambos miembros de la expresién anterior:

29

P ,Fla,bjc:iz) =

P(c) ,i1c d*©

(1) v dzec

(z%Y(1-2) 2]

_gt-teny Flc-1) doied

I'(a) dz2(cD (227 (1-2) "]

(2.6)
Usando (2.4) en esta expresion:

% ,Filabjc:z)=

L=€ ;
—zc [ 2F.la,bjc:z) - 3Fl(a,b;n:'—l:;ﬂ]

2.7)
Por otro lado:
d
d_z ZFI (a,b,'C':z) =
a.b (2.8)

o JFi(a+l , b+l;c+l:z)

y de esta manera, se concluye:

a.b
~5 JFi(a+l, btl;c+1:2) =

(1-c)
_TC_[ Fla,byc:z) - 2Fl(a,lzw.-c—l:z)]

(2.9)

Por uiltimo mencionaremos otra propiedad
la cual viene dada por la expresion:

;Fila+l,bic:z) - zFl(a,b;c:z)?

z.b
T ZFI (a+l,b+lic+1 H Z)

(2.10)

3.- Representacion de la Funcién
Hipergeométrica Confluente
como un Diferintegral.

Ademas de la funciéon hipergeométrica de
Gauss 2F'(a,b;c:z), existe otra funcion muy im-
portante dentro de la teoria de funciones espe-
ciales [18], definidas por:

= (a)k
’Fl(a;C:Z) —kgo (c)k k!
c#+0, -1, “Piy e siw s

zk iz‘ { oo

(3.1)

conocida como la funcién hipergeométrica con-
fluente. Con z una variable compleja, a y ¢
parametros reales 6 complejos.

La funcién 1Fi{a:c:z) tiene una repre-
sentacién integral simple, la cual juega un rol
importante en la teoria y aplicaciones de las
funciones hipergeométricas confluentes.

Consideramos sélo las representaciones
basicas en términos de integrales evaluadas a lo
largo de un intervalo del eje real.

La representacion integral de la funcién
1F1(a:c:z) [18] es dada por la formula:

1Filaje:z)=

Iig) 1 24

d 3.2
I'ia)T'(c-a) Jo (1_c),_c,1e tde (3.2)

Podemos usar la representacion integral
(3.2) para deducir una relacion muy importante
para 1Fifaic:z), de manera que si hacemos el
cambio de variable t = 1 - s en (3.2) se tiene:
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1F1(a,'C':Z)= P,,p( )= i (zz_l)p/;, e daadd (4.1)
. I‘(1+v) prT
I'(c)e? le-zssc-a-l (1_5) 8-1dsg [3.3}

I'(a)T'(c-a) Jo
lo cual implica

JFylaiciz)=e* |F (c-a;ci-2)

(3.4)

Re(c)>Re(c-a)>0
llamada Férmula de Kummer.

Por otro lado sabemos que:

{z2'e? _T(a) ,c- it

= g Aleed Gy
de donde:

S .l L

JFila;ciz)= T(a J S =6

lo que significa que hemos expresado a la funcion
hipergeométrica confluente Fi(aiciz) en
términos del diferintegral de la funcién z*' %,

En forma similar a la usada en la seccion
anterior y utilizando la expresion (3.6), se obtie-
ne:

P la+izerliz)=

e(l-c)

e [ 1Filajc:z) -

lFl(a,’C_llz)] [3-7)

1Fila*l;eiz) - (Flajcrz)=
(3.8)

>4 . N
z JF(a+1ljc*ls z)

4.- Casos Especiales.

Un caso particular de la funcién hipergeo-
métrica de Gauss es el relacionado con la funcion
asociada de Legendre de orden p y grado v [18].

En la expresién anterior tenemos a la fun-
cion P{(z) en funcién del diferintegral del factor
[z2-l)'. de la cual se hallan ciertas relaciones o
propiedades muy importantes.

Si derivamos (4.1), obtenemos:

: PY 1ay= (z’ -1) w2

P(l

Bz d"+v( 2_1)vs a drv

/
z%-1 dz¥ dz dz qgre 2D
(4.2)
Usando (4.1.) en (4.2):
pH .
21 de ‘Z) -
= ) dz
B 2z Pl(z) + (2z2-1)'/2 p}* (2)
(4.3)

De manera similar a la empleada anterior-
mente se obtiene también la relacion:

L
Pv*] =

z PF(z) + (p+v) (22-1)V2 PRIV (2) (44

Es importante hacer notar que la funcion

PY(z) se puede expresar de otra manera distinta
a(4.1):

1

Bigy= L
Pyl al I'(i-p)

(z+1) p/2 (z-1) “p/2

(4.5)

3B (w41, -vil-p; 12—2)
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es decir tenemos a PY(z) en términos de una
funcién hipergeométrica de Gauss [19).

Usando (2.4):

2Fﬂv+1,-v;1—p:%)=

I'(1-p) (-1
T(v+1)

o (Z-1)F dpw( 2-1)¥
2¥+2y dzM"

(4.6)
Reemplazando (4.6) en (4.5), se determina:

P (z)=A=L)#(z2-1) w2 guev
I‘(V+1)2“‘2" d v

(z%=1)"
(4.7)

Con esta nueva expresién, se demuestra en
forma similar la relacion (4.3). y la férmula dada

por:

P¥ (z)=-ZpP(z)+ BV (gPeg) s

S % P (2)

(4.8)

La funcion asociada de Laguerre Ll{z) es
considerada también como otro caso muy espe-
cial de estas funciones hiopergeométricas.

Si hallamos el diferintegral de la funcién
7"*Y.e” de ordenv [19], se tiene:

d'iz¢ve ™ _ ,Llprv+l)
——a T(p+1)

Fr(p+v+l;p+1:-2) @)

Por otro lado L l)(z) se puede expresar asi:
(18)

B - T(p+v+l)e”
L2 = T v

1Fi(p+v+l;p+1:-2)
{4.10)
Sustituyendo (4.10) en (4.9). obtenemos la

funcién asociada de Laguerre en términos del
diferintegral de una funcién elemental, esto es:

Zha® d’ zpwe-Z)
T(v+1) dz' (4.11)

L' (z)=

Si derivamos (4.11) y multiplicamos por z
toda la expresion, se tiene:
diL!(z)] Be? gY(zPVe "
- v( ) =(z~p) zPe” d (Z e )
dz ['(v+1) dz"

(v+1) z- L)z gv4i (zpive-7)
I'(v+2) dzv*!

&

Usando (4.11) en (4.12) se concluye:

d L} (z)l
dz
(4.13)

(z-p) L) (2) +(v+1) LY (2)
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