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Resumen

~ El diferintegral (DI) de una funcion es la derivada o la integral de orden arbitrario de la misma.
Existen varias definiciones del DI de una funcién tales como: la de Riemann-Liouville, la de Griinwald,

la de Weyl, la de Nishimoto, etc.

El propésito de este trabajo es el de calcular el DI de algunas funciones elementales, especiales,
especiales generalizadas, etc. Se cree que muchos de los resultados obtenidos son nuevos, se deducen

ademas varios casos particulares de los mismos.
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Differintegral of some special functions

Abstract
The differintegral ( DI) of a function is the derivative or integral of arbitrary order. There are several
definitions of the DI of a function, such as Riemann-Liouville’s, Griinwald 's, Weyl's, Nishimoto's, etc.

The purpose of this work is to calculate the DI of some functions: elementary, special, generalized
special, etc. and several particular cases of each have been deduced. Some of the results seem to be new.
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1. Introduccioén
El caleculo fraccional surge inicialmente co-

mo una generalizacion del operador i;%'i)

donde "q" es cualquier nimero real o complejo.

En la historia del calculo fraccional nos
conseguimos con nombres, tales como: Leibniz,
Fourier, Abel, Lacroix, Riemann, De Morgan,
Griinwald, Krug, Heaviside y otros, quienes se
pueden considerar como los iniciadores del Cal-
culo fraccional y posteriormente Gemant, Weyl,
Kober, Erdélyi, Love. Ross, Kalla, Al-Bassan,
Oldham, Spanier. Marichev, Nishimoto, Bora,
Fox, Osler, Samko y otros. quienes han contri-
buido enormemente con su desarrollo.

El calculo fraccional puede ser aplicado en
diversos problemas matematicos, tales como: en
las resoluciones de ecuaciones diferenciales, in-
tegrales, integro-diferenciales, ademas se puede
aplicar en campos, tales como: la electroquimica,
teoria de potencial. bioenergética, biologia cuan-
titativa, teoria de difusién. etc.

Existen diversas definiciones del DI de una

funcién; a continuacién indicaremos algunas de
ellas.

1.1. Definici6én de Riemann-Liouville
Sea f (x) una funcién localmente integrable
en el intervalo [0,x] entonces:
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i~ . fo" (x-t) "' £(£) dt; Relq) <0

I'(-q)

d9f(x) _ d” (d“‘”ﬂx)) ; Relq) 20,
qu an dXQ‘H

n es el menor entero tal que n > q.[6)

1.2. Definicién de Weyl

dif _

W F(x)= =
dx 9

2 [“(t-x) -9 ;
T (-q) fx(r: x) f(t) dt; Re(q) <0

e e D [d“‘"f(:d

e prow-- ) ; Re(q) 20

1.3. Definicién de Griinwald.

El DI de orden "q" de una funcién f sobre el
intervalo |a.x] lo define Griinwald de la siguiente
manera [6]

dif  _
[d(x-a)]9

lim[ %" % ry-g £l %21

I'(-@) £ I'(j+1)

q arbitrario.

Esta definicion es muy usada en calculo
numeérico debido a que no hay necesidad de
efectuar integraciones o derivaciones de la fun-

cién f, sino, sencillamente, evaluaciones sucesi-
vas de dicha funcién, sin embargo este heche lo
hace poco usual en problemas précticos y en
funciones complicadas.

1.4, Definicién de Nishimoto
Sif(z) es una funcion analitica que no tiene

puntos ramales en el interior y sobre ¢ (c = {c.d}.
-+

¢ es una curva integral a lo largo del corte que

une dos puntoszy — e + Im(z) y cesunacurva
4

integral a lo largo del corte que une dos puntos
zy + o0 + Um(2)).

£, = S, (z) =
I'{v+1) FI)AE (v e ®,v ¢ Z)
2ni Je(g-z)0" '

£o= M £ (neZ)

donde {#2z, - n<arg ({-z) <r paracyO<arg ((-2)

< 2n para c , entonces f(v>0) es la derivada de
+

orden fraccional v, y fy(v<0) es la integral de orden
fraccional |v|, si fy existe.[5]

En este trabajo se aplica la definicién de
Riemann-Liouville para calcular el DI de ciertas
funciones, inicialmente se utilizan funciones ele-
mentales y especiales, luego se usan los resulta-
dos obtenidos anteriormente para conseguir el
DI de algunas funciones especiales generaliza-
das, tales como: la funciéon de Exton [1]. la inte-
gral de tipo eliptica generalizada, la funciéon ci-
lindrica incompleta, etc.

2. DI de Ciertas Funciones
Elementales y Especiales

2.1 Sea f(x) = AxP*1/2

d?f (x)
dx 9

= 1 A "1/7' -— -g-1
Fi-q) fo Ay (x-y) 9'dy
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Haciendo x-y=u se obtiene:

d’ v/2 ¥ =
a& X JV(JX)

dqf(X) = A fx(x__u) p¢]/2u~q-] du
0

dx? T(-q) Z'QX"/Z"’“JV_Q(\/}), Ref{v) > -1...

3)

Evaluando la integral, tenemos:
2.3. DI de ciertas Funciones
Especiales Generalizadas.
daAxP/2_ AL(B+3/2) xhira 2.3.1. DI de la integral de tipo eliptica
e TR generalizada
Sea [2]
R, (k,&,T)=

Re(P)>-3/2; A=cte
(1

f“_cosz"'l (8/2) sen?T-2"1(8/2) dO
0 (1-k?cosB)#*1/2

Si en (1) se hace B=n-1/2 se obtiene:
0 <k<1,Re(Y) > Re(a) > 0, Re(p) > -1/2

d9Ax"_ AI'(n+1)
dx? TI'(n+1-g)

x"9; ez ' d9gR, (k,a,T) _
(2) - dk49

~=— [ "R, (L@, 1) (k-L) "' 9dL
2.2, Sea f(x) = /2 J, (Vx) T{-gle

Sustituyendo Ry por su desarrollo en serie,
es decir:

d9f(x) _

b X v/2 s -
axa Ol ) () dy
R, (k,a,T) =

(1+k2) #12 Y (k2/1+4k?)° W (p,a,T)
usando el desarrollo en serie de Jy (Vy) [9] y el £%0
resultado (2.4) Tabla I [8] se obtiene:
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donde [2]

W(p,aT =

(27(p+1/2) /'] T(a+r) D(T-a)/ T'(Y+1)

y aplicando el resultado (2.24a) Tabla I [8] se
obtiene:

d“5 (k,a,T) )

dk9

= I'(2r+1) 2r-q
Z;W,(p,a,'r) r(2r+1-q) &
o (p+1/2+4r,741/2, 1+l

r+1/2-q/2, r+l-g/2: -k?) (4)

(4) se puede expresar en la siguiente forma [8]:

d®, (k. &, T) _T(T-a) I'(a) k7
dk 9 I'(T) I'(1-q)

311.0 1/2,1,p+1/2: a,
P2 [1/2 -g/2,1-g/2,71;2k* kz]

(5)

donde FJ[ ] es la funcion de Kampé de Feriét.

Si en (5) se sustituye Y = 2a, utilizando la
formula de duplicacion de Gamma y la relacién
12]:

R, (k, &,2a) =21‘2"Sp(k,a-1/2)

donde

sen” 6d6

S (k,v)= "
; o (1-k2cosB)#1/2

o<k<1, Re(p)>-1/2, Re(v)>-1/2

se obtiene:

dis,(k,&-1/2) _  /m (&) k9 -
dk 7 “T(a+1/2) T'(1-@

a0 1/2,1,p841/2:a; 2 L2
S (174273 Wodfe a2 K

(6)

reemplazandop=je Z",a=1/2en (6)y usando
la relacién S; (k.0) = € (k) donde [2]:

Q, (k) =[" (1-k?cos?a) 77/* d @, 0sk<1
0

se tiene que:

dQ; (k) _
dk“

nk 9 _a.0(1/2,1,7+1/2:1/2; =
T(1-q (210 ll/z Lg/2,1-g/2,1;2%" ~k*

(7)
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Haciendo q=1/2 en (7)-se obtiene la semi-
derivada de € (k)

y si q=-1/2 la semi-integral.
De manera similar, calculando el DI de [3]:

K (k,m=[" cos’ @ d6
plicom fﬁ (1-k2cos@)#'2/2’

0sk<1l, Re(p)>-1/2, me Z*

se obtiene la expresion [8]:

daQ, (k) _

—a
22Ag K9 s y
['(ln_q)‘_ Fo(1/4,1/2,3/4,3/2+1/4,3/2+3/4;

1/4-q/4,1/2-q/4,3/4-q/4,1-g/4:k?)
(8)

si en (8) se hace j = 0 entonces

Q, (k) =(yZA/K) k() y

k(}.)=fc:‘/2(1-lkzsen2 8) 2 de

donde A% = 2k? / (1+k?) (ver [3]).

Por lo tanto:
d, (k) _d9[(y2A/k)k(A)] _229 ¢ k@
dk ¥ dk9 rii-@

sFa(1/4,1/2,3/4,1/4,3/4;

1/4-g/4,1/2-g/4.3/4-q/4,1-q/4: k%)
(9

por otro lado si en (8) se hace j=1 [3],

Q, (k) =[yZ Ak (1-k})1E(A);

E(A)= fo'"z (1-A2sen®) 1/?d @

entonces:

d9[(y2A/k(1-k2)) E(A)] _ 229k @
dk @ I'ii-q)

sFo(1/4,1/2,3/4,3/4,5/4;

1/4-g/4,1/2-g/4,3/4-g/4,1-q/4:k*?)

(10)

comparando (7) y (8) se tiene que:

2729 F,(1/4,1/2,3/4,p/2+1/4,/2+3/4;

1/4-qg/4,1/2-q/4,3/4-g/4,1-g/4:k?*) =
B8 s nlaa diae . ]

(11)

2.3.2. El DI de la funcién cilindrica
generalizada o funcién
cilindrica incompleta.
Sea [4]
J, (w, x) == 2x’ f cos (x cos0) sen?* 0 d 0;

Re(v+1/2)>0,

A, =2"T'(v+1/2) T'(1/2)
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donde
d9J, (w, x) _
e I'( q)f Jy, (w, ¥) (x-y) 79 dy =, (a,p,T, % y)=
- (a)  ( m ., m
usando el desarrollo en serie de Ji(w.x), se > s (Pa X"y R

obtiene

daJ, (w, x)
dx 9

e (-1)7Cs,, (W)T (2mev+1) x°™
E \2m) IT'(2mtv+1-q)

A m=0

{12)

si en (12) se hace w=rn/2, y se aplica la féormula
de duplicacién de la funcién Gamma se obtiene

dag,(n/2,x) _
 dxe

x-ays (L7 Tiveamil) (x/2) 2
Mm+r1) D (v+m+1) [ (v+2m-g+1)

resultado que coincide con el DI de la funcién
de Bessel Jy (x), como era de esperarse, ya que
Jvln/2.x) = Jy (x) [4].

Si en vez de usar el desarrollo en serie de
la funcién Jy(w.x), se utiliza la relacion (4]:

Jy(w, x) =T, (x) - 2X" cosw sen® w=,

A,

X’cos’w,

(1/2-v,1,3/2; -cot?w; - v;

=, n=0 (T) an m! n!

es un caso especial de la funcion hipergeométrica
de Gauss de dos variables [8]; entonces el DI de

orden "q" de Jy{w.x) es [8]:

" .
d?, (w,yx) _d, W) -2 cosw sen™w
dxq dxq A,,
xV/2-a2] (y/2+1)

T'(v/2+1-q)

(-1)™a(1/2-v) (1) ,(v/2+1) , cot®™w
n\ o (v/2+1-q@), (3/2),,, m! n!

{x coszw]n (13)

obsérvese que si en (13) se sustituye w=n/2 se
obtiene:

day,(n/2,yx) _d%, (yx)
dx 4 T dxd (14)

st se utiliza la definicion de Jy{w.x) directamente
en vez de su desarrollo en serie y haciendo las
operaciones pertinentes y las sustituciones
adecuadas [8] el DI de orden "q" de Jy(w.x) que
se obtiene es:

d%,(w,X) _ x" 9T (v+1)
dx @ 2A, I'(v+1-qg)

= (V1) Gy, (W) . p
{k,u Sy et
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(15)

sl en (15) se sustituye w=n/2 y usando la
definicién de la funcién Beta se obtiene el
resultado (14)

2.4, El Diferencial de ciertas

funciones especiales que vienen
expresadas en forma de
transformaciones integrales

2.4.1.
dPxe1L (cx) _ I'ta) 8B
dx B ['a+p)
vl a1, pra:-cx);  (16)
Re(a), Re(f) > 0O
2.4.2,
fo"le'm‘bv (cx) EEIL‘]Ti_IE;?) x%P2

o (v, 1-f-a;1; 1=-@:-CX)+
clPar(a-1+p) T(2-a+v-P)
F(v+1) 1‘(-a~g) .
JF (1-B,a-1+B,2-a+v-B; -a-P:cx) ;

(17)

[Refc). Re(p) > 0: Ref{a+B-v) <2: Vv#0,1.2....]

2.4.3,

dPx® (x+£) Pl (t/x)
dx P )

2" I (a/2)T(B-p/2)
P(B)T(1-p)T[P+(a-p) /2]

9B~ 1-p+v Pty < .
x* 2p-2 3F2(——g—: _P_?_'B p/zl

1—|1.I3*E;—"=1) (18)
Re(a, Re(2Pp-p)>0]

ver [7.8] para resultados similares.
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