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Resumen

En el presente trabajo se tratan problemas que involucran Ecuaciones Diferenciales Parciales
de gran importancia, dichas ecuaciones describen muchos procesos fisicos como por ejemplo
conduccion de "calor, difusién, radiactividad. Se generaliza la ecuacion integrodilerencial que se
encuenira en los problemas de difusiéon y de onda fraccionales dada por W. Wyss y W. Schneider
(Fractional Diffusion and Wave Equations: J. Math. Phys. 30 (1). 134-144). La leoria sobre la funcion
H de Fox y las transformadas de Laplace y Mellin se usan para resolver el problema. Se consideran
algunos ejemplos tomando funciones adecuadas. Se obtienen resultados conocidos como casos
particulares de la forma generalizada aqui presentada.

Palabras Claves: Difusion, onda, ecuacion fraccional.

Some results on the Fractional
Diffusion equation

Abstract

This work deals with problems that involve important Partial Differential Equations describing
many physical proccess, for example, conduction of heat, diffusion, radiactivity, elc. We generalize Lhe
integrodifferential equation that appear in the problems of the fractional diffusion and wave given by W.
Wyss y W. Schneider (Fractional Diffusion and Wave Equations: J. Math. Phys.. (30) (1) 134-144) .
The theory on the H. function of Fox and the Laplace and Mellin transforms are used to solve the
problem. We consider some example taking convenient functions. Some known results follow as
special cases of the general formulas presented here.
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Introduccion también en radiactividad y otros procesos fisi-

cos [1, 5].
Dentro de las ecuaciones diferenciales

parciales mas importantes en las Ciencias Apli-
cadas esta la ecuacién:

Las ecuaciones de difusion y de onda frac-
cionales [7, 10, 11, 13] se obtienen al reemplazar
en las ecuaciones de difusién y de onda clasi-
cas, la derivada respecto al tiempo, de primero
au U y segundo orden, respectivamente, por una de-
ot a_xZ rivada fraccional de orden o con O<a < 2. SiO<a
< 1 se habla de una ecuacién de difusion
fraccional y si 1 <a< 2 de una écuacién de onda
fraccional.

Es muy conocida su importancia en el mo-
delo de conduccién de calor, procesos de difusién
y flujo a través de un medio poroso, asi como
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En los trabajos realizados recientemente
por W. Wyss y W. Schneider [10. 11, 13] se
resuelven las ecuaciones de difusion y de
onda fraccionales, las cuales aparecen ex-
presadas como ecuaciones inlegrodifersnciales.

En el presente irabajo se generaliza la
ecuacion integrodiferencial que conduce a los
problemas de difusion y de onda fraccionales.
Se resuelven algunos ejemplos tomando funcio-
nes adecuadas. Resultados conocidos se obtie-

nen como casos particulares de la forma gene-
ralizada aqui presentada.

Ecuacion Integrodiferencial de Wyss y
Schneider.

En los trabajos realizados por Wyss y
Schneider [10, 11, 13| se resuelven las ecua-
ciones de difusion y de onda fraccionales, las

cuales se expresan mediante la ecuacion in-
legrodiferencial [10]:

zm:Z C"t“+ @ )j dr (t- 0" 'y

(1)

conm-l<o<m melN, (>0 (2)
donde y esta relacionada con Z por medio de:

y=¢(2 3)

Los autores consideran el caso y = ¢ (Z) =— AZ{t).
AER+.

A continuacién, consideremos el caso
y=¢7) = - 2z (1), n<m, n<a, K<a,
n; K=0,1.2, 4)

Sustituyendo en la Ec. (1), tenemos:

m—l

ZUFZ w—;t +'r@f dr (t - ™ '(-2Z2"(m) ()

Aplicando la transformada de Laplace [2, 9]

el

Z(p)= (6)
" H»p

donde se ha usado la condicién inicial [10]:

z®(0)=C K 0<K<m-1.melN (7)

Aplicando la relacion Mellin-Laplace, (2. 3. 8]
dada por:

)

$)==[dpp S phRes0 (8

I( l—s)

2(s)_i‘(l s)j oy

me—1 n-1

ch o~ 1, EAC( o i-1

=0 s t:Or;_ 9)
p +Ap

Re(s). >0

Cambiando el orden de la integral y la suma
en base a la convergencia absoluta:

m-1 k-s-1
P~ ~dp
2‘*Xml—s)r P+ A"
n—l
Lci e
10
S)'r p+Ap" 9

Haciendo cambio de variable resulta:

‘k‘-' ~‘l¢0|)
_l kA- a-n eox a-n
Ao @ —ry Z T =s) {040
fie1 ={ivs) ~{i*s ,
BT o Wl o
+ X (a-n Ti—-s) jo (1+ %)

(1

Expresando el resultado en términos de la
funcion Gamma [4]:

mo1 s F(1- ”HS))F (: )]
Z(s):(a ny” kzockk T l—s)‘ LT
;1 1 —gl+s)r(l+(t+5))r[ (‘i+i)]
+ A e =
e ‘ZOC‘ r(l-s)
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donde kS
o-n

respectivamente (12)

£1,2.3.4, ...y;—*_inio. 1,23 ...

Usando la expresion de la transformada de
Mellin de la Funcion H de Fox e invirtiendo
resulta:

m- 1 -k
Zte (@-ny 'Y, Ced"
k=0
k 1
U o g
11 o o-1n o1
H A t
12 k 1
e

n-1 |
- 'Y cat"
i=0

O e X
Hll A;t a-n u—111

i
(1+ o u—_a).(O. 1)

)

(13)

Usando la propiedad de la funcién H de Fox
[6.12]:

z"H"”"[z
P q
- it
Pq
(14)

con ¢ = -Ky ¢ = -i respectivamente, tenemos:

(ag. oy )1.p
(bj Bj )l.q
(aj + o0y, 0y )1p
(by+ By, By )1.q

m— 1

Zt- (@-ny" 'Y, Cic £

k=0

e 1

11 'o-n

&
At 0. ' )ik 1
0. ek 1

n-1

+@-nm 'Y it
i=0

" o-n
12 1

a-n

)L 1)

(15)

Introduciendo la representacion en serie de
la Funcion H [6, 12] nos queda:

1

Ck 0 jtk+j(a—n)
Al )=Z ZI“(1+ ket j (@ —n)) -}
=0 0

1%
Z’k—)&—” (a1 ¢ D (en)

= 1+ & (1) (o= 1))

=040

a>n.AeR"  (16)

Haciendo on= p/2, p= 2. 3, 4, .... y sepa-
rando la suma sobre j en lérminos pares €
impares, la ec. (16) nos queda:

m-1
ZH=Y Cr t*
I=0
i#ﬁ_“pxzi—%@L
(1 / 2+
0 (1+ ket pj) o (1+ k+ p Bj)

n—1

+Zxcgt‘”’/2
=0

oo

Nl 2 S 02 7y
[gr(l+éf—p/2+gj)_)'t 2

rl s =

Utilizando la férmula de multiplicacion de
Gauss para la funcion Gamma:

p-1

r(p2) = (2n) ‘-P)&p""zﬂun z+ E) :
0 p
p=2.3.4, .. (18)
resulta:
m-1
Z0=Y Cic t*
J=0
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= A% ®y
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(21! )(1 P '&+k+mgn UJ
0 P

n=1
+ YAC 1 ¥ P2
=0
i (lzt"]

l 3\
=0 (2n )( l-m'ﬁpl/!‘*""’ﬁ'ﬂypl-] r{l‘i’“’pﬂ& +U jJ
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(19)

Usando la relacion (a)j= I'(a+j) / Ta)
ordenando y expresando en términos de la
Funciéon Hipergeométrica Generalizada

m-1 k
29-3, Q{ﬁ] (@) P 1o

— (Y ]

p
_ pT)‘f_‘ﬁ?_L”_ IE‘{I:B.: :ﬂ(ﬁ) J
IIrs.)
=0

=1

& P2
t
+ Z?LCQ (;) 2n) P! &p'l'ﬁ
=0

e Y ]

I'[r<au>

n (1)

57 ot

l'lrui.)
20)
donde
Ietv o l+kibhiv it Baio,
Q= P Pe= P Yo o
- I+épio
»="p
[
- e
PFalar:pe: =3 T
I e
=1

Si hacemos n=0 en esta ecuacion oble-
nemos para la ecuacion:
m—lck r
=Y =+ dr (-9~ -z
) E,om ) J & (=97 -AZ

e
y=-AZ(), A eR"
la siguiente solucién:
m-1 e
(22)

Cik k+ja
Z(t)= — —(-AY
(£ Zzl‘(l+ k+_]u)( Y

este es el mismo resultado obtenido por Wyss y
Schneider [10].

Si a= p/2, p= 2.34,... la Ec. (22) queda
expresada en términos de la funcién hipergeo-
métrica generalizada de la siguiente manera:

ke

m-1
z2n=y C‘{i) @n)P-1Vagh
=0

")

l'lr(au)
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p

(o sl

Hn Bu)

(23)

donde
[ 1+ kt+v } (l+k+%+ v]
oy = = ’ BU =

P P

Si hacemos n = | obtenemos para la ecua-
cion:

‘¢ .
Zty = Z kt“+mrdt(t 0* 7! (- A2Z'(v)

(24)

y=-AZt), relR

la solucién:

m=1 ce
Ci ket j (o=1
Z(t ) hdte-t)
(Fgogl‘(Hl&j(a—l))( )

B Co L (D) (1)
g r(+ (+1) (e« - 1) 9 J

a>1

25)

Para o-1= p/2 ; p= 2,3.4.... la Ec. (25) nos
queda:

m-1 I
an=7% 0{—:;} @m P 1V2p

]
2 e p, (Y ]

H (o

H (Bv)

t P
3 co(;) (2n) P~ 12
14
1 a2t

[1r(w)

P
—L—W) F,{l& 12(;3] )
[[r(sv

(26)
donde
e 1+k+v By = 1+ k+Pot+v - 1+ P2 +v :
p p p
s#—*ﬁ—*ﬂ

Una Ecuacién Integrodiferencial
Generalizada

Ademas del caso dado por Wyss y Schnei-
der [10] de la ecuacién (1) podemos considerar
otra generalizacion de la siguiente manera:

zMp) = 2 - Ci t"+—j dr (t— 9% y()

() 7
(27)
m—-l<a<sm melNV
Ahora, consideremos el caso
y=0(Z)=2AZ" (). n<m h<m
neo h<ca, 5, k=0, )2,
(28)

sustituyendo en (21) resulta:

zMp = chtk—mrdt(t ™! Z "))

(29)

Aplicando la transformada de Laplace
[2.3.9]
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a~k— h-1 ather-1
Crp
z .
(P) 2 u.+h+ lp = pa.+h+ )\-P"
n-1 kC' pn-i—l
go pu+h + kpn

(30)
Aplicando la relacion Mellin-Laplace, (Ec.
(8)) resulta:
a—-k—

(1+h+lp

—S

h-1 -4 n-1
Cr +h-r-1 AC pn—f-l

+ Sie

ol +kp" o "
(31)

Cambiando el orden de la integral y la suma
en base a la convergencia absoluta y factorizan-
do:

a— k- s—n— 1

-~ Ck )2
Zs)=2 [ o dp
o (1= °){1+B—m+h—)

A

o+ h-r-s—n-1

Cr
+Zr(1—s)rf{ unHJdP
=0 1

Haciendo éambio de varlable resulta:

“othon ath-n
Ck A X

o (1+ )

2(5)4u+h~n)"z
o I (l-s)

s+ Het 9
c»h-n xo’h—ﬂ

Z I‘(l— s) Yo (1+ x) dx

+(a+h-n)

o am
‘¢ x"""’"rx”'“"
r(-s) 4, 1+%

+(@+h- n)‘lz dx

(33)

Expresando este resultado en términos
de la funciéon Gamma [4]:
m-1 (ktsth)

2( s)=Ho+ h-n)" 2 Cich ™"
k=0

(k+s+h) k+sth

a+h-n a+h—n

N r(-'s
) (St
at+th-n| lo+h-n|

rls)

h-1 g T 1=

+(a+h—n)‘lzc,l ok
,:0

1 o T 1+ (s+) ]F[_(SH))
e L T T

en h-n ath-n
r@+h-n' Y o A=

(@ LG nils.

=0
donde ’fs”‘xlza S _#1.2.3...
hon TR e R

s+ i ;

Y Sihen #0, 1, 2, ...respectivamente.

(34)

Usando la expresion de la transformada de
Mellin de la funcién H de Fox e invirtiendo [6, 12]

L gy
Z(t)=a+h-ny" z Ci A ™

kth 1
11|, s#= at+h—n' a+h-n
Hip " Higan 1 -
oth-n'oth-n [
h-1 aw
+(a+h—-n)“'ZCr2L°"”'
=0
=~ _ 3 )
H“ Lo g o+h-n'ot+h-n

12 r 1
ot+h—n'a+h-n

©.1

n1 1

+@+h-n)? Zc.x"““‘
=0

i 1
1 14—
H 11 e o+h—n'a+h-n

12 1 i 1
o+h-n'o+h-n

(0.1)

(35)
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Usando la propiedad (14) con o=-(k+h).
6= -1 y o= -i respectivamente, tenemos:

m-1
A= (@+h-n)" ZCH"”‘
=0
1 e 1_
H:; Am ( a+}ll—n
—= _l-k-h1
O'a+h—n k<Al
h-1
i (u+h—n)'120r1r
’=0
1 0,— T
Hll ?‘m t o+h-n
12 1
0'a+h-n ¥y
=1
+ (a+h—n)—IEC;li
=0
‘ 1
111, &hn ‘oth-n
Hopp A el *7 .
‘oth-n "

(36)

Introduciendo la representacién en serie de
la funcién H de Fox, obtenemos finalmente:
70 —E o il
o r'(1+ k+ h+ j(o+ h= n))
=0 =0

h-1 e c _(t}),," g j(a+7h- wl

* Eog i+ r+>j(a+ h- n))
S T A dutited
rv~ires F(1+ & (j+ 1)(o+ h—n))
(37)

a>h a>n, A eR+

Sio+h-n = g
el procedimiento utilizado en la Ec. (17). la Ec.
(37) nos queda expresada en términos de la
funcién hipergeométrica generalizada de la si-

guiente manera:

p= 2. 3. 4, ... aplicando

i tk+h 2 V¥

— va

Z<t)=ZC{-) o
k=0 P

P
1 9 t
1 plleg s
1 le(lvaU [p]}

l—l I (a,,)
=0
p
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= )—1';11/ i 1Fp | 1: Bu: A2 (p) ]
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+ZC{— en' >~ p
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= L ;F‘p(l:"ﬁ,; )»2(?) ]
[1r &
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p
p/2
R e gan ]
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(38)
donde
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Casos Particulares

-Sih=0yn= 0 en (37) se tiene el
resultado (22). igual al obtenido por Wyss y
Schneider [10].

-Sih =0y n =1 obtenemos el resultado
(25).

-Sih=1 yns=
ecuacion:

0 obtenemos para la

AL 2 ktk+m_rd1:(t—t)“ 1 yr)

(39)
y=-AZ(t), AelR+

el siguiente resultado:

Ci (—X)J tl Jet T4+ j (o= 1) |
an = z Z @2+ kt+ jlo+ 1))

i Co (—x)’ kol
T(1+j (o 1
o T(1+j (a+ 1))
(40)
- Tomando n = 0 obtenemos para la ecua-

cion

AT Z G 'k+F(E)I dr (9™ y(v)

m-l<a<m.meN . h<m,h=0.1,2, ..
(41)
y==AZ1t), A elR+
el siguiente resultado:
m-1 w
20-2 3 % ey
le=0 =0

b1 e
Ci (-0 drts(at byl
z E I(1+ r+ j(a+ h)) (42)

- Para h = 0 obtenemos el resultado (16).

De esta manera. tomando valores particu-
lares de hy n se pueden conseguir varios casos

especiales,
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