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Resumen

1 presente trabajo, tuvo por objeto formular, implementar y aplicar el Método QR. a la resolucion
del problema algebraico AX= X. En donde se analizo y se determind el contexto teorico, numeérico y
computacional. Se establecen algunos resultados Importantes sobre: sus expresiones ilerativas, la
convergencia y se Implementa el programa HQR en lenguaje Fortran, que permite establecer la efectividad
computacional del mismo.
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Some results on eigenvalues and eigenvectors
of a matrix using the QR method

Abstract

The present research had, as a goal, {o formulate, implement and apply QR method (o solve the
algebraie problem AX= X, approach In the theoretical, numerical and computational context. Some
importani. results on the tterative method and computational discusston in Fortran languaje  are
established for an efficlent computer solution of HQR.
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Introduccion tales transformaciones, las cuales tienden a ser

numéricamente estable [1].
El calculo del namero de valores propios

deseados influye en la escogencia del mélodo a
seguir, dichos valores usualmente son caleula-
dos primero, y luego usados en el caleulo de los
veclores proplos.

Debldo a esta situacion surge el Método QR
como una alternativa efielente para el ealeulo de
todos los valores proplos de una matriz.

é QR riz
El procedimiento usual para el calculo de Método para una mat

los valores propios se hace en dos etapas primero La base de este método es la sucesiva
transformaciones semejantes usadas para redu- factorizacion de una sucesion de matrices (Am)
cir la matriz inicial a una forma sencilla (Tridia- donde éstas mantienen la misma forma de la
gonal o Hessenberg) y segundo la matriz redu- matriz original (Tridlagonal o Hessenberg) [7].

cida para calcular los valores proplos. El procedimiento del método se puede

La tdea de hacer transformaciones matri- expresar:
clales, es una consecuencia directa del resultado

Dada una matriz A, cuyos valores propios
de que los valores propios son Invariantes bajo

son deseados (A no singular), existe una factori-
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zacion A=QR (Q ortogonal y R triangular supe-
rior).

Si se examina los efectos acumulativos de
m pasos se tiene:

Sea A=A, se define una sucesion de matri-
ces Am, Qm y Rm por:

Aul:QmRm ! Am-t-l:RQO “]

La sucesion A convergera a una matriz
triangular con los valores propios de A sobre su
diagonal o una cast triangular cuyos valores
pueden ser [acilmente calculados.

Se retoma (1) y se llega:
Am +1 =QmTAQO (2)

Am+1 es orlogonalmente semejante a Am y
adipor induecion a Ay=A, esto indiea que en eada
elapa se usan transformactones ortogonales se-
mejantes.

Las sucesivas lleraciones satlslacen rela-
ciones semejantes que se pueden expresar Aasi:

En toda descomposicion Ay = QR existe
cnlonees:

a) Am+1 €s semejante a Am;

Am+l= anTAn;Qn—\ m=l L7 -

b Ams1 = (Q1Q2--.Qm) ' AUQ1Q2.......Qum)
m=1.2...

¢) Para la matriz ortogonal Pr=Q1Q2...... Qm
y la matriz triangular superior Up=Ru........ R
uno tiene A"=A"|=P;,Un m=1,2.....

Observacion:

El método QR puede ser relativamente cos-
toso, ya que la factorizacion QR consume tiempo
cuando se repite muchas veces. Para decrecer el
costlo la matriz se prepara para el método redu-
citndola a una forma sencilla. En tal sentido se
debe reducir la matriz A a una forma (Tridlagonal
o Hessenberg) usando los procedimientos de Gi-
vens u Householder [6] .

El método QR con
desplazamiento del origen

El método QR, es generalmente aplicado
con desplazamiento del origen para el calculo de

los valores propios en cuanto incrementa la ve-
locidad de convergéncia [7].

El uso de dichos desplazamientos reducen
dréasticamente, el nimero total de pasos reque-
ridos por ¢l método.

El desplazamiento del origen puede ser con
o sin restitucion. El proceso con res{iyeion ¢sta

definido asi:

Para una sucesion de constantes

Kin, A=A Yy Am - Kml= QumRu:
RnQm +Kinl= A+, m=1,2........ (3)

Las matrices Ay son semejantes a Aj, ya
que:

Rin=0m"(Am-Kwl);
Allnl: l(:n|+inT(AurKln|]
.Qm':QmTAQO‘ m=1 (4)

En la escogencia del lactor de desplaza-
miento es necesarlo constderar cuando la matriz
es real y flene valores proplos reales o liene
algunos valores propios complejos conjugados o
cuando la matriz es compleja.

Para matrices reales con valores propios
reales se propone escoger Ky calculando los
valores propios de la matriz 2x2 de la esquina
infertor. St estos son complejos e fguales a puttn
enlonces se toma Kyn=pm.

Si ellos son reales ¢ 1guales a pm Y G st
toma Ky, igual a pm 0 (m slempre que [pm - an™|
Sea Menor 0 mayor que |gm - aga(mj)|.

St la malriz original es compleja entonces
en general la matriz relevante tendra dos valores
propios complejos pm y qm de nuevo la decision
se hace al comparar como en la parte anterior [8].

Se puede considerar el método QR doble
esle sirve para determinar Q y Az sin calcular Q.
R1, Q2. 0 Az de las ecuaclones:

A-KI=Q1R; |, RiQ1+KI =Ay (5)
Ar-KI=QuRy |, RoQu+KI =As (6)
Aa=(Q192)"AQ1Q2)= Q'AQ (7)

(91Q2)(R2R1)=(A-KI)(A1-KD)=B(K) (8)
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Las matrices Q1, Q2. Ry, Ry seran comple-
jas pero v R=RyR; son reales, ya que ellag
corresponden a la factorizacion de la matriz real
B(K), asi que Az también es real.

B(K) es el producto de 2 matrices Hessen-

berg superforex, %0lo los primeros elementos de

sus primeras columnas son no nulos. Ellos estan
dados por:

b= ;121 1-a1 1 (K+K)+KK+aj2a2,
h21= agilaj (+age-(K+K)|
ba1= azeag) 9)

Al calcularse byy, a1 v bar de los valores

de Ay y los desplazamientos K, se calcula Py por

(ramsdormaciones de Howsehalder dondei

=[by 1+sen(or )b 1 +bP b
b21,ba1,0.....0]T (10)

Se consldera ahora PjA (P esta puede re-
dueirse a una forma Hessenberg, por una serie
de translormaciones ortogonales, usando Hou-
scholder.

Un paso completo del algoritmo QR doble
¢s como sigue:

1) Calcular Ki™+Ky™, Ky™Ky™, basado en
los valores propios de Tk.

2) Calcular by, ba1. bar, usando (10 ) con
K™, Ky en lugar de ki, k2 determinado la matriz
I’y y ealeular PjAgPy.

3) Reducir ' A’y a una forma Hessenberg
usando transformaciones semejantes de House-
holder obtentendo Py.y [4].

Cabe senalar la existencia de otros tipos de
desplazamientos enfre los cuales se pueden
mencionar. Coctente de Rayleigh, Wilkinson,
desplazamiento de Newton, desplazamiento de
SAAD [3]. Haciendo una breve descripeion de los
dos altimos menclonados se puede decir:

El desplazamiento de Newton produce los
valores proplos de las matrices tridliagonales en
forma mondtona sin pérdida de la convergencia
de segundo orden. Inlclalmente la matriz deberia
ser definida (positiva o negativa). La convergencia
puede ser un poco lenta en casos dificiles y la
causa radica en que dicho desplazamiento es
solo necesario para la establilidad de la imple-
mentacion. Mientras que el desplazamiento de

SAAD solo se propone usar ¢l Método de Newton
para caleular un valor propio a la precision de-
seada y solo asi ejecutar una transformacion QL
usando el valor propfo como desplazamiento. Tal
técnica conduce el namero total de iteraciones
9[’ cerca de n y Pennlte el caleulo de P=n"x-,Qx

con una reduccion del 40% del costo |3].

Descripcion del programa HGR

La subrutina HQR tiene como proposito
calcular los valores propios de una maltriz real
Ilessenberg superior usando el Método QR. El

Wuso del misme plﬂn“‘-ﬂ ¢ su formulacion una

secuencla empleada (AN,NP,WR,WI), cuya des-

crlpelon 6 AL BUBRILAR AL]

NP: es un conjunto de variables de cntradas
enteras igual a la dimension de la fila del arreglo
bidimensional A como se especilica en la formu-
lacton de la dimension para A en el programa.

N: es un conjunto de variables de entrada
enteras lgual al orden de la matriz A, N no puede
ser mayor que NP.

WR, WI: son variables de salida de trabajo
con precision real unidimensional, de dimensio-
nes menores que N, contlenen las partes real ¢
Imaginarias respectivamente de los valores pro-
plos de la matriz Hessenberg,

St mas de 30 iteraciones son requeridas
para determinar un valor proplo, esta subrutina
termina.

Su aplicabiltdad radica en determinar los
valores proplos de una matriz real general, HQR
deberia ser precedida por la subrutina ELMHES
que permite producir una matriz Hessenberg
superior para HQR. Para determinar algunos de
los veelores proplos de una matriz real general,
HQR deberia ser precedida por ELMHES o ORT-
HES y segulda por INVIT y ELMBAK; se reco-
mienda en general usar BALANC.

Discutiendo algo del método se tiene: los
valores propios son determinados por el Mélodo
QR, la esencia de esle es un proceso por el cual
una sucesion de matrices Hessenberg superior
son unitariamente semejante a la matriz Hessen-
berg original. La razon de convergencla de esta
sucesion es mejorada por desplazamientos del
origen en cada Iteracion. La aritmética completa
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del proceso es mantenida como real, por combl-
naclon de dos iteraciones en una, usando dos
desplazamlentos o un par de desplazamientos
complejos conjugados, la ultima forma Hessen-
berg es chequeada para una posible particion

(J(‘ (]()S sul)malrlces. g‘ una |)'dl‘h(‘.l(!)ﬂ ocurre SO,()
submatrices Infertores participan en la proxima
iteracion. Los desplazamientos del origen en ca-
da iteracion son los valores propios de la matriz
de la esquina inferior derecha. Cuando las sub-
matrices principales 1x1, 2x2, finalmente se par-

ticionan del resto de la mariz, 1o valores proplos
(e calax son (omados como lox valores proplos

de la matriz origfnnl y el algoritmo procede con

ol roato de e vubmatrieoy,

Este proceso se contintia, hasta que la
matriz esté particionada completamente en sub-
maltrices de orden 1 o 2. La tolerancia en las
pruebas de particlon son proporcionales a la
precision relativa de la maquina. Algunos de los
valores proptos puede ser alslados en la diagonal
por la subrutina BALANC. Esta informacion es
transmitida a HQR ¢ Inmediatamente extrae los
valores proplos y se aplica el procedimiento QR
a la submalriz situada en las filas y columnas de
los limites de la maltriz balanceada.

La subrutina HQR es numéricamente esla-
ble, ya que cada valor proplo calculado es exacto
para una malriz cercana a la malriz original
Hessenberg superior |2,5]

Conclusiones

Con base en el desarrollo de la Invesliga-
clon realizada se llegaron a las sigulentes conelu-
slones.

1) La experiencia obtenida en el analisis del
Metodo QR ha demostrado que el método Inves-
tigado constituye una alternativa relevante para
calcular los valores propios de una matriz.

2) El analisis computacional realizado per-

millo establecer que la implementacion de la
subrutina HQR determina que los resultados
muestran la efectividad, velocidad del mismo.
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PROGRAM VICTOR

Chikkhkhkkhhkhkhhhhhkhhhhhkhhkhkhhkhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhkrhhhkdhkrhhdhhk
k%

¢ BROZRAMA DE CALEULS DBE VALAREZ BRABTAZ ABAVARS EN LA RUDPINA
"HQR"

C DESARROLLADO POR

:PRESS,W. ,FLANNERY ,B. , TEUKOLSKY, S., VETTERLING, W

C IMPLEMENTADO PARA EL COMPUTADOR/NOVIEMBRE 1990.

C POR EL: LIC. VICTOR S. RIVEROS V.

C Sokddkkkkkk 20 /11 /00 kkkkkkkkkk

C PROGRAMA PRINCIPAL PARA LA RUTINA "HQR"
Chbhhhhhk kAR ARERRRI IR IR R AR KRR Rk Ak ok ok ko k ok ko kdk ok ok ok kKo ok ok ok ok ok ok o ok o ok ok ok
Ak .

PARAMETER (NP=5)

DIMENGION A(NP,NB),WR(ND),WI(NP)
DATA
A/1.0,-2.0,3.0,-4.0,-5.0,2.0,3.0,4.0,5.0,6.0,0.0,0.0,50.0,
*-60.0,-70.0,0.0,0.0,0.0,7.0,8.0,0.0,0.0,0.0,0.0,-9.0/
OPEN (3, FILE=/TABLAS2.TXT')
WRITE(3,’(/1X,A)’) ’MATRIZ:’
DO 11 I=1,NP
WRITE(3, ' (1X,5F12.2)’) (A(I,J),J=1,NP)
11 CONTINUE
CALL BALANC (A,NP,NP)
CALL ELMHES (A,NP,NP)
CALL HQR (A,NP,NP,WR,WI)
WRITE(3,’(/1X,A)’) ’'VALORES PROPIOS:’
WRITE(3,’(/1X,T9,A,T24,A/)’) 'REAL’, * IMAG. ’
DO 12 I=1,NP
WRITE(3,’(1X,I1,2E15.6)7)I,WR(I),WI(I)
12 CONTINUE
END
C****************************************************************
hhkkkkk
C LA SUBRUTINA BALANC,BALANCEA UNA MATRIZ REAL/GENERAL Y AISLA
VALORES
C PROPIOS CUANDO SEA POSIBLE
C****************************************************************
* &k kkk
SUBROUTINE BALANC (A,N,NP)
PARAMETER (RADIX=2,SQRDX=RADIX**2)
DIMENSION A(NP,NP)
1 CONTINUE
LAST=1
DO 14 I=1,N
c=0.
R=0.
DO 11 J=1,N
IF (J. NE .I) THEN
C = C + AP3(A(J,I))
R = R + ABS(A(I,J))
ENDIF '
11 CONTINUE
IF (C .NE. 0. .AND. R .NE. 0.)THEN
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R/RADIX
1
=C+R
b) IF({c .LT. G)THEN
F = F * RADIX
C = C * SQRDX
GO TO 2
ENDIF
G = R*RADIX
3 IF(C .GT. G)THEN
F = F/RADIX
C = C/SQRDX
GO TO 3
ENDIF

IF ((CtR)/F .LT. 0.95 % S)THEN
LAST = 0
6 = 1.4F
DO 12 J = 1,N
A(I,J) = A(1,J) * G
12 CONTINUE
DO 13 J = 1,N
A(J,I) = A(J,I) * F
13 CONTINUE
ENDIF
ENDIF
14 CONTINUE
IF(LAST .EQ. 0) GO TO 1
RETURN
END

Chhkkkhhhkhhkhkhhk kR kkhhkk bk khh kA khh Ak hhkkh kA kR kA hkhhkhkkkkkhkkkk
* %k %

C LA SUBRUTINA ELMHES, REDUCE UNA MATRIZ REAL GENERAL A UNA FORMA
C HESSENBERG SUPERIOR USANDO TRANSFORMACIONES ELEMENTALES

SEMEJANTES
Chhkkhhkkkhkhhkkhhhhkhkkhkhhrkhkkkkhhhhkkkhkkhhkkhkkhhhkkhkkkkhkkhkkkkk

* %k %k

7R B
I

SUBROUTINE ELMHES (A,N,NP)
DIMENSION A(NP,NP)
IF(N .GT. 2) THEN
DO 17 M=2,N-1

X = 0.

I=M

DO 11 J = M,N

IF(ABS(A(J,M-1)) .GT. ABS(X)) THEN

(]l

X = A(J,M-1)
1 =3
ENDIF
11 CONTINUE

IF(I .NE. M) THEN
DO 12 J = M-1,N
Y = A(I,J)
A(I,J) = A(M,J)
A(M,J) = Y
12 CONTINUE
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pD013J-=1,N
Y = A(J,I)
A(J,I) = A(J,M)
A(J,M) =Y
13 CONTINUE
ENDIF

IF(X .NE. 0.) THEN
DO 16 I = M+1,N

Y = A(I,M-1)

IF(Y .NE. 0.) THEN
Y = Y/X
ALU-1) =¥

DO 14 J = M,N
A(I,J) = A(I,J)-Y*A(M,J)
14 CONTINUE
DO 15 J =1,N
A(T,M) = A(T,M) + Y*A(J,T)

15 CONTINUE

ENDIT
16 CONTINUE
ENDIF
17 CONTINUE
ENDIF
RETURN

END
Chhkkkhkhkhkhhhkhhkhhhkkhkhkkhk kA kkk kA kkkhkkhhxhhhhkhhkhkkkhhkkkkhkkkkh*

%* ok % %

C LA SUBRUTINA "HQR", CALCULA LOS VALORES PROPIOS DE UNA MATRIZ
REAL

C HESSENBERG SUPERIOR USANDO EL METODO "QR"
Chk A IR A KA A I AR A I A KRR IR KRR AR RN KRR AR AR A AR AR Ak kkkhkkkhkkkkkk k%

* % k %
SUBROUTINE HQR (A,N,NP,WR,WI)
_DIMENSION A(NP,NP),WR(NP),6WI(NP)
ANORM=ABS (A(1,1))
DO 12 I=2,N
DO 11 J=I-1,N
ANORM=ANORM+ABS (A (I,J))
11 CONTINUE
19 CONTINUE
NN=N
T=0.
1 IF(NN .GE. 1) THEN
ITS=0
2 DO 13 L=NN,2,-1
S=ABS (A(L-1,L-1))+ABS(A(L,L))
IF(S .EQ. 0.) S=ANORM
IF(ABS(A(L,L-1))+S .EQ. S) GO TO 3

13 CONTINUE
L=1
3 X=A (NN,NN) - .
IF(L .EQ. NN) THE
WR (NN) =X+T
WI(NN)=0.
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14

T 200 9000200

NN=NN-1
ELSE
Y=A (NN-1,NN-1)
W=A (NN, NN-1) *A (NN-1,NN)
IF(L .EQ. NN-1) THEN
P=0.5% (Y-X)
Q=P**2+W
Z=SORT (ABS(Q) )
X=X+T

&i (§ +GEv 04) THEN
2=P*SIGN(Z,P)

WR (NN) =X+2

WR (NN=1) =WR (NN)

IF(2 .NE. 0.) WR(NN)=X-W/Z

WI (NN)=0.
WI(NN-1)=0.
ELSE

WR (NN) =X+P
WR (NN-1)=WR (NN)

WI(NN)=2
WI(NN-1)=-2
ENDIF
NN = NN-2

ELSE
IF(ITS .EQ. 30) PAUSE 'DEMASIADAS ITERACIONES’
IF(ITS .EQ: 10 .OR. ITS .EQ. 20) THEN

T=T+X

DO 14 I=1,NN
A(I,I)=A(I,I)-X

CONTINUE

S=ABS (A (NN,NN-1) ) +ABS (A (NN-1,NN-2))

X=0.75%S

Y=X

W==0.4375*%S*%*%2

ENDIF

ITS = ITS+1

DO 15 M=NN-2,L,-1

Z=A (M, M)
R=X-2
S=Y-2
P=(R*S-W) /A(M+1,M)+A (M, M+1)
Q=A (M+1,M+1)-Z-R-S
R=A (M+2,M+1)
S=ABS (P) +ABS (Q) +ABS (R)
P=P/S
0=0/s
R=R/S
IF(M .EQ. L) GO TO 4
U=ABS(A(M,M-1)) * (ABS(Q) +ABS(R))
V=ABS (P) * (ABS(A(M-1,M-1))+ABs(2) +ABS (A (M+1,M+1)))
IF{U+V .EQ. V) GO TO 4
CONTINUE
DO 16 I=M+2,NN
A(I,I-2)=0.
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16

17

18

1

IF(I .NE. M+2) A(I,I-3)=0.
CONTINUE
DO 19 K=M,NN-1
IF(K .NE. M) THEN
P=A(K,K-1)
Q=A(K+1,K-1)
=0

IF(K .NE. NN-1) K=A(Kt2,K-1)
X=ABS (P) +ABS (Q) +ABS (R)
IF(X .NE. 0.) THEN
P=P/X
Q=Q/X
R=R/X
ENDIF

ENDIF
C=CICN (EQRT (PtxJwQut]eRtt]) D)
IF(5 oNEe 04) THEN

IF(K .EQ. M) THEN

IF(L .NE. M) A(K,K-1)=-A(K,K-1)
ELSE
A(K,K-1)=-8*X
ENDIF
P=P+S
X=P/S
Y=0/S
Z=R/S
Q=Q/P
R=R/P
DO 17 J=K,NN
P=A(K,J)+Q*A (K+1,J)
IF(K .NE. NN-1) THEN
P=P+R*A (K+2,J)
A(K+2,J)=A(K+2,J)-P*2Z
ENDIF
A(K+1,J)=A(K+1,J)-P*Y
A(K,J)=A(K,J)-P*X
CONTINUE
DO 18 I=L,MIN(NN,K+3)
P=X*A (I,K)+Y*A(I,K+1)
IF(K .NE. NN-1)THEN
P=P+Z*A(I,K+2)
A(I,K+2)=A(I,K+2)-P*R
ENDIF
A(I,K+1)=A(I,K+1)-P*Q
A(I,K)=A(I,K)-P
CONTINUE
ENDIF
CONTINUE
GO TO 2
ENDIF
ENDIF
GO TO 1
ENDIF
RETURN
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Tiempo de compilacién 20.49 seq

Tiempo de ejecucién

END
MATRIZ:
1.00
-2 .00
3.00
-4.00
-5.00

VALORES PROPIOS:

O WwN =

REAL

0.500000E+02
0.200000E+01
0.200000E+01
0.709996E+02
0.699994E+01

ST b W

O C OoO0oO0o

.00 0.00
.00 0.00
.00 50.00
.00 -60.00
.00 -70.00

IMAG.

.000000E+00
.173205E+01
- 173205E+01
.000000E+00
.000000E+00

02.58 segq

0.00
0.00
0.00
7.00
8.00

0.00
0.00
0.00
0.00
=9.00
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