Rev. Téc. Ing. Untv. Zulia. Vol. 17, No. 1, 37-42, 1994

A study of Struve’s incomplete cylindrical
function

Magdely Valbuena M.

Centro de Investigacion de Matemética Aplicada
Facultad de Ingenieria. Universidad del Zulia

Abstract

Cylindrical functions are among the most important speclal functions, having many diverse
applications In physics, engineering, mathematical analysis, astronomy, and so on. This paper centers
on Struve's Incomplete Cylindrical Function Hy(w,2): its definition and representations in series in terms
of the Hypergeometric Functions and of Kampé de Férlet Generalized Hipergeometric Function. Some
relations of recurrence and varlous integral transforms are then calculated, arriving at some known
specific cases. An asymptotic expansion Is provided for Ho(0,2).
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Un estudio sobre la funcion cilindrica incompleta
de Struve

Resumen

Las Funciones Cllindricas estan entre las mas importantes funciones espectales, con muy diversas
aplicaclones en fisica, Ingenieria, analisis matematico, astronomia, etc. El presente trabajo se centra en
la Funeién Cillindrica Incompleta de Struve Hy(w,2z): su definicion y representaciones en serie en términos
de la Funcion Hipergeométrica y de la Funcion Hipergeométrica Generalizada de Kampé de Fériet. Se
calculan algunas relaciones de recurrencia, varias transformadas integrales y se obtienen algunos casos
particulares conocidos. Finalmente se presenta un desarrollo asintotico para Ho(9,2).

Palabras claves: Funcion de Struve, transformadas Integrales, desarrollo asintotico.

Introduccidon Integrales analogas en las cuales los contornos
no estan determinados. Tales integrales se de-

nominan funciones cllindricas Incompletas; de
blemas de movimlento de liquidos viscosos, elas- alli Ia necesidad de su estudio [1, 2, 3]. En este

tetdad, electrostatica, hidrodinamica, ingenteria trabajo nos concretamos a la Funcion Cllindrica
nuclear, problemas de valores de contorno en Incompleta de Struve Hy(w,2).
electro-magnetismoy transferenctade calor, pro-
blemas de valores propios en mecanica cuantica Definicién y repres entacién en
y hasta en ingenieria blomédica y en economia.

Dichas funclones tienen representaciones inte- serie de H\)(W,z)

grales en la forma de Polsson y Bessel para las La funcién Incompleta de Struve en la for-
cuales los contornos de Integracion estan com- ma Poisson se define como:

pletamente determinados. Sin embargo en la

practica, frecuentemente es necesarfo estudiar

Las Funciones Cllindricas aparecen en pro-
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Hy(w,z)= % J: sen(zcos®) sen®'0dd (1)

1
20

Usando en (1)'la representacion en serie de
sen(zcosh),intercambiando la integracion con la

donde Ay=2"T(v + —)l’( } Re(v +

serie y resolviendo la integral tenemos

2mel

2y Jp—
Hy(w.2= = Y, (-1)™ Bsenw(v + 2 ™oy @

mel)

donde Py (a,b) es la funcion beta incompleta.
De la relacion [4, férmula 6.6.8, pg. 263]

Ba,b)= fx tla-oP lde=

a ' XY9F(a, 1-bia+1:0) (3)

2041 ™
70 sen*™ 1w
H w,z A~
o )_u v+ A

: T, S
zF‘l(v+2, m,1>+2.senw)

2mtl
2m+1)!

n™ (4)

De (4) usando las relaciones conocidas pa-
ra 2F (o,f,7:2) ecuaclones (9.5.3), (9.5.7) y (9.8.1)
de [5], obtenemos que:

7n+1 Biesd 9
— sen“" " w cos“w.
Ay

Hy(w,2)= Hy(2)
1
5'1 ZCOSW

(—J —ctg?w| (5)

Re(v + %)>0, | zcosw| <2, lctgwl<l

donde:

Fg:v denota una serle hipergeométrica ge-

neralizada de Kampé de Feériet [6], la cual
converge en los sigulentes casos:

1) pir<gis+l, pru<giv+], Ixl<e, lyl< o
2)  pir=qis+l, pru=q+v+l y
D Ix V0D 4y 19 g g p>q
1) max {Ix1,lyl}<1 st p<q
3)  pHr+u<g+s+v+l Vx
4)  par+u=q+s+v+l
) p=q Ixl<l, lyi<l

i) p-g<0, Ixl<l, lyl<l

i) p-geus0, 1xM + 1y /U<,

Relaciones de recurrencia de
Hy(w,z)
Algunas relaclones de recurrencia para la
Funcion Cilindrica Incompleta de Struve son:
d .
-d—z(z"H\,(w,z)): Z°Hy-1(w,z) —

272%"! 1
v sen” 'w cosw sen(zcosw) (6)
v

Para llegar a este resultado, reemplazamos
a Hy(w,z) por su representacion integral, derivan-
do luego respecto a z e integramos por partes.

(7 Hu(wl))——“-sen.2 w.

cos (zcosw) — z °Hys1(w,2) (7)

Haclendo un procedimiento similar al ex-
plicado para calcular (6) obtenemos el resultado

(7).

Ho1(10,2) — 2_:Hn(w.2)+Hu+l(w-Z) =

22" gy
sen”"" ' w cosw sen(zcosw)

sen®"*!w cos(zcosw) (8)

Avtl
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Para obtener este resultado desarrollamos b2cos?a
1a dertvada en (6) y multiplicamos porz'y en (7) - P ~clg” a} (10)
desarrollamos la derivada y multiplicamos por z°
restando luego el primer resultado del segundo. Re(A+v)>-2, Re|pl>|Imbl,

Hy-1(w,2) — 2Hy(w, 2-Hy+1(w,2) = . . || b*cos®a |

— | letgal [<1.
u-1 p
2z 2v-1
A sen”” "W cosw sen(zcosw)
v Transformada K
—2—Zusenz"+lw cos(zcosu) (9) . Aot
Avii E Ku(px)Hu(a,bx)dx = W

Hacemos igual procedimiento al explicado
para obtener (8) pero sumando el primer resul- r [M‘;"Hz] |y [M“;J +2]
tado al segundo obtenemos el resultado dado en =
la ecuacion (9). T(v+12)

Si w% obtenemos las formulas de recu- 1 A2 AoHi+2 33 b7

T g wrgg g
rrencia conocidas para la Funcion Asoclada de Lary P
Struve |7].
—sen®"'a cos®a .
Transformadas integrales
de Hy (a,bx) - ,,l+v;p+2'?»+v;u+3, -\»%.1

Presentamos algunas transformadas inte- Fry, é . :
grales de Hy(a,bx) tales como la de Laplace, B-in- 2 '
tegral, transformada K, integral tipo Weber y
algunos casos particulares. _b’cos’a -ctg""a}} (1

Sea Hy(a,bx) definida por (5) P’

Transformada de Laplace
L [,v.}‘H\,(a,bx); p] =
b’ Pv+2) 1

pe 2 Ty M (u+Y2)

AH0+2 A+u43 33 b

aFfz(l,T. g vt 5.—2'-—?)
B sen®™ 'a cos’a
Ay ’
it A2 A++3 \»l 1
0‘3\ . ’ y B, ¢ '
Fl,l 2 2 2",

v

L —
2

Re(p)>1Imb|, ReA>1Rep | -Rev-2,

.

Integral Tipo Weber

b2cosa
== e o 12
P

, letgal

A+0+2
po+l r )

2A, AHV+H2
Praatac

2
1 w23 3 b
2

- sen® la cos?a .

2
J:e‘p" xHy(a,bx)dx =
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1
= L=l 9 9
0.1.2 2" bcos*a
Hyi

b>0,Re(p)>0, Re(vih)>2,

(12)

Ictgal <1, Re{2Vp)>| Re(bcosa) |
p-Integral
1
on'”(l—x)*‘m(a.bx)dx:

b B(p+v+1,s) 1 -y
2“r(n+5)\ﬁ

o BEOL prot2 | 3 3 prsivtl ptstu+2  b°
"N 2" 8T e g * 2 a4

ser™ 'a cos’a
Ay '

L prutl o proi2
0_3.2-.1. 2 ' o '°+§'1,

1.3.0 9. 3 prutst]l pro+s+2
2" 2 ' 2 '

{5 o

Re(p+v)> -1, lctgal<l, Rel bcosal< 2.

Célculo de la funciéon incompleta
de Struve Hy(6,z) para valores
grandes de "z"

Funcién Hy(6,2)
Si en la ecuaciéon (1) hacemos v=0 obtene-
mos;

Hy(0,2) = % sten(zcosrp)dsp (14)

Existen dos meétodos desarrollados por
Fetlis en [8] para hallar la expansion asintotica
de la funcién jo(z,0), los cuales son aplicables
cuando z es grande. Uno de esos es el desarrollo
como una serie asintética, mientras el segundo

€S una transformacion a una representacién in-

tegral en la cual el integrando no es oscilatorio
para Hy(0,2).

Consideremos a 6<n/2.

)
Hy(6,2)= % {'[0 sen(zcosg)clp — I:sen(zcosm)dtp}

2 1 o
“aLf g, € - Nag] (15

sl hacemos x=cos6 y t=cos¢ en la ecuaciéon (15)
nos queda:

Ho(6,2)= % [Hoz) +

{ olzt ozt
Z[I:)?h-? J:\h-? ] e

Transformaci6n de la funcién Ho(9,z) a
una integral no oscilatoria

La integral (14) puede ser transformada a
una forma adecuada para evaluarla por cuadra-
tura cuando z es grande, y la cual no esta
restringlda en su uso para los valores de 8. Esto
se logra por la distorsion en la trayectoria de
Integracion de tal manera que se obtiene un
Integrando no oscilatorio.

Consideremos la Integral

b=

dw

rV1-w?

la trayectoria de Integracion en el plano complejo
w(=u+v) es el rectangulo T con vértices (0,0),
(x,0), (x.N), (O,N) con x<1 y N>0. Ya que el
integrando no tiene polos dentro del contorno y
permanece monovaluada en todo el rectangulo,
la integral de linea total es cero. Si hacemos

tender N a Infinito, la contribucién del segmento
{(0.N)-(x,N)} se anula y encontramos que

- _
I el I

o e—zv
. d 1
e J: V=21vx+(1-x2) g G
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Evaluando la integral

ri dv

0 JHG
por un procedimiento analogo al utilizado por
Fettis, Henry E. en [8] tenemos:

r U Eo21+Y(2) (18)
o 14/ 2 [ ]

sustituyendo (18) en (17) noe queda

r‘ ~ du ~ -t Ed 2+ Yo2)]
0 V1-u? 2
A
_(eizx r - dv (19)
0:122lvx+(1—?)
Similarmente si consideramos la integral
§E
1-w?

obtenemos

e—lzu B ezv
J: :Jl—uz - lJ: Ql+vzdv

v
_(e_b‘x ez dv (20)
0 :J 7—2lvx+( l—?
siendo
e’ T
j: Todv~3 [Ed2r+Yol2)] 21)

sustituyendo la ecuaclén (21) en la ecuacion (2.0)
tenemos:

I; \fl__i:, du ~ S [ EdznYo2)]

5 &
e E V2uvxr(1-F i 22

reemplazando la ecuacion (22) y la ecuacion (19)
en la ecuacion (16) resulta

Hd.2) » = (Hle) + 5 [Volo)-Hul)
1 izx e—-zV
E[e J: :17—21vx+(l—? a
g &
2° J; 21 dv}} )

donde;
o) =-Ho(2) (24)
pues{o que
" 2 1
Ho(z) = Yo2) + S [l + U(ZQH,
larg zl< y 1z| grande (25)
y

2 Y 1
Yo(z)= (n—z] sen(z-v4) { 1+ ({—z—z—}} (26)

y ademas para las representaciones Integrales
en la ecuacion (23) puede observarse que para
valores muy grandes de z y 8>0 se tiene que:

HY0.2) ~ 2 (Vhz sen(z-w) + 2 - 4

{ v 0[5]} ' O(mlzne)* o(zs;neJ @7

luego si z » csc? 0

Ho(8,2) ~ % (N¥rz sen(z—a) + % = %)

1
ki ({zseneJ (28)
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