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On generalized finite Hankel transform
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Abstract

In this paper, a generalized finite Hankel transform Is defined by using the Theory of Finite
Sturm-Liouville Transform. The inversion formula and some properties are given. Additionally, it is
applied to the solution of the boundary problem related to atmospheric pollution. The finite Hankel

transform is obtained for a particular case.
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Sobre una transformada finita generalizada de
Hankel

Resumen

En el presente trabajo se define una transformada finita generalizada de Hankel adecuada a clertas
condiclones de contorno, usando la Teoria de Sturm-Liouville. Se da su formula de inversion, algunas
propiedades y se aplica dicha transformada en la solucién de un problema de contorno relativo a
contaminacion amblental. Como caso particular se obtiene la transformada finita de Hankel.

Palabras claves: Transformada, finita, generalizada, Hankel.

Introducciéon

Las transformadas cuyos nucleos son las
funciones de Bessel se llaman transformadas de
Hankel. En el presente trabajo se utiliza una
forma general de la ecuacion diferencial de Bes-
sel [1],

1o, (1-20) b
22 g2t A d

(p?f+9%;f)¢=o, ()

con parametros B, v, ¢ y v, para definir una
transformada finita generalizada de Hankel
usando la Teoria de las Transformadas Finitas
de Sturm-Liouville [2,3]. Se presenta su formula
de Inversion, algunas propledades y su
aplicaciéon a un problema de difusion.

Transformada finita generalizada
de Hankel

Definicién
La transformada finita correspondiente al
operador lineal

-
L= Nu(a,Y)-YzZQY 2
(1-20) d oz—uy2 @)
PR TR A

el cual tiene la forma autoadjunta
d ( 1 20 d) +a2—u
Y?z?r—ﬁt— az v 22
o, y reales; y# 0

se le llamara transformada finita generalizada de
Hanlkel.

Rev. Téc. Ing. Univ. Zulla. Vol. 17, No. 1, 1994



M. Bermiidez

La solucion general de (1) es [2]
buB,2) = 2* Z, (B2") (6)

donde ZyBz") es una combinacion lineal de
funciones cilindricas.
Sea

0uy(B.2) = 12" h(BZ) + 022" V(B2 (4)

y los operadores de contorno Py Q definidos por
las ecuaciones

Pf=ai1fx,a) + a2 aa—;(X.a),

of
~ (xb 5
az(x ) (5)

donde a1, ag, b1 y bz son constantes.

Consideremos el caso especial:

O<z<a, Qf=f(x,a)

Qf = bifix,b) + bz

La solucion de la ecuacion (1) en este caso
es

day(Bm2) = Z*k (Bmz"), v20 (6)

donde B4, B2, ... son las raices positivas de la
ecuaclon trascendental

J Bma') =0, v20
La transformada finita definida por

Tyl = Haulfx.2)0,7,m)

=] 27 1.2 diBrdz w0 ™

la llamaremos transformada finita generalizada
de Hankel de primera clase.

Férmula de Inversién
Como las funciones de Bessel de primera
clase satisfacen la propiedad de ortogonalidad [4]

I}?'“‘ A"y JoBn)dz

=§[J\m(ﬂma’)lzsm ®)
0, m#n

donde 8,-,,,,:{1 P

La formula de inversion de la transformada
(7) es

fx2) = H, ’“ [71°"")’(x,m),z]

__2 e 2 h(Bm)
S P I v20. 9
yazv,,é T [ Brma P 3

De manera analoga al teorema clasico en la
teoria de serles de Fourler-Bessel [7], se puede
demostrar la convergencia de esta serie.

Propiedades del Operador H)

1.- Transformada finita generalizada de
Hankel de la Primen derivada

Usando la definicion (7) e integrando por
partes, se obtlene

a

H'"'[gf‘ “'Y-’"] =2 fix,2) h(Bmz"

0
-] 2 L[ 2T @z

Como  consideramos  v20,
27 4Bm2h) - 0 cuando z-0, st
2y-a~1+vy> 0 y st asumimos que f(x,z) es finita
en z=0, entonces 22" f(x,2) L(BmZ" » 0 en
z—-0. También sera cero en z=a, ya que
Ju(Bma") = 0; stempre que f(x,z) sea finita.

entonces

Usando la relacién de recurrencia

[ 21 ] =

b 2% | (LD o
~Srral) J\m(ﬂmz')]. w0 (10

se obtiene

fh.,[ﬂa";’l a.v.m}:—%[«wzw«z—n x

fh,u-1[ZHf(X.Z)i G-Y-m] ~((v-2ypo+1) x
[Hhan 27 %2 cym]], vs0 (an

En el caso v=0, usamos la relacién
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322 o)

2T 2y-0-1) So(Bm2"yPryZ' h(Bm2h)

entonces

0f(x.2). B
Hu{ Py L 0LY,m| =

2ro-1) M ({%2 oy, }
linfyH1,1[z‘“'f(x,z); a,y,m]. (12
2. Transformada finita generalizada de

/2

primera clase de ——"

De la relacion de recurrencia

S _ h1Bm2) | S1(BmZ)
Bmz' 2v 2v

se obtiene la relacion

H ,{M oY, m] Bm [H1,\)-1[f(x-z); a,y,m

zr
+ Hiwnlfix,2); a.v.ml], v#0 (13)

3. Transformada finita generalizada de
Hankel del operador Ny(c.,y)

H1 .U[Nuf(xvz); oY, m]
=BTy oem) +¥Bm Ax.@)a hr(Bma’). (14)
4. Casos Particulares

St hacemos =0, y=1
a) En (7)

Fh 25 0,1,m = [ 21x.2) hi(Pm2) oz

= h1 '\)[I(X,Z); m]

que es la transformada finita de Hankel de
primera clase

b) En (11)
H1,\,[§-%)—(;‘—zl; 0,1,m}

=PI el 425 01,

D) 1y 0,235 0,1,

-

Bm(v+1)
az ' m

2V

a-1[fx.2); m]

+ % hiwalfix.2); m), v#0

que coincide con la transformada finita de
Hankel de Primem clase de la Primera derivada.

De manera analoga en (12)

thg 252,01, ] hm[ e )m}:

= h1,o[1{z£2: m]+ Bm b1 1[Ax,2); m].

c) En (13)
H‘.\{—K—;)-; 0'1 'm} = _g_f‘f)l [H‘l,\)—‘lf(xlz); 011 lm]

+ Hiwalfx2); 0.1.m1}

ha.\{ifl; m} = %’{ha w-111(x,2); m|

+[h1_\,+1[f(x.z): ml]. 20
d) En (14)
Hi ,u[Nof(X.Z); 0,1 .m] = m,u[ﬂvf(xx); m]

=—BR Ty (xm) + B fix,2)a Jue1(Bma)
M o Bufix.2); m]
=~Bin f, J%m) + Bmfix.8)a h1(Bma).

Aplicacién de la transformada
finita generalizada de Hankel de
primera clase

Como aplicacton de la transformada finita
generalizada de Hankel de primera clase consi-
deremos un problema de difusion de polvo [3,6]
a través de la atmésfera a una altura determina-
da y el cual consiste en encontrar la solucton de
la ecuacion.

Rev. Téc. Ing. Univ. Zulla. Vol. 17, No. 1, 1994



50

M. Bermudez
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con las condiciones de borde

(0sz<a, o<x<1)  (15)

q0,2) = 0 g 0<z<a
q(x,a) = h(x) ' 0<x<1 (16)
Al comparar con (1) se encuentra que
W m W
2k Y= 2 = )
S! definimos

Hxm = Hholalxa): é_klr %—1; mj

2 1
n1Y (2 o L.
= — 2k 2
{ 5 ) joi" 1q(x.2) Je(Bmz‘")dz.
Aplicando transformada a ambos miem-
bros de (15) se tiene

2
2 Y( 1 Pq kw1 dq),_ w nr
HL{[”‘)[Z”"&ZH ki znaz]' 2ky' 2 .m}

7 9q. 1
(n+1)2 k1 H ox' 2k1 2 'm}

Usando el resultado (14)

(o g S )
=B qoom) + Bmﬂ;—‘lmna%‘”“*% ?Je~1(ﬂmam71)
Luego

o [oenpal ko ko (1Y
dxq{ 2 qu—mﬁ"{z]hm

[ial

”‘(IH'1+ k1)J9+1(Bm a—) (17)
con la condicion
Hom=0

La ecuacion (17) es una ecuacion diferen-
cial lineal cuya solucion es

w 1
Fx,m= —ﬁn{’“"} A Jeﬂ(amaﬁ

X
I i ;ilf—lﬂmf(m) o
que podemos escribir como

= ko (nlY w2 nel
Ll ﬂw{—Q—J a™ Y Jeﬂ(ﬁma - )Bm(x)
donde

Briv)=] Ho e TRy

Usando la formula de inversion (9) 56 obtic-

ne la solucion

12 Zk'% iy e m"“’"’z By
et Jen(ﬁmaT j
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