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Abstract

In this work first Integrals containing the product of hypergeometric functions ®; are defined.
Then, by deriving with respect to parameter A, the modified moments of the welght function x* e P* (Inx)",
t = 1,2, on [0,) are obtaining. Several known result are obtained as particular cases.
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Algunos resultados que involucran la funcion
hipergeométrica ®2

Resumen

En este trabajo, primeramente se definen Integrales que contienen el producto de funciones
hipergeométricas ®2. Seguidamente, derivando respecto al parametro A se obtlenen los momentos
modificados de la funcién de peso x* ePX (lnx)'. t = 1,2, sobre [0,=). Varios resultados conocidos se
obtienen como casos particulares de los aqui presentados.

Palabras claves: Integrales, funcion hipergeométrica ®2, momentos modificados.

Introduccién

Muchos investigadores han estudiado in-
tegrales con polinomios ortogonales, funciones
generalizadas de Laguerre y funciones hipergeo-
meétricas, esto se debe a que algunos problemas
computacionales en el campo de integracion
numeérica pueden ser resueltos por procedimien-
tos que requieren de momentos modificados
[1,2].

Asi, Gatteschi [3], Kalla y Conde [4,5] han
estudiado integrales con polinomios de Jacobi y
Laguerre; por otro lado, tenemos que Pittaluga y
Sacripante [6] estudian los momentos modifica-
dos de la funcion de peso xP™™ ™ (Inx)P,
(p = 1,2) sobre [0,s0), con respecto al producto de
los polinomios generallzados de Laguerre
Lin(@)®) y Ly® (x).-

Aular y Kalla [7] evaltian integrales que
Involucran funciones hipergeométricas con-
fluentes, obteniendo como casos particulares
algunos resultados de Pittaluga y Sacripante.

Recientemente, Gonzalez y Kalla [8] han
evaluado los momentos modificados de la fun-
cion de peso x e (Inx)P, (p = 1,2) sobre [0,=)
con respecto al producto de funciones generali-
zadas de Laguerre.

En este trabajo, primerameénte se definen
Integrales que contienen el producto de funcio-
nes hipergeomeétricas @,. Seguidamente, deri-
vando respecto al parametro A se obtienen los
momentos modificados de la funcion de peso
x* e P* (Inx)", t = 1,2, sobre [0,=). Generalizando
los resultados obtenidos por Gonzalez y Kalla.
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Integrales que involucran
funciones hipergeomeétricas ®2

Consideremos la integral

Ifajbl.ln._ﬂ-lpﬁ.r.z = j; ReP Do(a, bz -
Do, Bivimezx) dx (1)

donde, c,y#0,-1,-2, ..., }>-1; p>0; a,b,0t, B, g,
1, z, reales, ®g(a,b;c;qx,zd y @o(c,B; v; rx,24 son
funciones hipergeomeétricas definidas por [9]

Bm B " P

Dman T 1 @

BBy = Y,
mn=0

N<°°"M<°°'

Para evaluar la integral (1), sustitulmos
Do, Bry:mx, 2z usando (2), asi

I‘a_bl—u_ﬂlpxq rnz= .[0 e Dy(a.bicgrzy) -

Bo(e,Bivirx,zx) dx

f e —— Z (00 (B), (0 (2% ax (@)
Kj=0 (Y)ky’dﬂ

Intercambiando el orden de la suma y la
integral (posible por la convergencia absoluta),
obtenemos la expresion

@ B); (0* @

5

L.a bl—&ﬁ;‘z nz=- Z (Y)kt[ k!ﬂ
=

: I: R P @2 g, 29 dx (4)

c,y#0,-1,-2,....,A>-1; p>0; a,b,0,B,q,1.2 reales.
Usando el resultado [10, p. 340 (2.22.7.3)]

J'm L P (b, b cwx, 2 dx =
0

T(e)p™ Fy(oub, b':c%.ﬁ) (5)

donde, Re o, Re p, Re(p-w), Re(p-z) >0y F, es
una funcion de Appell,

obtenemos de (3) y (4),

ko Pans =] Pe oxabcgezy
Dy(o,Bryime 2 dx
_T(+ 1) Z (O + Dy (@i B (/D" (2/p)

K
p?‘ kj=0 (Y)kﬂ J
CFyh+k+j+ 1,abc ﬁ,ﬁ 6)

A+1 > 0; p > 0; Re(p-q), Re(p-z) > 0; ¢,y # 0,
-1,-2,....; a,b,0,B,q,1.2, reales.

1/ e ly-1A
Nc—sb.[-a[‘lpqrz alt Eab—.rl..ﬁpqrz

= ]: e (I ®y(a,bicgx, zx) Og(w.piyirx, zx) dx (7)

A+l > 0; p > 0; Re(pq), Re(p-z) >0; ¢,y # 0,
-1,-2,....; a,b,a,p,q.1.2, reales; t = 1,2.

Por otro lado, de (6) y (7) con t = 1, se tiene

NE-Ly-14 Z @y B); (/P (z/pY
1 -a,b-o.f, pPg.nz=

k.j=0 (T)k-t] K ji
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m,

Blo 3 M

donde hemos expresado la funcion F; de Appell
[9] en su desarrollo en serie, esto es,

Nf—alg-mﬁ parz= r P Inx dy(a,bicgezy -
Do(o, iy ¢, 2x) dx

_i (@ ®); ¢/P" (z/p/ i @m D (@/P™ (/D"
L Wiy K (Omen M 1
. J=0 mn=0

IOkt +lr: +n+ 1) [Witksj + m+ n+ 1) — Inp) ©)
P
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A+1 > 0; p > 0; Re(p-q), Re(p-z) > 0; ¢,y 2 0,
-1,-2,....; a,b,a,B,q.1,2, reales;

donde y(x) es la derivada logaritmica de la fun-
ciéon gamma.

Cont =2 en (7) y usando (9),

NS ol pare =] 2P (o oxabicigono.

Dy(0,Bry, 1, 2%) dx

2 (o0 B (/D" (2/pY 5 @nBn (@/p" /p"
K j=0 Wiy K e (C)m+n mi n!
I‘(ng +m+n+ 1)
Ff.ﬂ

[lyOotketj + m+n+ 1) - lnp]2 + W (Mt + m+ n+ 1)}[10)

A+1 > 0; p > 0; Re(p-q), Relp-z) > 0; c,;y # 0,
-1,-2,....; a,b,a,B,q,1,2, reales.

Casos Particulares

Consideremos el caso en que z = 0.

Sea
I—Ca—bl—'tyx.ﬂ.lp%q.r.o = La —(11‘;) qlr‘l (11)
i) De (6) y el resultado

Dy(B,B1x.0) = ¢(Bsv:x) (12)

se tiene

i g a_ fo XeP* B(a;c pod(oyT) dx

el ‘
TG+ 1) E (@) &+ 1)y (r/p) FylA + k+ 1,a,b;64/p0]

Pt i K
(13)
Usando [10, p. 452 (58)]
[e-ta-1a_ TG+ Do @K@+ ea/p*
a,~a.p,q.r — 1
p"+ $ob i K
oF i+ k+ 1,a:69/p) (14)

esto es,

E _411}, qlﬂ‘ "o XeP* d(a;¢; D0y rx) dx

T+ 1) Z (@) (@) (A + D)y r/p)* (a/py (15)

Pl ke (i (0 K 1

ey#0,-1,-2,....,
reales.

A>-1: p>0; Re(p-g) >0; a,a,q1,

La formula (15) puede ser expresada en
términos de la funciéon Fy de Appell [9] en la
forma siguiente,

I“)»+ 1
15 _(11}, qlr“}“— ra+1) o+ Lo,av,6r/p.q/p) (16)
P

De (16) y [10, p. 452 (71)]

P T+ (-0 (p- Q)—a
a—.p,qr — l}i-l—a—a
wa g a7
HA+1 @-np-a

A>-1; p > 0; Re(p-q) > 0; a,0,q.T, reales.
Conslderemos

y- 1A c-ly-1A
Nt ab—aqurO = Nt,—a—gpqr (18)

ii) De (9) y z = 0, tenemos

Nk J K€PX Inxe d(a; ¢, pod(eey, ) dx

0D 2 (g (@ T+ k+ m+ 1) (r/p* (a/p™
Km=0 Vi (Om Kmi

[yA + k+m+ 1) - Inp] (19)
A>-1; ¢y #20,-1,-2,...., p>0; Re(p-q) >0; a,a,q.r,

reales.

De (10) y z = 0, obtenemos

N = J XeP (I d(aic pod(asyr) dx
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k m ¢y #0,-1,-2,...., A>-1; p > 0; a,0,r, reales; |rp.
a)m (T
=2 (e 2 (110 (q/kf)l Mt k+m+1). ConsiderandoA=y-2.r=p,a=-myoa=-n
o Ok ©Om ki mp i

Alvd+ k+m+ 1) - !np]2 + YA+ k+m+ l)] (20)

A>-1; ¢,y #0,-1,-2,...., p> 0; Re(p-q) >0; a,a,qT,
reales.

i) St q =pyz=0en (6), usando los
resultados [10, p. 449 (16)], [10, p. 453 (60)] y
(12), resulta

I—Ca?—}x'.};p.lr'h =, jO XA eP* D(a; ¢ px)P(o;y, 1X) dx

TR+ )TNE o G+ D@ (/P Te-2-k-1-a)
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21)

De la relactéon [11, p. 3 (4)]

Tz+k b re+1)
2z  Tz-k+1)

(22)

155000 = [ eP* daicpd(wy,m dx
0

—a,~,p.p. T

I"O.%'I) F(C) F(C—},— l_a) a.}.+1.}.+2—c.r

= A1 3Fy . =

pPiTe-ac-2-1) YA+2+a-c 'p
(23)

cy#0,-1,-2,...., A>-1: p> 0: a,q,r, reales.

Si usamos [12, p. 1037], se obtiene la
expresion equivalente,

_1 _
Ic~l.7—1.l_£c—a_l] [Y-a-l]l
—a,~oLp.p.r _a —a

J e 1yt o 15 0 dx

donde L5 ' (po y L’3 ! (70 son funciones gene-
ralizadas de Laguerre.

fe-1q-14_TO+ DT@Te-A-1-a
—a,~o,p.p.F Hd'l Ic-aTc-A-1)
[a,x I C._f}
3*2

YA+2+a-¢c 'p (24)

en (24) con m y n enteros no-negativos,

-1 -1
- lia-ly-2_ c+m-1 y+n-1
m.np.p.p = m n
[ 22 Lo (oo 11 (o dix
0

_ho-D EC—W Dm F) {—rw— Ly-c IJ (25)
P Om Y- m-c

y del resultado [10, p. 539 (95)]

“1ly-1g-2_ fy-1Hn!
Ir?un.p?p.p e p7_1 W (26)
n

v>1,p>0,n=0,1,2....

- . ry- 1
[ =20 1 Eiy P W gy g S TOSH
0 m! p'

(27)
al considerar en esta expresiony - 1=, p=ay
c = o + 1 se obtiene el resultado (18) de [8].

HaclendoA=p,p=a,a=-v,c=a+ 1,q=b,
a=-u,y=B+1, r=c, en (15), (16) y (19), (20),
se obtienen resultados dados por Gonzalez y
Kalla [8].
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