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Abstract

The differential equation ol mass transler [or ionic binary systems under the solid-phase control
is solved analytically by a combination of approximated methods: Weighted residuals and perturbation.
The results show that the exchange process of ions with equal ionic mobility. is controlled by the ion
with the highest ionic charge: lurthermore, that the mass transfer coefticient for the solid phase
including ionic migration can be expressed as:
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Efectos limites de migracion ionica en la
cinética de intercambio i6nico bajo control
de la fase solida

Resumen

Fn este trabajo se resuelve analiticamente la ecuacion diferencial de translerencia de masa para
sistemas i6nicos binarios bajo control de la [ase solida por una combinacion de los métodos aproximados
de residuos pesados y perturbacion. Los resultados demuestran que para los iones intercambiantes
con igual movilidad iénica el proceso de intercambio es controlado por el ioni de mayor carga ionica;
ademas que el coeficiente de transferencia de masa para la fase solida con inclusion de migracion ionica
puede expresarse de la forma:

(o Da

k.a,=[1+o(l.25 - 128.51)| |60 — B
dp”

Palabras claves: Intercambio ionico. migraciéon ionica, cinetica, metodos aproximados,
transferencia de masa.

\

Introduccion solucion acuosa y el intercambiador sélido, ge-

niera un campo eléctrico autoinducido que altera

El flujo por migracion ionica, originado por la cinética de intercambio idnico en la direccion

un gradiente de concentracion existente entre la de transferencia de los iones de menor movili-
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dad [1]. La verificacion experimental del modelo
de Nernst-Planck ha sido lograda por mediciones
diferenciales de la cinética de Intercambio 16nico
a través de cambios de la conductancia eléctrica
de la solucion para varios sistemas i6nicos [2].
La cinética de intercambio i6nico controla-
da por el mecanismo de difusion dentro de la
particula solida, puede ser expresada por la
Segunda Ley de Fick con un coeficiente de difu-
sividad constante para un sistema ionico deter-

minado; tal representacion es vallda para el
intercambio isotopico o intercambio de iones de

I8l movilidad (34,31

M 2 &q]
5% rﬁrJ (W

En esta ecuacion, qes la concentracion del
ion A en la particula sélida a la posicion radial r
y tiempo de contacto t, y Dy es el coeficiente de
difusividad del ion A en la superficie de la parti
cula. Esta ecuacion ha sido resuelta analitica
mente [6,7.8,9] bajo las siguientes condiciones
de transferencia de masa:

oq
ot

i} La particula inicialmente saturada con
un ion: ii) La resistencia a la transferencia de
masa en la tase liquida es despreciable, tal que
la concentracién a la superficie de la particula
es constante: yili) La distribucién del ion en todo
¢l volumen de la particula es homogéneo.

Skelland [6] mostro que la siguiente expre-
sion, como solucion de la ecuacion (1), converge
rapidamente para largos tiempos de contacto
{entre la solucion acuosa y la pariicula de inter
cambio i6nica) o altos valores del Numero de
Fourier = D t/R2

IR 112 n? l.]

A # r
q-q(r.0) 6 o 1 ! )
ety ==5 D, 5 exp g (2)
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Al contrario, Crank [7] mostré que la si-
guiente expresion, obtenida como solucion de la
ecuacion (1), via Transformada de Laplace, con-
verge rapidamente para tlempos de contacto
cortos o bajos valores de Dy t/R?

L T )
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—
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La ecuacion (2) puede ser aproximada a la

Dt
siguiente ecuacion para valores de ? < 0.10,

denominada Ecuacion de Vermeulen [8]:

esta ecuacién ha sido utilizada para predecir
coeficientes de difusividad en los sistemas i6ni-
cos Cu** - Na[10], Sr*? - Na* [11]. Me - H' [12],
donde Me representa a cationes tales como Na',
k:- ' A‘T* ' MQ+ . Ca+v ) Fe+.£ ) Tho:l

La ecuaciéon (3) puede ser aproximada a la

Dqt

sigulente ecuacion para valores de R} < 0.10,

denominada Ecuacion de Cooper [9]:

q—q(IO Dr
qRY - r()

Dqt 5
donde v=1para—; < 00l y v=  Ppara

R

< 0.10.

b

D
00l< —

La incorporacion del flujo de migracion
ionica al proceso de difusién, en combinacion
con las condiciones de electroneutralidad e in-
tensidad de corriente eléctrica, se expresa asi:

e
5t R 5‘| | ®

( 7A ‘A “qat+ Z /H “qn N 2 i‘}q/.\l
da =pgl L i
L/A qabDa+ 7 qn!)ﬁ or |

La ecuacion (6) bajo las mismas condicio-
nes de transferencia senaladas para la ecuacion
(1), se resuelve por un esquema numeérico de

1

diferencia finita para {4—' =1,=8-10.5,2,= y
Zp Dy 5
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10 * €N la siguiente aproximacion empirica de

los resultados [13]:

1

G- (r.0) - , 5
gl :‘l—ﬂwtx (/irrfzrz+f3r3>J U

g (R0 -q(r0)

donde
1 ).
—=-0.570 - 0.430 o 77;
h
1, =0.260 + 7.82a :
J2
/i= 0.165 - 0.1770: y
Dn
o= Dy
La ecuacion (7) puede ser aproximada a la
Dat
siguiente ecuacion para valores de A< 1.
2
denominada ecuacion de Rao [10]:
A 1
g - q(r.0) ‘ Gs 2
— =] —exp (M°f;T) . (8)
q(Rt —-q(r0 P
Dt .
donde t© = - L. -0.64 - 0.360"5%% para
Ry )
Dy

] <0< 20 con o= . La ecuacion (8) ha sido

utilizada para estimar la relacion de autodifusi

Dy
vidades B, para los sistemas ionicos Cu'’ Na*
B3

[10 Sr"" -Na™ [11].

Otras aproximaciones a la solucion de la
ecuacion diferencial de distribucién ionica - ec.
(6). se han obtenido por el método integro- numeé-
rico de colocacion ortogonal [14, 15, 16, 17] para
un rango de valores de interés industrial de

Zps | ZpDy;
w=|z | 1;/15_1\2/\1,)/‘ -1
N / /

El objetivo del presente trabajo es analizar
los efectos limitantes de migracion ionica (¢ << 0
o 3 << 0) sobre la cinética de intercambio iénico
bajo control de la fase solida, asi como la com-

paracion con las Modelos de Fick y Nernst-
Planck.

Fundamentos Teoricos

El balance diferencial de la distribucion
ionica dada en la ecuacion (6) puede re-escribir-
se asi:

o 1 T|(1+ )y dx

.,. -.‘\u_" F ~ [Q]
ot 2 Sr|| I+Px| &r
con

r=(),x(?.0)=0: >0, xX(l.o=1:y

>0 F var=0 (10)
—a=llars
or

Dyt

donde 1 es el Nuimero de Fourier de Masa = ﬁ_:
Y

= _ r .
r es la distancia radial = R R = es la radio de la

particula: x = es la fraccion ionica equivalente
del ion A entrante a la resina; « es la relacién de

[ 7 \
Za\
valencias ionicas = |- |- 1: y B es la relacion de
\Z8 |
. (ZpDy’
autodifusividades = | ———
| ZH[)I‘ |
\ /

Tomando como solucion aproximada de la
ecuacion (9):

N+1
X :z Ay (t)r" Ap(t) + Ajior+ /\2('[)]2 +....(11

i=0

Usando lacondicion de borde t > 0, 5 =0
T
ar =0, resulta
A(t) =0. (12)

Usando la condicién de borde t > 0.
x (1.7) = 1. resulta

Rev. Tec. Ing. Univ. Zulia. Vol. 18, No. 2, 1995



232

Sarmiento, Arrieta y Garcia

N+1
Afn=1-Y A (13)
(=2

Sustituyendo los resultados anteriores en
la ecuacion (1 1) y realizando un camblo de indi-
ces la ecuaclon (11) se transforma en:

N
xy=1+Y k@ -1 (14)
i=1

Caso 1: << O

Teniendo en cuenta que bajo esta conside-
racion oo —» 0 en la ecuacion diferencial (9), se
obhtiene:

Sx 1 8[( 1 ) x|

.t sl 15
8t ,261'!1+;3x| &r (=
8 / &
si se resuelve para la primera aproximacion:
x1=1+k1(1){12‘~l} (16)
el residuo se expresa de la sigulente forma:
R 5)([ 1 & \> 1 5)(1. (17)
=", T o oad By ooma |1 e |1
L st 2 or | |1+ Bxy 2 5r |
X /-' E

al sustituir xy en la ecuacion (17). se obtiene:

. Ik 4814
PP SO 1 L. L
L+ B L1+ kg = DI
6 I,

S i (18)
TP+ g (r“-l)]:,

El residuo R; se evalia por el Método de
Galerkin con la funcion pesante w = r (1-1), es
decir:

1
[ ra-nrdr=0 (19)

o

Sustituyendo R, en la ecuacion (19):

Jlrgl—rp(ﬁz-l}?dm

'[1"4751(%:271(1'—1) dr

. 2
C{1+B1+ k(P - 1))

17 6k rr-1) dr )
o 1+B[1+kg(P -1l

-0

integrando y utilizando la integral definida

Jl (1 =" dpr=— 8 i
° (m+n+ 1!

(20)

puede obtenerse de manera aproximada el si-
gulente resultado:

7k 1
60 dtr 5

BIE kg =0 @21

La ecuacion (21} es una ecuacion diferen-
cial ordinaria de primer grado no lineal, cuya
solucion se aproximara por el Método de Pertur-
bacion asi:

i
Kit) =Y B' C1) = Ch1) + BCi(T) + B2 Ca(1) +....  (22)
i =il

la ecuacion (22) se aproxima a la solucién exacta
de K; a medida que § << 1. De la condicion inicial
dada por la ecuacion (10); esto es: x(F,O) =0,
se determina el valor de K (0) asi:

1 L o )
[ Pxwoydr=0=] #1+1q© ¢*-1Dldr

o

de donde resulta

o

k1 (0) = (23)

.

Sustituyendo el desarrollo polinomial de la
ecuacion (22) en la ecuacién diferencial (21) y
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con los correspondientes valores iniciales - ecua-
cion (23), go obtiena ol ciguiente gigfema de

ecuaciones:

o, 7dC _5

T80 dT«CO—O,CO(O)—2 (24)
7 dC |

Bli—@_dT—ClJrgC%:OZCI(O):O (25)

resolviendo la ecuacion (24) se obtiene:

C, (1) =+ g il (26)

sustituyendo la ecuacion (26) en la ecuacion
diferencial (25) y resolviendo. se cbuiene:

B .= _
o601/ 7 _ 1201/7

C](T)’4(

) (27)

De esta manera. la solucion de la ecuasion
(21) es:

kyi1)= Cyt1) = BCy (1) para B < < 1 (28]

sustituyendo C,y C :

(E 5.3
ki =|5+ B
\ J

ol

e—GO‘/? _ 4) Be—IQO‘ﬂ (29)

y. por lo tanto, se obtiene la siguiente solucion
aproximada de la ecuacion (15):

x(r.t)=
[ (5 ) 6 2 5 120041 /7R |

1+ (2 = 1) ‘§+§B o BODAVTR™ _ ) B(;._(4),.“ i (30)
< 4"
bl #

A partir de esta ecuacion se calcula la
fraccion ionica equivalente promedio sobre el
volumen de la particula esfcrica,

1
9((1):3[ x(rt 2 dr (31)
o

resultando por integracion de la ecuacion ante-
rior:

Mh=1- g{ ng LE]P o607 _% pe~120‘/7} (39)

i
con
DAt ZA DA /‘ZA\
1=—2 B=|="|-1;a=|>"|-1=0
R ZgDg \ZB
Caso 2: [3 <<0

Al sustituir p = 0, la ecuacién (9) se trans-
forma en:

ox 1 9 dx
=== = 33
ot SJ( N )
y el residuo viene dado por:

oxy 1 B[.. . dx;
Ri="sr 72 h’r{.(l o) } &4

si se sustituye x; = 1 + k) (1) (r2 - 1). se obtiene:

dlk )
Ri=(?-1) ,!\; ~6(1 +oxp) ky - 4a g P (35)

at

Este residuo R se evalua por el Método de
Galerkin con la funcion pesante w = r(1-1):

1

, dc,
IOU"— Drl-n-

|
J‘ 6(1 +oxy) Ml —n Jodr-

o

dr -

) .
f 40 I(rfr“;(l -ndr=90
o

Al resolver esta integral resulta:

7 Gy

1
1+60) I+ aks=0 36
60 &t Va+y (36)
La ecuacion (36) es una ecuacioéon diferen-
cial ordinaria de primer grado no lineal cuya
solucion se aproximara por el Método de Pertur-
bacion asi:
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N
i i
Iy (1) = E onlC,- (1) = Cy(v) + aCy (T) + al(lz(t) +...

(37)

con los valores iniciales
C,0) =5/2y C(0) = 0 para i>1 (38)
Al sustituir la ecuacion (37) en la ecuacion

diferericial (36). se obticne el Siguiente sistema

de ecuaciones:

7 d,C() 5
. L +C,=0: == 39
o 60 dn C,=0: C,o 5 (39)
L, 340 gy ok e s oy o
«' o "G H8G 2(?5, 0: C,(0) = 0(40)

Resolviendo las ecuaciones (39) y (40). se
obtiene:

~bOT/7 (41)

C.iat= ¢

IS

5 —OUT “y G e
Ci(t) :%_ (6 6Ot/7 L..Ur/7) _20_ 1 00%/7 (49)

L. solucion perturbada de la ecuacion (35)

Kitt - Cylt) + wC(T) para o << | (43)
que al sustituir C, y C, . resulta:

S 250 ; 1
Kl(t) = _2 . 6OT/7 : ? (¢ (w()c/'?~ o 120t/7

C)OO -(0t/7 (44)

- ut ¢
7

)_

y. por lo tanto, la solucion aproximada de la
ecriacion (33) es:

xtro =1+ (r')‘ - 1) L)' e
2
250 g 1 90 _60t/7 |
g‘ (00T 12007 k70 0t 07| (45

A partir de |a ecuacion (31) se caleula Ia

fraccion l6nica equivalente promedio:

A 2[5 _eoy7, 250 _e0t/7  -1201/7

x(ty=1 5 2@ + 8 (e ¢ )
900  _ 1
= gte 60t/7 (46)
7

con

Sl en la ecuacion (32) se hace b - 0Oy en
la ecuaciéon (46) se hace o - 0, entonces, de
manera coincidente, se obtiene:

Mty = 1—&Por/7 (47)

que representa la fraccién idnica equivalente
promedio que se obtendria de la ecuacion dife
rencial (9) al hacer.=0y b =0,

§ [ fz »(c),'\' )
dri  or

/

Discusion de Resultados

Los efectos limites de la migracion iénica
sobre la cinética de intercambio jonico estan
expresados por medio de las ecuaciones (32),
para iones Iintercambiantes de igual valencia
ionica, y (46) para iones intercambiantes de igual
movilidad iénica. En la Fig. 1 se presenta como
varia la fraccion ionica promedio del ion entrante
a la resina (A) en funcion del Niimero de Fourier
(Fo) para diferentes valores del parametro o. Se
observa que la saturacion de la resina sigue
patrones de distribucién tipo S. con mayores
velocidades de intercambio a partir de valores de
Fo> 1.x1072,

En la medida que la diferencia de carga
ionica entre los lones intercambiantes sea mas
pequena, el proceso de intercambio resulta mas
lento: obsérvese que para un valor de F, = 0.025
la saturacion en la forma iénica de A alcanza a
17.5% para¢.=0.01, 30% para «=0.10y42.5%
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Figura 1. Fraccion ionica equivalente
conio funcion del naniero de Fourier y
relacion de valencia ().

para « = 1.00. Del resultado anterior se deriva
que la transferencia de lones de carga similar es
menos favorecida comparada con la fransferen
cia de iones de diferentes valencias.

Esto es. el intercambio monovalente-mo-
novalente 6 divalente-divalente es mas lento que
los sistemas monovalente-divalente.

La Fig. 2 muestra los efectos de migracion
ionica sobre el proceso de transferencia de masa
en terminos del factor Ry para la fase solida,
definido como el cociente del flujo de Nemnst
Planck y el flujo de Fick a la superficie del
intercambiador. Esto es:

900
T

& uur/?7

5
Ry =1+ —lu(l— ot (49)
Se observa que para valores de Fy<1.x1 o2,
el factor Ry varia muy poco con respecto a la
unidad; esto significa que el proceso inicial es

Figura 2. Factor de migracion Ry como
funcion del numero de Fourier y relacion
de valencias.

controlado por el flujo de Fick a traves del gra

diente de concentracion. sin ser atectado por el
flujo de la migracion ionica. La acumulacion de
cargas en funcion del tiempo de contacto genera
un gradlente electrostatico que altera los flujos
puramente difusionales hasta establecer [a equi-
valencia de los flujos iénicos requeridos para
mantener la condicion de electroneutralidad del
sistema [1], en consecuencia. el factor Ry resulta
diferente a la unidad: para o = 0.001 alcanza el
valor de Ry = 0.875 para F,, > 1, que disminuye
al aumentar a, por ejemplo Ry = 0.363 para
o = 0.005. Por el contrario. si el ion entrante
exhibe una carga eléctrica mayor al ion saliente,
el factor R resulta mayor a la unidad, y el flujo
por migracion iénlca es favorecido incrementan

do el factor Rjcon el tiempo de contacto, con un
valor de Ry = 10 para F, = 0.50

En otras palabras. en el intercambio de
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Figura 3. Fraccion ionica equivalente
como funcion del nimero de Fourier y

relacion de difusividades.

iones con igual movilidad, la velocidad del inter
cambio es controlada por el ion de mayor carga
eléctrica.

Para tiempos suficientemente largos, la
expresion de Jury [18] ha sido utilizada para
predecir los coeficientes de transferencia de ma-
sa en la fase de la resina sin inclusion de la
migracion lonica. Si se corrige con el factor Ry el
coeficiente efectivo de transferencia de masa en
la fase resina puede escribirse de la siguiente
forma:

ra

Da’

;p; B=0 (50)

’
K oage = |14+ a(1.25-128.57)| '60

La Fig. 3 exhlbe los efectos de los pequenos
cambios de las movilidades 16nlcas de las espe-
cies Intercambiantes con cargas lonicas iguales
(o= 0) sobre el proceso de saturacion de la resina
a la forma iénica A. Si A es un lon ligeramente

Sarmiento, Arrieta y Garcia
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Figura 4. Factor de migracién ionica Ri
como funcion del numero de Fourier y
relacion de difusividades

mas lento que el lon B en la resina, entonces el
proceso de intercamblo (¢ = 0, b # 0) es mas lento
comparado al proceso isotopico (e =0,b =0). La
fraccion i6nica equivalente del ion A en la resina
no muestra diferencias apreciables al inicio del
contacto solucion-resina (F, < 1. 102) y para
a=0,b#0, conb entre 0.1 y 0.50; mientras los
valores de saturacion (x, — 1.0) se alcanzan para
Foentre 0.50 - 1.25. Una manera cuantitativa de
visualizar los efectos comparativos de los flujos
de Nernst-Planck y Fick en relacion a las movi-
lidades i6nicas, es definldo anteriormente por el
factor Ry y puede escribirse asi,

R; = 1+0.50 B (1 - &0%/7) (51)

La Fig. 4 muestra las variaciones del factor
R| para valores de b positivos, esto es Dy < Dpg
(ion B mas rapido) y b negativos, estoes Dy > Dy
(lon A mas rapido) resultando R; mayor a la
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unidad y R} menor a la unidad respectivamente.

Si la relacion Dp/Dp es proxima a la unidad,
entonces el factor Ry es cercano a uno favore-
ciendo al ion mas lento. El flujo de migracion
ionica acelera al ion de menor movilidad y retar-
da al ion mas rapido preservandose asi la condi-
cion de electroneutralidad. Para tiempos de con-

tacto largos, el coeficiente de Jury [18] para iones

intercambiantes de igual valencla (o= 0) y valo-
res de difusividad ligeramente diferentes, puede

re-escribirse ast:

5 A \
K 2= (1+ 1 B) 60 Da ). & (i 592
Ran-(1+2{3)" dsz.a-_ (52)
Conclusiones

La cinética de intercamblo i6nico bajo
control de la fase solida, resuelta a través de la
combinacion de los métodos de aproximacion de
residuos pesados y perturbacion, permite deri-
var las siguientes conclusiones sobre los efectos
limites de la carda ionica y de la relacion de
difusividades sobre el proceso de transferencia
de masa:

1. Para cualquier sistema ionico de igual
carga ionica, la variacion del factor de migracion
ionica R alcanza valores extremos entre 1.0, al

1
inicio del proceso de intercambio, y Ry — + 5

para la condicién estacionaria. De esta manera
se corrige el coeficiente de Jury [18] con la
inclusion de migracion ionica para cualquier
estado del intercambio, mediante la expresion:

(60 D, )
ki ap=11+0.50 B (1 - V7)) |—=2

\ dp

Esta ecuacion es recomendable para valo-

res de 3 entre -0.50 y 0.50.

2. Para cualquier sistema i6nico de igual
movilidad ionica, la variacion relativa de cargas
ionicas de los iones intercambiantes tiende a
favorecer al jon de mayor carga ionlica. El factor
de migracion ionica Ry corrige al coeficiente de
Jury para cualquiier estado del intercambio

krap=|1 +% a(l - e 000 a¢/7} (@Q"

dpz

Esta ecuacion es recomendable para valo-
res de o menores a 0.005.

Nomenclatura

A lon entrante a la resina
B lon saliente de la resina

f), D Coeficiente de difusividad del ion i en la
resina (cmz/s)

dp Diametro promedio de la particula (cm)
Fo. Numero de Fourier de Masa, Dat/ lf)

q(r,t} Contenido del ion A en la resina (ineq/)

q(r.0) Contenido inicial del lon A en la resina
(meq/9)

q(R,t)Contenido del ion en la superticie de la
particula (meq/®)

?{(t] Contenido promedio del ion en el volumen
de la resina (meq/v)

R, rp Radio de la particula de intercambio i6nico

(em)
r Distancia radial, r = r/R
X Fraccion ionica equivalente

XN Solucion aproximada de orden N
t Tiempo de contacto liquido-resina (s)
o Relacion de valencias ionicas. (Za/Zi)-]

) Relacion de autodifusividades,
(ZA/DA/Zi3/Du)-1

Zi Valencia de los tones intercambiantes
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