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Abstract 

In thJs paper, integral operators Ixl.l·~·'1·~ j and Jxl.l·~ ·ll ,~ j. whJch Involve the Gauss' hypergeometrlc 

functlon and generaUzlng SaJgo's operators lx°,,¡3.TJ j and Jxa.. ¡3·ll j respectlvely. are studied. Thelr 
propertles and vanous composltlon rules are aJso presented. Sorne known results are obtaJned as 
particular cases. 
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Una generalización de los operadores integrales 

que involucran la función hipergeométrica 


de Gauss 

Resumen 

En el presente trabajo se estudJan los operadores integrales Ix l.l·f)·"·11 J y Jxl.l·~·T\ ·11 j los cuales 

involucran la función hlpergeométrlca de Gauss. y generalizan los operadores de Salgo Ixl.l·f3·'1j y 

J xl.l·¡3·T]Jrespectlvamente. Se presentan aJgunas propledadesyvartas reglas de composIción. Como ca.sos 
partLculares se obtienen algunos resultados conocidos. 

Palabras claves: Operadores Integrales, función hJpergeométrlca de Gauss. 

Los operadores de integración fracclonalIntroducción 
que Involucran la función G de MelJer como 

Los operadores de integración fracclonal núcleo. Estos operadores fueron deftrildos por V. 
desempeñan un rol muy Importante en el cálculo KJryakova (7-9). Los operadores d integración 
fracclonaJ. Son de gran importancia por sus fracclonaJ que Lnvol ucran la funcIón H de Fax 
aplJcaclones en la solución de ecuaciones dJIe­ [l01 . Kalla [1l-12J. introdUjo dos operadores de 
renclaJes. Integrales e integro-diferenciales. Los integración fracclonal que Involucran la función 
operadores más conocidos son los de Rlemann­ H de Fox como núcleo. 
Uouvllle [ll. Weyl 121. Erclélyl-Kober [3}. Salgo Generalizaciones de operadores de Integra­
[4.51. entre otros. ción fracclonaJ han sido obtenidas por Erdélyl 

Además de los operadores de integración (13). Kober (14). Erclélyt-Kober [3) y Kalla 111 .12. 
fracclonaJ ya mencionados existen otros. los 15- 17). 
cuajes han sido deftnldos por diversos autores Los operadores de Salgo 14.5J. están deftnl­
(61. entr Jos más recientes podemos mencionar. dos por 

Rev. Téc. lng. Unlv. Zulla. Vol. 19, No. 1. 1996 

http:lx�,,�3.TJ


18 Curtel YGalué 

y 
~ 

J (l, ~ ,1l fo _ 1_ J(t-x)IX - lr IX -j} . 
x f(a} 


x 


x 
F(a+{3,-l1;a; 1- tLf(f)di (2) 

o. > o, /3 y 11 números reales 

donde 2F l (a,/3;y;Z) denota la serie hipergeométrt ­

ca de Gauss. 
En este trabajo se generallzan estos opera­

dores y se presentan algunas propiedades y 
varias reglas de composición. Como casos parti ­
culares se obtlenen algunos resultados conoci ­
dos. 

Generalizaci6n de los operadores 
de Salgo 

Operador Integral Ixa,/3,11 .~f 

Se define el operador generalJzado de Salgo 

Ix
a .13.11.1i-f. mediante la expresión: 

. _a+2,.x 
1 «.13.11 .,.f = x f f-(x-t)a - } . 
x r (a) 

O 
t

F(a + !3+J.t.,- l1;a ;l- ~j(t) di , (3) 

a> O, )L > -l,~ Y 11 números reales . 

Casos Particulares: 

1) Cuando )L = O, 

(4) 

donde Ix«.11,11 fes el operador de Salgo definJdo en 
(1). 

11) Cuando)L = O Y a + /3 =o. 

(5) 

donde ~fes el operador de RJemann-Uouvtlle 
14). 

lll) Cuando 11 =O Y ~ = O, 

(6) 

siendo ~·l1fel operador de Erdélyt-Kober 14]. 

Algunas Propiedades del Operador IxIX,~.l1 ,fl J 
AplJcando la relación 

F(a.b;c;z)::; (l -ll",Q'b F(c-a. c-b: e: Z), (7) 

se demuestran las Siguientes propiedades: 

Reglas de Composición para el Operador 
I a.!3.'1 .,. f x 

Con las condiciones de la deftnlclón (3), se 
tlenen las siguientes reglas de composición: 

(lO) 

a> y> O, )L> - } . 

Demostración 

De (3). 

;--y-&-2¡t x 
1,\,·8.11 .,. 1 IX -r.~.'Yff\ ·.... 1= x f t a-lWtHi. 
x x r (y) r (a-y) 

O 

(~t)Y-IFtY +O+ ¡.t..-11:y;l-~ J
t 

~(t-st -'Y-l. 
o 

s
F(a + /3 - y - 0.- y - 11 ; a - y; 1- 't) j(s)dsdL 

Intercambiando el orden de integración, en 
base a la convergencia absoluta , hacIendo el 

x-t
cambio de variable u = - y apUcando la fórmu­

x- s 
la (18): 

1 
r (e) J(-rl C-A.-l -a'b:F(a, ,C;Z) = r (A.) r (C-A.) (1- t) ( l - tz) . 

O 
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Operadores lnteSrales "t bclón Wper8eométrlca de G a4ss l~ 

F(a--a',b;A.; tz) F(a',D-A.:c- A; i~~\lt, (lI) 

Re(e) > Re(l) > O, IW!}( l - z)1 < 1t, 

se obtiene Ix(1. , ~,n. ,fl f. 

De manera análoga, se demuestra que: 

lxIX,~," ,~ J= IXIX -1,~,~,11 1/ &- f1.n. - B+ S-f1.11 f, (1 2) 

a > y> 0,1-1> - ] . 

Aplicando (lO) Y(12) se comprueba que: 

(1 4) 

Otras Fórmulas para Ix(l,~ ,n.,.. J 
Consideremos la transformada de Mellin: 

M\<p(x) ;zl = JK - 1<p(x) dx, 

O 

donde z es una variable compleja. 
Lema 

Para Re(e) > O, ReiJJ > O, 

Re(z) > max/Re(- p), Re(at-b-c- p ), 
Re(- d+J-pt-q), ¡Re(e-p+<¡)j se cumple: 

1 

M\W" J" l (l -W)d-J+p-q JVC-1 (l-V)J"1(1-VW)q-<1. 

o 
W (l-V)

F'(a,b:c:VW)F'(d,e-J, l - VW ) dV:zj = 

f( )r(J) f(z+p)f(z-a-b+ctp) r (z+d-J+p--q)r(z-etp--q) 
e r(z-a+c+p)f(z-b+c+p ) f( z+p--q)f(?+d-e+p,-p .(1 5 ) 

Teorema 

SI 

WX-l'y-l 

I(a, ~.r¡,~/" o. t; ,~W) = [(a)r ()') 

1

f \I'- I( l -V)r- I ( ] _WV)~F(~-r¡;a; WV). 
O 

W(l-V)
F(/, + ¡¡ + ~.- 1;. ; y, l - WV ) dV, (l6) 

entonces 

(17) 

a > O, y > O,Re(z) > rrui\{O,~+f.1,~f}-rr+*2~ . 

Demostración 

MlI(a, ~,lMl;Y, O, ',JtW) :~= r(a~f(y) ~W"l . 
1

. J \1'-1 (1 - W' -1 ( 1-WV)--"(-Ó-)! F(a+~,- r¡; a; WV) . 

o 

Aplicando (1 5) se obtiene lo requerido 

De (17) y puesto que M[J{x);sJ = M(g(x);s] 

<->J(x) = g(x), podemos establecer el Siguiente 
lema. 

Lema 

SI 0.>0,)'>0 y O< A< a + /" entonces se 
cumplen las identidades: 

I( a,I3,ll.~'Y,o,1;..~w) = 
= I(A.-A+«+I3.r¡,~-l+«-+'Y,A-{X.+t'i ,A.-a~.~; W) (l8) 

= I(A, -l-$-~-fil.r¡,~- l+U+"f,l+Tt-"f-S'iJ.. 
A+~,~W) (19) 

= leA.- A+«+l')'-{'iJ..1>tl;+J1, ~-A+«-+1,l-a-$-r¡+O+t;+J.l, 
A-a+s,~ W) (20) 

=I(A,-M'ftO .~+J1,~-A+<Wy,l+lPt. 

A+~.~W) (21) 

Utilizando el lema anter1or. se verifican las 
siguientes Igualdades: 

1 O:. ~ ,Tl." 1 'Y,Ii ' ~ '''J= 1 J..,-I..+a+j'I.Tl." 
x x x . 

(22) 
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Demostración 

Por deftnictón 

x--{X-(3--211 
1 1l. ~,11.1l 1 'I' ~'~'~f=--
x x f (a)f(¡? . 

x 

· J ~(x_t)(l-l F\~-11;a.; 1-~ . 

O 
1 

· J ~(t_s)r-l F(~-{;y,1- 1)J(s)dsdt. 
o 

Intercambiando el orden de integración. en 
base a la convergencia absoluta y haciendo el 

x- t
cambIo de vatiable u = - , resuJ ta: 

x- s 

-a-~3"x 
1 C< . ~.'l. ¡¡' 1 y.o.t; '¡!j= x J# (x_S)c<+y-lj{s) . 
x x reex)f'(')') 

O 
1

.J ua.-\ I_u)r-l [ 1--( 1-2u)~F(ex+f3+J.t,-11:a; (l- 2 u) 
O 

Aplicando (16) , se tiene: 

1 a. fI.T).¡J. 1 y. Ii.t; .¡¡'j= x-¡H>-3¡¡.- 1 
x x . 

· I 
x 

s"l(<X,~ .TW.;'Y, O , ~ , J.L;l--1 j{S)ds . (23) 
O 

Por otro lado. apUcando (23) al lado dere­
cho de (22) se tiene: 

·I 
x 

s"1('A.,-A-Hl+~.l1,Jl;-A.+a+'Y)..-ru--(),A.~+~,J.L; 1- ?J<s)ds. 
O 

de (l8), resulta 

f
x 

s"I(<X,~ ,r¡ , J.L;'Y , o , S, J.L; 1- -1 j{S)ds =1xll.I3.11.11 1).r)·~·11 j . 
O 

Análogamente se demuestran las ¡gualda­

des: 

Ixa.~ .11.11 I)ts.~.11 J= I:·-A.+~+I1·Tw . 

• I/"'~'f·A.~-}L)..+I1""&il.llJ (24) 

Ixll. ~.r¡.fL ((.s.~ . 11 J;; IxA.·-I..+a+T]-l;-}L·!}tl;+JL,11 . 

· 1/..+<l.+yJ--{X4-T\~+tJ...A.--{X-H; ./1f (25) 

Ixa. ~.'1.11 I/s.~./1 j = I A.·-A.+y-R)·tH{;-iil·/1 . 
x 

· Ix-·Á+<l.+y.Á+!3-r)..+~./1 j (26) 

Operador Integral Jx<x'~·r¡,J.1 J 
Se define al Operador GeneralJzado de Sal­

go Jx(1·¡3·'l·/1 J, mediante la expresión 

F(ex+I3+J.l,- r¡;a.; 1 - ?fi.t)dt, (27) 

ex> O, 13 > O. 11 y Jl números reales. 

Casos Particulares: 


1) Cuando Jl =O , 


J a.¡3.'1.0 j= J (1.fI.11 J, (2-8)x x ' 

lldonde Jx .f).11 j es el operador de Salgo definido 
en (2) . 

11) Cuando JI. = O Y ex + jl = O, 

(29) 

donde ~fes el operador de Weyl [4) . 

111) Cuando Jl = O Y 13 = O, 

(30) 

siendo K;'lfd operador de ErdéIy1-Kober 14). 

Algunas Propiedades del Operador J x
ll .¡3.11.¡¡' j 

Aplicando (7) se demuestran las siguientes 
propiedades: 
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21 Operadores integrales y función hipergeométrtca de Gauss 

{3t} 

(32) 

Usando (3), lnttfCamb1ando ti orden de 
Integración en base a la convergencia absoluta 

y aplicando (27) se comprueba la propiedad 

o o 

Reglas de Composición para el Operador 
J <x.1l.1W J 

Con las condiciones de la defln1c1ón (27) se 
tienen las slguJentes regIas de composición: 

J <x.~ · 1'I . 11 (= J a-y.f~-&-,l:r+TIoI'. J 1.&.T\.I1J 
x - x x' 

f1. >'Y>0. ~>o>O . (34) 

Demostración 

De (27) 

~. " x-!1 J~ 0."J «-1'.""'......1+1'1.11 J "/." .T\ .IIJ= ~fI") • 

x x n"r?r(<Pt? 
x 

. ( t-x)a-r- 1 F(Cl-yt!>-O.-'Y-ll,Il-"'(:1-1) Js~(~t)r-l . 

t 

F("f+Ó+I.t,-r]:'Y: 1- -)
t 

j(s)dsdi . 
s 

Intercambiando el orden de integración. en 
base a la convergencia absoluta y hacIendo el 

cambIo de variable u = -~t . se obtiene 
~x 

- JL 
J a-''(.fH\-11.1+1'I.11 J 1.S.T\ .J!.j= X Js -a-j3(S_ vlCt- l. 

x x n"r?na-¡.? ", 
x 

1 

. fisl f ur- l (1_u)Ct-"r 1[l-(1_ ~J.lrx-jWy-H) . 
o 

ApUcando (lI) y stmplltlcando se obtiene, 

De manera análoga, se demuestra que: 

J (l.~.l1. ¡J.J= J 'f.~.~.jJ. J C!....I.~.l)+'fM.JlJ (35)x x x ' 
a > 'Y> O, ~ > o>Ü . 

AplJcando (34) y (35) se comprueba que 

Otras Fórmulas para Jxa.~·TW J 
SeguJdamente se presentan otras fórmulas 

que Involucran la transformada de Mellín y el 
aOperador J .[1.T\ .11 Jx 

SI en (JS) . (J9). (20) Y (21), sustituimos 
A, por -A,+a-t"f ' se tiene: 

1('Y,o, ~,J.l;a.,I3,ll , J.l; W) = 

= 1(-A+a+"(,A-o.+O,~.J.l;A..-l+{l+~.-A+a+ll.J.L; W) . (38) 

= l( -A+<l+"(,A.+13+1~-{tl!. ~,J.l; A.,- A,-'Tl+"f+S-j.1. 
-A-~-j.1,J.l;W) , (39) 

= I( -A~'Y,A,-f1.-t{- Tt-J.L.TJ+O+I.t,J.l;A.-A+a+l3+11*-~+J.l. 
-A.+a+ll.J.l; W) • (40) 

= 1(-A.+f1.+"(.MI>-"!.TJ+O+I.t, J.l; A" -A.~. - A.-j.'Wy+-~-1.1..J.l; W) 
(41) 

ApUcando (38). (39), (40). (41) Y slguJendo 
un procedlmtento análogo al usado en la demos­
tración de (22) se establecen: 

J a.!3.T\.11 J 'Y · &·~·l1f= J i...-A.-Kt~ .-A-t<X+Tt .11 
x x x . 

Jx-A-Kt+"f)"-a+S.~.11 J . (42) 

J O:.~.TW J "/.O.~ .I1J= J A.-A-'l+"(+I;-I1.-A-fWt+1;-f.l.,11 
x x x . 

. J/"-+il-I'Y.MiH-~+j1,r;.11 J (43) 
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J (l, ~.Tl.11 J 1.0.1;.l1j= J 1.-~-I11.-M<t-+-ll.Jl. • 
x x X 

. Jx-l-Hlt'y).~-THl'~'~j, (44) 

J (l.~ .lW J 1· ¡¡·~,¡tf= J l,-A.-+t+O.-1v-fl-trt{;- Jl..Jl. 
x x x 	 . 

. J ;	 /"-+«+"(./"-!h.l)+&t¡t.¡t J. (45) 

•SI ~= O se obtiene como casos particulares re ­

sultados dados por Salgo [51. 
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