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Abstract

In this paper, integral operators L*P" ¥ f and J,*®"* f which involve the Gauss' hypergeometric

function and generalizing Saigo's operators L™ f and J,*P" f respectively, are studied. Their
properties and various composition rules are also presented. Some known results are obtained as
particular cases.
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Una generalizacion de los operadores integrales
que involucran la funcion hipergeomeétrica
de Gauss

Resumen

En el presente trabajo se estudian los operadores integrales LN fy J®BNE o5 cuales
involucran la funclon hipergeométrica de Gauss, y generalizan los operadores de Saigo  c] Sy

S8, frespectivamente. Se presentan algunas propledades y varias reglas de composicién. Como casos

particulares se obtlenen algunos resultados conocldos.

Palabras claves: Operadores integrales, funcién hipergeométrica de Gauss.

Introduccion

Los operadores de Integracién fracclonal
desempenan un rol muy importante en el calculo
fraccional. Son de gran Importancia por sus
aplicaciones en la soluclon de ecuaciones dife-
renciales, integrales e integro-diferenciales. Los
operadores mas conocldos son los de Rlemann-
Liouville [1], Weyl [2], Erdélyi-Kober [3], Salgo
[4,5], entre otros.

Ademas de los operadores de Integracion
fraccional ya mencionados existen otros, los
cuales han sido definidos por diversos autores
[6], entre los mas recientes podemos mencionar:

Los operadores de Integracion fraccional
que involucran la funcion G de Meljer como
nticleo, Estos operadores fueron definidos por V.
Kiryakova [7-9]. Los operadores de Integracién
fracclonal que Involucran la funcién H de Fox
[10]. Kalla [11-12], Introdujo dos operadores de
integracion fracclonal que Involucran la funcion
H de Fox como niicleo.

Generalizaciones de operadores de Integra-
clén fraccional han sido obtenidas por Erdeélyi
[13], Kober [14], Erdélyi-Kober [3] y Kalla [11,12,
15-17].

Los operadores de Saigo [4,5], estan defini-
dos por
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Flasp i 1- A0 @

o> 0, B y n nameros reales

donde 9 Fj (o, By ; 2) denota la serie hipergeomeétri-
ca de Gauss.

En este trabajo se generalizan estos opera-
dores y se presentan algunas propiedades y
varias reglas de composicion. Como casos parti-
culares se obtienen algunos resultados conocl-
dos.

Generalizacién de los operadores
de Saigo

Operador Integral [,%P"* f

Se define el operador generalizado de Saigo
L*BN K £ medlante la expresion:

a~f-2u X
J o™ .
0

Fo+ B ;1--})1(:) dt, &)

o> 0, u>-1,y n nameros reales.

-
I' (o)

Ixa.ﬁfn " fe

Casos Particulares:
f) Cuando p=0,

Ixu-.ﬂ.ﬂ 0 f: Ixﬂ-.ﬂ.n f (4)

donde ,*P™ fes el operador de Saigo definido en
(1).

if) Cuandop=0ya+p=0.
Ixa‘— on 'Of: }qf (5]

donde R fes el operador de Rilemann-Liouville
[4].

ill) Cuando p=0yR=0,

’xa'o.‘] 0 f= EXI,T‘ f (6)
slendo E;" fel operador de Erdélyi-Kober [4].

Algunas Propiedades del Operador [,*" * f

Aplicando la relacion
Flabicd = (1-3°“° Flca, ¢b: ¢ 2), M
se demuestran las sigulentes propiedades:
Ix“‘ﬁ'“ o el f= Ix“"‘ - WB+up f 8)
Ix"“B"‘ M f= X B Dl B-nu f @)

Reglas de Composicion para el Operador
Ixa‘B'“ 4

Con las condiciones de la definiclon (3), se
tienen las siguientes reglas de composicion:

[P # o p18np pa-pbSurmp o (10)
a>y>0,p>-1.
Demostracion
De (8),
5 x
’ 7-8-'\ s I u‘Y'H_“"Y"‘ '“f:—x—l j i—%
x X FyT (o o ’

t
0" Ry + 8 + p—miy 1~ It) I s 71,
0
Flo+B—y-8-y-1;a—7v: 1-—f)ﬂs)dsdt
Intercambiando el orden de integracién, en
base a la convergencia absoluta, haciendo el

cambio de variable u = :T_; y aplicando la formu-

la [18]:

1
Ra,b.c2) = ML J'tl’l(l—t)‘“"_l(ktz)ﬂ".
(4]

TMT (cA)
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Ra-a’ bA;tz) Ra’,b-); c—l.z(l 0) (11)

Re(c) > Re(\) >0, |arg(1-2)| <,

se obtiene [P f.
De manera analoga, se demuestra que:

[XH‘B-ﬂ -lif: IXU 4RSS IX'Y-S— wn - B+S—ﬂ-llf, (12)
a>y>0,pu>-1.

Aplicando (10) y (12) se comprueba que:

Ix‘l~(3»ﬂ-ll Iva&(H‘fl Jlf: Ixa vaﬂ»u‘f’ (13)

Ixa'ﬁ»ﬂ& Ix"iv&'ﬂ—ﬁ"r—&llf: IXM‘Y-WW‘Hf (14)

Otras Férmulas para [,*“P™* [

Consideremos la transformada de Mellin:

Mio(x):2} = | x* o9 dx,
0

donde z es una variable compleja.
Lema

Para Re(c) > 0, Re(f) > 0,
Re(z) > max{Re(—p), Re(a+b-c-p),
Re(~d+f-p+g), {Re(e-p+q)} se cumple:

1
MW q-wdFea [yl qopFla-ywyre
Q

Fa.b;c; VW)F(d.e fw(l V), dViz} =

T(z+p)l (z—a-btctp) '(z+d—fip—gl(z—etp—q)
[(z-a+c+p)l (z-btcip) [(z+p—l (z+d-etp—) *

Tl (15)

Teorema
Si

werl
M@y -

Ko BnwY.8.0 W) =

1
[ 1w a-wy TR R -nio W),
(¢}

wa-v

= WV ) dV, (16)

Fly+b+ =Gy = v

entonces

. . TQNZPH-0-2p)
Mo, sy, 8,8 Wh: 4 = T
T(z-8+4)

" T(ztom-d- Wz

(17)

@ >0, > O,Re(2) > max{0,5-CH, 5+, p-mo+2p) .

Demostracion

et

Mie By LucWid = )rm

1 “
v a-w Wy RosBes o W)
0

W(l V)

 Rpdu-Gy: = o hdvid

Aplicando (15) se obtiene lo requerido

. T L ) W6 i o )
MiI(es By, 8.6, W4 = ot S e S
[(Zz-0+CH1)
Mzl

De (17) y puesto que M[f(x);s] = Mig(x);s]
<> f{)) = g(x), podemos establecer el siguiente
lema.

Lema

St >0,y>0y O<A<a+y, entonces se
cumplen las identidades:

I(U-’B'Tlvl‘»"Y- S'Cvuv W) =
= I, Ao, m, Aoy, A—0ek-8, Ao s W) (18)

= I M-S, Aoy, At -G,
ML W) (19)

= I Ao BHGHL Aoy Aot B G,
Aol W) (20)

= IQ0,—A+pD, BHEHL s —Atoey, A+ By,
A5, W) (21)

Utilizando el lema anterior, se verifican las
slguientes Igualdades:

Ixﬂ‘ﬁ-ﬂuﬂ Ix'l-s-C-F f= le-—l*ﬂ*'ﬂ-"l‘ll .
. ’x—lmw,l—mé.?\.—m—{,u f (22)
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Demostracion Analogamente se demuestran las igualda-
Por definicién des:
2 a g p p8Lp e A AHB-mS L
I aﬁ!ﬂ-” I Y,ﬁ,ﬁ.uf: x_a_B_ B IX IX f Ix Py
* * eIy ’ ) I‘M‘-ﬂ"l’vl”\"'f'g‘ﬂ‘“ﬂ"mﬂ f (24)

0™ Mooz 1- —b .

O X

(-9 R,y 1- ft) fis)dsdt

O Sy g

Intercambiando el orden de integraciéon, en
base a la convergencia absoluta y haclendo el

camblo de variable u=£——t , resulta:

—a—B-86-3u X
By .80 o X 0l
L, L f= o £ =9 fls) -

1
.Ju"‘"l( 1-w 1~ I—TS)U]MFIMM,—T]:G;(I— )Ec)lil
0

(- (1w
- Flpd, Gy ———— duds .
(1€~ ?u.)
Aplicando (16), se tiene:
LB 18T o (POl

[ SHepmmrsLii-2) fiods . (23)
0

Por otro lado, aplicando (23) al lado dere-
cho de (22) se tiene:

!xk‘—lw«l-ﬁ.n,p Ix—lmw.l—a-&&k—w{,vu f= x—&&au—l .

S S0, Akt B pi—Aobosry Amoer S Aol s 1— fs)ds,
0

de (18), resulta

le.-MuHS.n.u ;x—lmw.l—a-ﬁ.l—eﬂ{ i1 f= x—B—&—Su-l g

f s"I(a,ﬁ,n,u;y,&,c,p; 1- :sgj(s)ds = Ixmﬂ-ﬂ-u IX’V-S.C#I_
0

p.q

Banp ;185w r_ p oL B,
'{xa‘ PIXY llf_lx e Il.

_ Ix—lmw-l-mﬂ-nm{mlﬂui * g (25)

R L R g
X X x N
) IQ’AWAWJWH f (26)

Operador Integral J, P f

Se define al Operador Generalizado de Sal-
go J™PM# £ mediante la expresion

oo

afmp _X__" N 0 ¢

FlosBH,-mos 1 — it‘w)dr, (27)

a>0, B> 0, nypniameros reales.

Casos Particulares:
1) Cuandop=0,

Jxa,B'ﬂ.O f= Jxa-ﬂ-ﬂj; (28)

donde J,*P™M f es el operador de Saigo definido
en (2).
if) Cuandop=0y a+B=0,

Jxa.—a,n.of: W:f (29)

donde W% fes el operador de Weyl [4].
iif) Cuando p=0y B =0,

DA £~ - (30)
stendo K" fel operador de Erdélyl-Kober [4].
Algunas Propiedades del Operador J,*?"*

Aplicando (7) se demuestran las sigulentes
propledades:
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Jxﬂ-ﬁ-ﬂuﬂ LB i un.-a-n—u.-a-ﬁ-wu f (31)

Jxa‘B.n.u f: XTHHI Jx“-ﬂ—wﬂﬂl-ll f- (32)

Usande (3), intercambiande ¢l orden de
integracién en base a la convergencia absoluta

y aplicando (27) se comprueba la propledad

o0 00

| 00 18T fe= [ 324 fi ISP g, (39)
0 0

Reglas de Composicion para el Operador
Jxa.B.n.u f

Con las condiciones de la definicion (27) se
tienen las sigulentes reglas de composicion:

g Ban f= Jxﬂ—’v-ﬁ-&%ﬁﬂ-ﬂ Jxr-&n-u ¥
K :
a>y>0,p>86>0. (34)

Demostracion
De (27)

J o rBtname g T~5-fl.llf: x* j o
s * Ty

X

(20" RoepB-8yn,0-v: l—f) [ s osort.
t

: t
Fryrds—niy: 1- g)ﬁs)dsdt :
Intercambiando el orden de integracion, en
base a la convergencia absoluta y haciendo el

cambio de variable u= ﬂ, se obtlene
S-X

]‘ S—a—{s(s_x)u—l'

X

S g B ,___i‘:L_
Jx S Tray

1
) Ut - T - D
0
(1-(1-v
Floap-y-d~rmory: ——1.
(1= D

- Flpd, -y :(1- isc)ulduds .

Aplicando (11} y simplificando Ise obtiene,

-
J TSR g YSn % s Pen .

- Rahsmos1-D) fiods = J M 5.

De manera analoga, se demuestra que:

Jx‘l‘ﬁ-ﬂ.ﬂ f= JXY,HM-B*H.II Jxﬂ-’Y.B-a»ﬂ*Y’f&u f. (35
0>y>0,B>8>0.
Aplicando (34) y (35) se comprueba que

Jxv-5-a+n.u un-ﬁﬂ-ll f= thwl-m.n-u gt (36)
Jx‘(ﬁ'\"ﬁ"f&u Jxa-ﬁ-ﬂ-# f= JXOH’Y-WM-T\JFW# f. 37

Otras Formulas para J 2B f

Seguldamente se presentan otras formulas
que involucran la transformada de Mellin y el

Operador JBne ¢

St en (18), (19), (20) y (21), sustituimos
A por —A+oety , se tiene:

I(Y.a,cnl-u‘x&ﬂ-n'u; W) =
= I(—Xmﬂ,k—u-i—ﬁ.C,LEX,‘A-W'PB,—A-W“-W w) ’ (38)

= KA+ AP -G, G s A, A4,
APrplp W) , (39)

= Iy, A0 G, T HL A, Ao B -C,
_7\"’0’""’1 ot M ’ (40)

= IA40ay, APy, THOHL A, A0, APy L, 1i; W)
(41)

Aplicando (38), {39), (40), (41) y sigulendo
un procedimiento analogo al usado en la demos-
tracion de (22) se establecen:
un-ﬂ.n-u JIOEH £ Jxk-—kw.-mm-u -

Jx-}.+a+'y.l—a+6.§. i f i (42)

N 8.0, A A §
Jxa.BnquﬁCufzJXl A
) J;MWWW«C-H f (43)
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JOPAR g 1BER g g AchatpimsdLinMotmn
| J MO i

Jxa.B-n.u JXY-&C-u f= Jxlv-l*r*&-h-&m{—w ]
) JX—XWWJH&NI 7, (45)

St p=0se obtiene como casos particulares re-

sultados dados por Saigo [5].
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