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Abatract 
In thls work we cc>mpute InteeraJs of the (orm 

1 == J<pr (~dx and [. =J(<pr (ax))v dx 

1 b2 _ 2' 2 b2 _ Xl 


where <p{ax) Is a trtgonometrlc functlon sen(cui or cOS{cui and r ls an exponent that has the form 2n or 
2n-l accordLng to the cases, by uslng the Nlshimoto technlque 10 whlch we compute Integrals that 
contatn differtntegrals of trtgonometrlc and exponentlal functions, thus obtaln1ng more general results 
than those currently found In the llterature. 
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Integrales con n-diferintegrales fraccionales de 
funciones trigonométricas 

Resumen 

En este trabajo se calculan Integrales de la fomla 

[ _f <p' (axJ dx [. _ f (<pr (ax»v dx 
\- 2 2 Y 2 - 2 2

b - x- b -x­

donde <p{ax) es una función trigonométrica sen(cui o cos(ax), y res un exponente que tiene la forma 2n 
o 2n-1. según sea el caso, mediante el uso de una técn1ca empleada por Nlsh1moto , el cual calcula 
Integrales que contiene difertntegraJes de funciones trigonométricas y funciones exponenciales, 
obtenlendo de esta manera resultados más generales que los en contrados en la Ilteratura exis tente. 

Palabras claves: Integrales, difertntegraJ, función trigonométrica. 

Introducción gante planteada por la expresión ct'y cuando n 
cU'­

La teoría del Cálculo Fracciona! constituye no es un número entero. 
una de las primeras lineas de investigación en Leibnltz, LagranJe. Lacroix, Abel Llouville, 
Matemáticas Aplicadas y nace como consecuen­ De Margan y Rlemann, fueron algunos de los 
cia de la necesidad de dar respuesta a la lnterro­ primeros Investigadores que se dieron a la tarea 

de estudiar este pt'ob lem a . 
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24 Matera y SaUnas 

En este siglo destacados matemáticos han 
realizado contrtbuclones importantes, tanto en 
la teotía como en las aplicaciones del Cálculo 

Fracclonal, entre los cuales podemos mencionar 

a Erdélyt, Saxena, Kalla, Sneddon, Salgo, NlsW­

moto, entre otros. 
Rtemann-Ltouvtlle [1 ,p.61 define la integra­

ción fracclonal de orden vcomo: 

.JJ;/ j{X) = r:v) ( (x_t)v-l j(t) dt, v ~ O (1) 

ErdéJyi (2, p.2l define la integ.raclón frac­
clonal de orden a como: 

(2) 

ExtendJendo el teorema de Goursat, NIshi­
moto (2, p.3] define la derivada fracclonal de la 
función de una sola vartable como sigue: 

Definición 1 

(Derivada). SI f{z) es una firnclón analítica 
(reguJar) que no tiene puntos ramales en el 
Interior de C(= {e. q) y sobre C ; y

- + 

- 00 + ilm(z) 

e 


Figura 1. 

- - - f(v+l) J ft~) - (4)Iv - (f)y - /j)y - 27ti v+ 1 cn;(v <i Z ) 
e (~-Z) 

(fL m = Um (f\ + (m E z +) . (5) 
v-t-m 

donde Cy C son curvas integrales las cuales son 
- + 

mostradas en la figura 1 y 2 (es decir Qes una 
curva sobre el corte que une dos puntos z y 
-O() + Um(z) y e es una curva sobre el corte que

+ 
une dos puntos z y + Um(z); luego Iv == cfv (z) =O() 

¡·cfv ' cfvl(v> O) , es la derivada fracclonal de orden 
- + 

v de la funclónj{z) (v E R Y Z E e ), si Fvexlste. 

Definición 2 

(integral) j. (v < O) es la integral fracciona! 
de amen Ivl. Esto es, la derivada de orden frac ­
ciona! -v (v > O) es la Integral fracciona! v, si Iv 
existe. 

Nota 1: Esencialmente, si fiz) es una fun­
ción regular unJvaJuada dentro de C(= {e, q) y

- + 

sobre C Ja d1fertntegraclón fracclonal fv(z) de la 
función j{z) puede ser definida según la defini­
cIón arriba (dentro de C(= {e, q ) y sobre e slg­

- + 
nlfica que la parte rayada Incluye el contorno e, 
los cuales son mostrados en las Figuras 1 y 2) . 

G---:­ 00 + iIm(z) 

e 
+ 

Figura 2. 
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25 Integrales con n-dlferlntegrales fraccionaJes 

Nota 2: De manera más amplla, sI j{z) es 
regular excepto en un número 6nJto (o Intlnitos) 

de puntos singulares y no hay singularidades 

dentro de e y sobre e, lafv(z) puede ser de6nida 

de nuevo en la definición. 
Nota 3: Sifl.z) es una función regular mul­

tivaluada definiremos fv (z) para el valor principal 
de j(z). 

Nota 4: Para el complejo vconsideramos el 
valor principal de Y. 

En este trabajo se usa el cálculo fracclonaJ 
de Nlsh1moto [2,3,4J. En uno de sus trabajos [3. 
p. 159-185] resuelve IntegraJes de la forma; 

J
~ cosax cosab 

C(b,a,p) = p b2 _ ¿ dx =2:b (ci(1v» - dO·l )) 

senab(- --z¡;- si(~) + Si(A-l ))' (a > 0, °< b < p) (6) 

J
~ senax senab 

S(b,a,p) = 22 dx = - 2b 
[lb - Jé 

(a >O.O<b<p) (7) 

J 
(cosax)v 

C(b.a,p,v) = 2 2 dx , (a > 0, 0< b < p) 
p b - Jé 

v rr n 
= a cos '2v Qb,a,p) _aY sen 2v S(b,a,p) (8) 

.. (senax)y 
S(b.a,p.v) =j 2 ¿ dx, (a>O, O<b<p) 

p b ­

v rr S(b v n= a cos '2v ,a,p) -a sen 2v C(b,a,p) (9) 

Al = a(b+p) • ~ = - a(b-p) Y 

, foo cost
ci(A.k) = - -t- dt (k = 1.2) coseno JntegralUQ) 

Ale 

~ sent 
s«A.k) = - J -t- di (k = 1,2) seno Integral (ll) 

Ale 

donde (cosb~v y (serIDx)v son los dlferintegrales 

fracclonales de orden v (con respecto a ~ de las 
funciones cosbx y senbx respectivamente. 

SIguIendo un procedJmJento análogo aJ uti­
lizado por Nls hJmoto en [4, p. 159- 185J se resuel­
ven Integrales de la fonna. 

siendo r un exponente que puede ser 2n Ó 2n-I, 

según sea eJ caso, y (q/ (ax))v el diferlntegraJ 
fracciona! de potencias de las funciones trtgono­

rmetrlcas sen ax y cos'áx, obteniendo de esta 
manera resultados más generales. 

Sobre integrales de la forma 11 

Lema. Sea a> 0, Z+°< b < p y n E 

~ ?n-l n-l 
don- l = f ros- ax - _ 1_ (2rr-1J 

(IJ .a.p) p b2-2- dx - 22...... 1 ~ k 

cos [(2" - (2k+l))ab)
b (ci('-2) - eI).·l )] ­{ 

ser«2n - (2k+ 1))ab] . . }
- b . (si(~) + si(A.J)) (12) 

_ 2...... 1 n-l ...... 1s.rt-l =f sen ax -~ k (2n-lJ 
(b.a.p) p ';_2 dx - 22 rt- l ~(- 1) k . 
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26 Matera y Salinas 

. { sen (2n -~2k+ l»ab] (ci(A..z) +cíO"l)) 

+ co~(2n - ¡2k+l ))abl . [si("i> - Si(Al)l} , 

para 


Al = (2n-(2k+1» a,m.p); ~ = -{2n-(2k+ 1» a(b-p). 


(13) 

_ sen{(2n~ 2k)ab] ISi(AiJ + S(Al»)} (14) 

S!;n _ .. sen2nax dx _ _ __ n Ln arp1 (2] ( ) 
(b.a.p) - fp b2- 2- - b22n+1 n o:-p 

n-l 

+ _l_~ (_ l)n-k (2n]{Ser(2n - 2k)ab1 . 
~n ~ k b 

k=O 

(ci(A.l ) + ci(~)] + cosl(2n~ 2k)ab] (si(~ + Si{A.l)]} 

para 

A.l = (2n-2k) a(bt-p); ~ = - (2n-2k) a(b-p). (15) 

Demostración de 12: 

Del resultado (5. p.26] 

n-l 

cfln-l ax = 'l?!.-2 ~(!n- lJ cosf(2n-<2k+l»axj(16) 

se tiene que 

~ cos2n-1ax 
J 2- dx= 

p ll-
n- l 

1 '{' (2n-l) 
_ :z2n-1 ;O\k ros [(2n - (2hl) ax) dx 

== J . Z ) 
p b ­

Intercambiando el orden de integración y 
suma 

n-l 
_ 1_ ~ [2n-l) J~ cos{(2n-(2lc+l))m1 dx (17)
22n-2 L k p tl-- 2­

k=O 

usando el resultado (6) en (17) con a=(2n·(2k+l))a 

"ooS2n-1ax
J 22- dx= 

p b-

n-l 

_1_ ~ (2n-l) {COs(2n-<2k+1»abJ 
22n- 1 ~ k b ' 

k=O 

Para las demostraciones de (13), (14) Y (l 5) 
se sigue un procedlrnJento stm11ar al anterior, 
ut1.Uzando las fónnulas (6) y (7). 

Algunas relaciones para las 

integrales de la forma 11 

Bajo las mismas condiciones usadas en los 
lemas se cumplen las slguJentes propiedades: 

a) HacJendo ah = lTl1t (m E z+) en (12) y (13) 
resulta 

n-l m 
,..2n- l 1 ~ (2n- l) (- 1) . 
"'{b.a.p) = 22n-1 ~ k - b- (ci(~) - d{A.l») (l8) 
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27 Integrales con n-dlferlntegrales fracclonales 

n-) n- 1 k+m 

S!;n-l = i::.!L.- '" [2n- l) (- 1) [.t U _ d {').. )] 
(b ,a,p) i",""l L k b s..."'» ~ ... 1 

k=O 

(1 9) 

b) Para ab = (m + 1 /2)~ (m E z+ UIOI) en 

(12) y (13) 

III t!\J./l-k+l
c3. ,,-1 __ _ 1_ (2n-1)'" (-1) 


(b,a,p) - 22rr1 ¿,. b k . 

k=O 

. (st(~) + StO'1)] 	 (20) 

",..1,,- 1 m+n+l 
S!,n-1 =.t..!L..- ~ (2n-l) (-1) (";I1 _)+ci(' )1
~b.a.p) 2 :l",..1 L n b ,,,vy¿ Al 

k=O 

(m+ 1/ 2)7t 
para a = b 	 (21) 

el Tomando ah = T11lt en (14) y (15) se infie­
ren las siguientes fóanulas 

¿,,, = 1 	 _ ~1(2n) l__ l2n)In (.~J + 1 
(b .a.p) b22n+l n la-p 22n ~ k b ' 

(22) 

n- I 

Sf.rt = _ _ 1_ [2n) In (.a+pJ + _1 ~ -1 rt-k 
(b.a,p) b22rt+1 n la-p 22n ~() . 

017t 
para a =---¡; 	 (23) 

d) SI ah = (m + ] /2)7t en (14) y (15) 

¿,n = __1 (2n)In (.at-pJ __1~1 (2nJ 
22n ~(b .a.p) b2 2n+1 n la-p k . 

(_l)rt-k . . 
· -b- [si(AV + si(A1)} (24) 

Sf.n = 1 [2n)ln (a+P)+_ ~1 (2n)__ 1 
(b.a,p) b22nt1 n a-p 22n ::O k . 

(m+ 1/2)7t 
pm a.= 	 (25)

b 

Sobre integrales de la forma 12 

Rn esta sección se evalúan Inte¡trales que 
contienen dlfertntegrales de funciones trlgono­
méb1cas representadas por q> (CLJq , siendo ésta 
una función senax o cos ax y r es 2no 2n-l 
según sea el caso. 

Teorema. Sea v > O, a> O, O < b < p y 

n E z+ , entonces se tiene: 

2n-1 (....? rt- 1 f- cos CLJqv
C~ - dx ­

(b.a .p .v) - p b2- ;(l ­

2':2~[~n- l l (2n - (2k+1)¡' . 

·	{ COS ~ v C( b,(2 n-(2k+l»a,p)­

sen ~ v S(b,(2n-(2k+I»a,P) } (26) 

2n-1 
--2n-1 f- ( sen CLJqv 
;::,~ - dx ­

(b .a.p,v) - p b2-2- ­

n-l v rt-1 

(-~21l-2a ~ (_l)k (~n- l )<2n - (2k+ l»v . 

· { cos ~ v S(b.(2n--{2k+ 1))a,p) + 

sen ~ v C(b,(2n-(2k+ l »a,P) } (27) 
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28 Matera y Sallnas 

coilnnv\ 
~n _ Jo. ( \AA/v dx­

(b.a.p.v) - p b2-2 ­

. {ros ~ vqb,(2n-2p)a,p) ­

seroc )- 2- v ~b, (2n--2k)a,p) (28) 

,.{ln foo (sen 
2n 

ax)v
1::1/1 - dx­

(b.a.p.v) - p b2-2 ­

v 

Hta r(2n) (-1)k(2n - 2k)V.
22 /"l-1 k 

k=() 

. {cos ~ v C(b,(2n--2k)a,p) ­

sen ~ v S<b.(2n-2k)a.,P) } (29) 

Demostración de (26): 

Del resultado [6, p.47] 

(coSl/"l- l ax)v =2~:2! (; n- l ) (2n - (2k+1» v . 

. COS[(2n-(2k+l» ax+ ~V] (30) 

entonces 

00 ( COS2 n- l ax)v

f 22 dx= 
p b -


a 2n- 1 1t 

v n-l () y {r~~ k 211-{2k+: » .: (2n-{2k-l» ClX~V}x 

p b - x 

Intercamblando el orden de Integraclón y 
suma 

1t 

00 
 cos[(2rr(2kt l))ax-svldx 

b2 -Jp 2' 

V 

a ~(2n-1) {v 1t= 22n--2 ~ k (2n--(2k+ 1» cos 2' v . 

00 cos«2n--(2k+ l » axj dx 11: 
· 5p b2 _ 2 - sen 2' v . 

· r ser(2~2k+I»axJ dx} (31) 
p b - 2 

Sustituyendo los resultados (6) y (7) en 
(31), con 
Q = (2n--(2k+l»a, A.l = (2n--{2k+1)a(btp) y 

A.2 = -(2n--(2k+l»a(b-p); 

.. (cos'l rt-lax) v /"l-) ( )v a 2n--J vf 2 2 dx - 2n-2 L k (2n - (2k+1» . 
p b - 2 le={) 

11: 1t 
· 

{ 
cos 2' ve (b.(2n- (2k+l » a.,p) - sen 2' v 

. S(b,(2n--(2k+ l»a.,P)} 

Para las demostraciones de (27), (28) Y (29) 
se sigue un procedimiento slm.llar al anterior, en 
donde de [6, p.46-481 se tiene que: 

(s""'~1ruJ, (- 'J,:/ !H)k ~n-l ) ­

· (2n - (2k+l))v ser{(2n - (2k+l ))ax+ ~ v) (32) 

Rev. Téc. lng. Univ. Zulla. Vol. 19, No. 1. 1996 



29 Integrales con n -dJfertntegrales fracclonaJes 

2n aY ~1 (2n) v
(cos ax)y = rn-l k." k (2n--2k) , 

/(:=0 

n Y n- 1 
2n k v(-1) a ,, [2n]

(sen ax)" '" 22n-1 ~ k (-1) (2n--2k). 

, cos[ (2n - 2k)ax + ~ v] (34) 

casos Particulares 

A continuación se presentan algunos casos 
particulares obtenJdos de los teoremas antes 
mencionados: 

a) Tomando n = 2 en (26) y (27). resulta: 

v 13Y 

Y 

q~,a.p,y) = ~y {cos ~ C(b.3a,p)+3 q b.a.p)] ­

-seni v [3 S(b.3a,p) + 3 s(b.a,P)I} (35) 

3 aY { 1t Y 
S(b,a.p,y) = 4" cos"2 v [3 C(b,a,p)-3 qb.3a.p») + 

+ sen ~ v [3\! S(b.3a,p) - 3 S(b,a.,P)I} (36) 

b) SI n = 2 en (28) y (29) se obtiene: 

cfb,a.p ,y) = a\ls2\!{~v[2YC(b.4a.,P)+4C(b,2a.,P)J -

Y 
- sen iv (2 S(b,4a,p) - 4 S(b.2a.,pn} (37) 

+ sen~ v [- 2
Y 

S(b,4a,p) + 4 S(b.2a,P)I} (38) 

Otras Integrales 

Seguidamente se presentan aJgunos resul ­
tados obtenJdos de apUcar el dlferlntegraJ de 

funciones trigonométricas a Integrales tomadas 

de las tablas de Sertes y Productos de Grads­
hteyn [5, p.406 - 408). 

De [2. p. 21 - 22] se tienen los siguientes 
resultados: 

(senaz)y =aVser{az+ ~v) para a:f; O (z.v E e )(40) 

se obtiene entonces: 

~ (COSax)\I a"lt --<lb 1tf 4 4 dx= - 3(e +seT(ab)]cos"2 V -
o b -x 4b 

- a
Y 

sen -211: V [':"2 sen(ab) c(ab) - 2cos(ab) , 
34b . 

. (Si(ab) + ~) + e-ah Ei (ab)- eabEi(- ab)] 

[a> o. b > 01 (41) 

f ­ (senax)" aY 1t 
4 4 dx = - 3 COS"2 v . 

o b - x 41> 

[ 2 sen(ab) ci(ab) - 2cos(ab) (si(ab) + ~) + 

[ e-ab + sen(ab)] sen~ v, la> o. b> 01 (42) 
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30 Matera y Salinas 

la> o, Re~ > o] 	 (43) 

~ (cosax)v _ a V 
1t - aj} ..!!. aV ..!!.Jo ~2 +}- dx - 2~ e ros 2 v - 2~ t sen 2 v . 

la> o. Rep> o) 	 (44) 

en donde Ei (~ es la función integral exponenclaJ 
[5, p. 925J. 
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