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Abstract
In this work we compute lnfegra.ls of the form
9" (@ dx 1@ (@),
h=[%225 and 12_1——52_2 d

where ¢(aq is a trigonometric function sen{ay or cos{(ax and r is an exponent that has the form 2n or
2n-1 according to the cases, by using the Nishimoto technique in which we compute integrals that
contain differintegrals of trigonometric and exponential functions, thus obtaining more general results
than those currently found in the literature.
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Integrales con n-diferintegrales fraccionales de
funciones trigonométricas

Resumen
En este trabajo se calculan mtegrales de la forma

donde @(ax) es una funcién trigonométrica sen(ax) o cos(ay, y res un exponente que tiene la forma 2n
o 2n-1, segin sea el caso, mediante =l uso de una técnica empleada por Nishimoto, el cual calcula
integrales que contiene diferintegrales de funclones trigonométricas y funciones exponenciales,
obteniendo de esta manera resultados mas generales que los encontrados en la literatura existente.

Palabras claves: Integrales, diferintegral, funcién trigonométrica.

Introduccion gante planteada por la expresion % cuando n

La teoria del Calculo Fraccional constituye no es un numero entero.
una de las primeras lineas de Investigaciéon en Leibnitz, Lagranje, Lacroix, Abel Liouville,
Matematicas Aplicadas y nace como consecuen- De Morgan y Riemann, fueron algunos de los

cia de la necesidad de dar respuesta a la interro- primeros investigadores que se dieron a la tarea

de estudiar este problema.
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En este siglo destacados matematicos han
realizado contribuciones importantes, tanto en
la teoria como en las aplicaciones del Célculo
Fraccional, entre los cuales podemos mencionar
a Erdélyl, Saxena, Kalla, Sneddon, Saigo, Nishi-
moto, entre otros.

Riemann-Liouville [1, p.6] define la integra-
cion fraccional de orden v como:

D == et Ry dt, v20 (1)

I'v) “¢

Erdélyi [2, p.2] define la integracion frac-
cional de orden o« como:

fm!(a\f)-ﬁ_')((x—"-)m_ Sy dt I fix = fi0 2)

K S =—— [ (0" fip dt: K fo=fn (3

[RCARS

Extendiendo el teorema de Goursat, Nishi-
moto [2, p.3] define la derivada fraccional de la
funcion de una sola variable como sigue:

Definicién 1

(Derivada). Si f{z) es una funciéon analitica
(regular) que no tiene puntos ramales en el
interior de C(= {C, 9 )ysobreC; y

— oo + lm(2) z

o)}

Figura 1.

Dv+1
=0 =y = ‘;;’J "y )md&(vez) @

(Nom= lm (), +(me Z%). (5)

v -m

donde Cy gson curvas integrales las cuales son

mostradas en la figura 1y 2 (es decir C es una
curva sobre el corte que une dos puntos z y
—oo + Um(z) y C es una curva sobre el corte que

une dos puntos zy « + ilm(2); luego f, = .f, (2) =
{-efy » i) (v > 0), es la derivada fraccional de orden
= +

vdela funcion f{z) (ve £ y ze C), sl F, existe.

Definicién 2

(Integral) £ (v < 0) es la integral fraccional
de orden |v|. Esto es, la derivada de orden frac-
cional —v (v > 0) es la integral fraccional v, si f,
existe.

Nota 1: Esencialmente, si f{z) es una fun-
cién regular univaluada dentro de C(= {C, 9 )y

sobre C la diferintegracién fraccional f(z) de la
funcién f{z) puede ser definida segin la defini-
cion arriba (dentro de C{= {C, 9 ) y sobre C sig-

nifica que la parte rayada incluye el contorno C,
los cuales son mostrados en las Figuras 1y 2).

z oo + {Im(z)

+0

Figura 2.
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Nota 2: De manera mas amplia, sl f(2) es
regular excepto en un niimero finito (o infinitos)
de puntos singulares y no hay singularidades
dentro de Cy sobre C, la f(2) puede ser definida
de nuevo en la definicion.

Nota 3: Sl f{2) es una funcién regular mul-
tivaluada definiremos £(z) para el valor principal
de f(2).

Nota 4: Para el complejo v consideramos el
valor principal de v.

En este trabajo se usa el calculo fraccional
de Nishimoto [2,3,4]. En uno de sus trabajos [3,
p. 159-185] resuelve integrales de la forma:

Cb.ap = [ 2 = S50 (et - i)

" 582"b [si) + sy}, (@>0, O<b<p  (6)

oo

Sthap =] =
o

I el

[cilh) ~ cithy)] + 5 {st(lz) + sy,

(a>0, 0<b<p) @

(cosax)

C(b,a,p,v) =
p IP 2 xz

(a>0, 0<b<p

= a’ cos %v C(b,a,p) -a’ sen %v S(b,a.p) 8)

(senax),
b - ¥

S(b.a,p.v):fa dx, (a>0, O<b<p)
P

= a’ cos -gv S(b.a,p) -a’ sen —nz—v C(b,a,p) 9)

by = abip) , Ay = —a(b-p) y

elthy) = - J‘ COSI

k

dt (k=1,2) coseno integral (10)

Isem

si(hy) = dt (k= 1,2) seno integral (11)

donde (cosbx), y (senbx), son los diferintegrales

fracclonales de orden v (con respecto a M de las
funciones cosbxy senbx respectivamente.

Slgulendo un procedimiento analogo al uti-
lizado por Nishimoto en [4, p. 159-185] se resuel-
ven integrales de la forma.

= (" (@),
Il:J’Zz(_aigdx ‘.[q)z _ 2

siendo r un exponente que puede ser 2n 6 2n-1,
segun sea el caso, y (¢" (ax), el diferintegral
fraccional de potenclas de las funciones trigono-

meétricas sen'ax y cos’ax, obteniendo de esta
manera resultados mas generales.

Sobre integrales de la forma I;

Lema.ecaa>0, O<b<pyne Z*

cos®™ L ax 2n-1
bap)_.[p b2 } 22"!—1 z( ]
2n- 2k+1
{oos[( n ; Icr1))ab) [ci0g) — cih)] -

2n - 1)ab
_ serl2n 1()2k+ ab] [si(Ay) + si(l])l} (12)

w1l [Csen™ax (-l)"_1 k(2n-1
(b.a.p)=p bz—} dx= 22“—1 Z( 1) (k ]
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' {sen [2n- ;2k+1))abl [ciOhy) + cituy)]

. cod(2n - l()2k+1))ab] . [si(hy) - si(xl)l} )

para

A = (2n-(2k+ 1)) a(btp); Ay = 2n=(2le+ 1)) a(b-p).
(13)

n = cos”"'ax 1 (2n a+p
(b.mp):jp B s2 dx=- po2ntl [n ]m(;p]

ml
1 (2n] {cos{(2n - 2l9ab)

N MB—_%M [sithg) + snnl} (14)

2n
~ sen” ax 1 2n arp
Xbra.p) = p b= dic=~ po2ntl (n ]L"[CH,J
n=1

Ly cyy* (Zn) {sed(2n— 2kgab]

+
2 k b
270

cos|(2n - 2k)ab]

[ci(hy) + ci(A)] + b [si(g) + sf(ll)l}

para
A = (2n-2k) abtp); Ay =—2n-2K) ab-p).  (15)

Demostracion de 12:
Del resultado [5, p.26]

n=1
A ax= QQ}F ) (,2(’“] cos{(@n—(2k+1))axi(16)
k=0

se tlene que

mcOsZn—lax
, = dx=
| Sz
n-1
% [i’“) cos [(9n - ke 1ar dx
j’“ .22 k=0
; Wi

Intercambiando el orden de Integracion y |
suma

o cosZn—lax -
p Bs? )
1 7
o[l meh

usando el resultado (6) en (17) con a=(2n-(2k+1))a

j""coszn_lax .

p b2

n-1

1 Z 2r-1) [ cosl(2n—(2kc+1))ab]
22n—1M k b *

sen(2n—2k+1))ab]
b

- [eip)-cil- lswwnln}

Para las demostraciones de (13), (14) y (15)
se sigue un procedimiento similar al anterior,
utilizando las formulas (6) y (7).

Algunas relaciones para las
integrales de la forma I)

Bajo las mismas condiciones usadas en los
lemas se cumplen las siguientes propiedades:

a) Haclendo ab = mr (me Z ) en (12) y (13)
resulta

n-1

n-1
1 = e ,
bap) = panT X (ﬁml)(‘b)_ [eir) - cirl (18)
- =0
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=1 el _yktm
=S [2’“]——‘ " lsitly) - s

bap) T 2n-1 k
2 k=0
para a= % X (19)

b) Para ab=(m+ 1/2)n (me Z* U{0}) en
(12) y (18)

rl
sy 1 o tpMAly,
(b.ap) ~ an-lk:o b E |

. ISi()vz) * Si(ll)] (20)

o .3 el =1 2n1) (-1 men+1 ) B
(br.la.lp) = 221._1 L3 [n ] )b [ci(hp)+cihy)]
2 k=0
para a.:gn%/zlE : (21)

¢) Tomando ab = mr en (14) y (15) se infie-
ren las sigulentes formulas

n-1
1 2n a+p 1 2n)1
C‘(Zbr.chP) Gk po2n+l [n_ )lﬂ [a_p}+ﬁk§o(k }E .

- leihg) — ci(rp)] (22)

r-1
2n 1 2n a+p 1 ek
(b,a,py~ ~ 2n+1 [ ] In ( ]+ a2n 2 =D ’
b2 n a&p| 2 e
2n) 1 .
. [k")—g [sithy) - sich)]

para a= n—:— (23)

d) St ab=(m+ 1/2)ren (14) y (15)

=1

: 1 2n a+p 1 2n
o) =~ po2nel (n )ln [;;]‘Fgo[k J ’

B i
A Isi0y) + si0)] (24)
1 2 1 n-1 2
o= | (an) 1
=- In + z .
(ba,p) 2n
ap) b22n+l (n J (a_p 9 ki k
(ﬁ])Zn—Zk
= [sihy) + sihy)]
1/2
para a=("”b/ E (25)

Sobre integrales de la forma I2

En esta secclon se evaltan integrales que
contlenen diferintegrales de funclones trigono-
métricas representadas por ¢ (av, siendo ésta
una funcién senax o cosax y r es 2no 2n-1
segun sea el caso.

Teorema. Sea v>0, a>0, O<b<p y
ne Z*, entonces se tlene:

Zr=1 j“‘(COS ax),

(b.a.p.v) =
p
o n-1 9 1
% Y [kn‘ J(zn— 2kt 1)) .
2 k=0
. {msg v C(b,2n-(2k+1)a,p) -

sen % v S(b.(2n—(2k+l))a.p)} (26)

, 21
-y JM (sert ax),

bapy=J) 2 2 =
1

ax, nl vt

iﬁzi p A (i’“]an— 2kt 1)) .
k=0

. {cosg v S(b.(2n2k+1))a,p) +

sen % v C(b,2n-2lc+ 1))a,p)} (27)
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= (cos™™ 1

o jp—bz_?— dx=

n1
} 2 ;
—29';2(;1)(2!1-2’0 .
2 =0

. {cosg v C(b,2n-2p)a,p) -

Sergt

2

v S(b.(2n—2k)a.p)} (28)

 (sen™"ax),

™ IPW dx=

n oy el
e Z(in)(—l)k(Zn—mc)".

2n-1
et 10
; {cos% v C(b,2n2k)a,p) —
seng v S(b,(2n—2k)¢P)} (29)
Demostracion de (26):
Del resultado [6, p.47]
n-1

(cos?™ L ax), = 2—2“:2 Y (i"‘lj(zn — @2kt1)) .
k=0

. cos [(2n ~ (2kt1 ))ax+§ v:| (30)

entonces
I m———(wszmlax)” dx=
p b2
a " (2n1 v T
3 E‘o(" }2n—(2k+l)) .cos{(zn—(zk—l ))ax+—2-v}dx
‘[p b -2

Intercamblando el orden de integracion y
suma

n- n1

(05" W), g [Qn—l]

j de=——Y @n-2ks1))".
2 2n-2

p b e 2 e k

) m[(2H2k+1))wﬁ§vldx
p b - ¥

=1
a’ 2n-1 I3
T g’o(k ](2n—(2k+1))v {oos 3 V-

= cos[(2n—(2k+1))axd T

. ) 22 dx—senav.
= ser{(2n{2k+1))ad
. dx 31
| = 2 } (31)

Sustituyendo los resultados (6) y (7) en
(31), con
a=2n2kt)aq, A1 = (2n+2k+1))a(b+p) y
A2 =—-(2n-2k+1))a(b-p);

J""‘ (0052"_1(“)\,
p b2

o Tl
we=253 (i"‘ l](2n — @ler1)".
=0
T T
. {cos 2V C(b,(2n- (2k+))a,p) - Seny v .

~ S(b,(2n-(2k+1))a~p)}

Para las demostraciones de (27), (28) y (29)
se sigue un procedimliento similar al anterior, en
donde de [6, p.46-48] se tiene que:

n=1
21 o e 4 2n-1
ert g, = TVt

. (2n - @2kt 1)) ser{(2n — (2ker1))ax + g v] (32)
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y ml
(cos™an, =~ ¥ [ﬁ“)(zmzk)“.
k=0

cos[(2n -2ax + % v} (33)
( l)n " n-1 2
) “Y'a v
(ser?” i, s} (kn)(—l)k (2n-2i".
2 =0
. cos[(2n- 2k)ax+% v] (34)

Casos Particulares

A continuaciéon se presentan algunos casos
particulares obtenidos de los teoremas antes
mencionados:

a) Tomando n= 2 en (26) y (27), resulta:

v
a

(“.;b.a.p.v) =4 {COS% v[3" C(b,3a,p)+3 C(b,a.p)] -
- seng vI[3"Sb3ap +3 S(b,a.p)]} (35)
‘S(qb.u.p.v) = % {COS% v[3 C(b'avp)“\?’v Qb,3a,p)] +

+ sen% vI[3" S(b3a,p) -3 S(b.a.p)]} (36)

b) Si n =2 en (28) y (29) se obtiene:

A a2 T oy
bapy =g 1055V12'Cb4a.p+4C(b,2a,p)] -

- seng v[2" S(b4a,p) -4 S(b.2a,p)l} (87)

A" 2V
Sthiaom = aT{cosgvl2vC(b,4a,p)~40(b,2a,p) ]+

+ sen% v[-2' S(b4a,p) +4 S(b.hp)l} (38)

Otras Integrales

Seguidamente se presentan algunos resul-
tados obtenidos de aplicar el diferintegral de

funclones trigonométricas a integrales tomadas

de las tablas de Seres y Productos de Grads-
hteyn [5, p.406 - 408].

De [2, p. 21 - 29] se tienen los sigulentes
resultados:

(cosaz), = avca{azr %v) paraa#0 (zve C)(39)

(senaz), = avsa'{az+ %v) para a#0 (z,v e C)(40)

se obtiene entonces:

= (cosax), ar . _ap n
jomdx='4—b'3-[e +ser(ab)]cos§v—

v

g sen% v |:‘2 sen(ab) ci(ab) — 2cos(ab) .

. [si(ab) + %]+ e‘abﬁ(ab)— eabEi{—ab)}
[a>o0, b>d (41
J»'” (Senﬂ)()v _ av T

= NS — v
o b=t 4p> 2

[2 sen(ab) ci(ab) — 2cos(ab) [si(ab) + -%]+

i a (ab)- e“bEK—ab)] + a_1; :
4p"

[e‘“b + sen(ab)] sen% v. la>o0, b> ] 42)

e T
o P22 2p® 27

B B el — 6P Eiapy] s EF B o T
.[e Ei(af)- e Ek(aﬁ)]+2ﬁe sen v
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[a>o0, Ref>d (43

- (cosay, L AT o a
jﬂ BQ+A2dx op ¢ oos2v 2B+sen v,

[P Bl - P Bi-ap)

[a>o0, Rep>d] (44)

en donde Ei (4 es la funcién integral exponencial
[5, p. 925].
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