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Abstract

This paper presents a reformulation of the five-dimensional Kaluza-Klein theory, taking into
consideration the fact that these five dimensions of space-time are present on the tangent bundle of the
Principal Bundle (B). This reformulation is possible due to the Lie group U(1) of the fiber which endows
B with the structure of a differential manifold, thus allowing the reproduction of parallel transport notions
on such a manifold. Through this we achieve a criterion to add extra dimensions to the theory. Once this
criterion has been established, a metric is constructed on the tangent bundle of B, which is formed by
a metric of space-time plus a connection, i. e., a one-form defined in the fiber of B whose curvature is
proportional to the electromagnetic field. Thus, the five-dimensional Einstein action is the sum of the
four-dimensional Einstein action and the four-dimensional Maxwell action. This formulation yields the
Einstein and Maxwell equations, as well as the Yang-Mills equations.
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Reformulacion de la Teoria de Kaluza-Klein en
cinco dimensiones

Resumen

Este trabajo reformula la Teoria 5-dimensional de Kaluza-Klein al considerar que las cinco
dimensiones del espacio-tiempo se encuentran en el fibrado tangente del Fibrado Principal. Ello es posible
gracias a la estructura de variedad diferencial del fibrado dado por el grupo de Lie U(1) de la fibra. Esto
permite, a través de los llamados levantamientos horizontales, reproducir las nociones de transporte
paralelo de la variedad riemanniana, tomada como el espacio base. Esta precisiéon matematica, aparte
de corregir las teorias de Kaluza-Klein que suponen que las cuatro dimensiones corresponden a la
variedad riemanniana y la quinta (o dimensiones mas altas) se encuentran arriba en el fibrado, permite
establecer un criterio para anadir dimensiones extras a la teoria. Una vez establecido este criterio se
procede a construir una meétrica geq €n un fibrado tangente del Fibrado Principal, en donde la accion de
Einstein generalizada es la suma de la accién cuadri-dimensional de Einstein y la accion
cuadri-dimensional de Maxwell. La métrica estara formada de la métrica del espacio-tiempo geg y una

conexién A, una l-forma definida en un fibrado B sobre el espacio-tiempo M, cuya curvatura es
proporcional al campo electromagnético. Esta formulacién permite obtener las acciones de los campos
electromagnéticos y de la gravitacion a partir de la curvatura de la conexion. Se muestra que la derivacion
de las ecuaciones de Yang-Mills es directa por una simple sustitucion de la curvatura evaluada en el
algebra de Lie.

Palabras clave: Espacios fibrados, Kaluza Klein.
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Introduccion

Una de las mas sorprendentes propuestas
que se consideraron en los anos veinte para la
unificacion de los campos electromagnéticos y
gravitacionales fue la sugerencia de K. Kaluza y
0. Klein acerca de considerar una variedad rie-
mannijana con cinco dimensiones [1]. El propé-
sito original de Kaluza era incrementar el niimero
de dimensiones con el objeto de obtener compo-
nentes adicionales del campo, que a su vez re-
presentaran el campo electromagnético. Esta
propuesta fue capaz de reproducir las leyes di-
namicas de la gravitacion y del electromagnetis-
mo, pero absolutamente nada mas. Lo significan-
te del tratamiento de Kaluza-Klein consistic en
dotar el campo electromagnético con cierto sig-
nificado geomeétrico.

Posteriormente, los desarrollos de la geo-
metria diferencial y la topologia sirvieron de mar-
co para una reformulacion de la teoria de Kalu-
za-Klein de cinco dimensiones y mas alla. La
observacion clave para esta reformulaciéon con-
siste en que las conexiones y los fibrados (bun-
dles) no estan determinados solamente por con-
sideraciones geomeétricas, sino por condiciones
analiticas, ecuaciones diferenciales las cuales,
localmente, contienen las componentes de la
conexion. Tales ecuaciones diferenciales, como
se sabe, envuelven la curvatura [1].

De esta manera, en la teoria de Kaluza-
Klein moderna, el campo gravitacional esta de-
terminado por una métrica riemanniana en una
variedad de dimension cuatro y el campo electro-
magnético por un espacio fibrado con una fibra
uni-dimensional sobre la variedad. La curvatura
de la métrica llega a ser una dos-forma diferen-
cial {(justo la gravitacion), y la curvatura de la
fibra una dos-forma diferencial con valores en la
fibra del espacio fibrado (justo el campo electro-
magnético).

Es pertinente resaltar las diferencias entre
ésta formulacion y la original de Kaluza-Klein. La
teoria primitiva no consideraba al campo electro-
magnético como un campo de calibre y las cinco
dimensiones del espacio-tiempo estaban asigna-
das completamente a la variedad riemanniana,
donde estarian los campos electromagnéticos y
gravitacionales.

Asi, en la nueva version el campo electro-
magneético es descrito como un campo de calibre
en términos de la conexion definida en el fibrado
principal. Un fibrado principal es simplemente
uno en el que la fibra es isomorfica a un grupo
(que en el caso electromagnético, el grupo seria
el circulo U(1)}. Este espacio fibrado, considerado
como real y extremadamente pequeno, esta sobre
la variedad cuadri-dimensional del espacio-tiem-
po (e independiente de la variedad). Para que el
mundo de Kaluza-Klein represente el mundo
fisico es necesario que se efectiie el producto
cartesiano de estos dos espacios [2].

En la teoria clasica de Kaluza-Klein la quin-
ta dimension se hacia invisible a través de un
proceso de reduccion dimensional [2]. Esta idea
ha obtenido mucha aceptacion gracias al concep-
to de ‘compactificacion espontanea’ [1, 3]; cuyo
elemento basico es como sigue: Las teorias de
Kaluza-Klein modernas estan basadas en la hi-
potesis de un universo con dimensiones, n, ma-
yores que cinco, donde el namero de dimensio-
nes del espacio compacto es mayor que cuatro,
es decir, que el espacio-tiempo, M, es de dimen-
sion cuatro y que el espacio compacto, B, es n-4.
Asi, la llamada compactificacion espontanea (la
‘fusion de todas las dimensiones’) puede ser rep-
resentada por el producto cartesiano de ambos
espacios: M*x B”™* = M™.

El asunto mas resaltante de esta investiga-
cion es que a diferencia de las teorias de Kaluza-
Klein modernas, que consideran una variedad
cuadri-dimensional abajo, en el espacio base, y
una quinta o una dimension mas alta arriba y
considerada como real, en el fibrado principal;
este trabajo enfatiza el hecho que las dimensio-
nes totales del espacio-tiempo pueden ser locali-
zadas en el fibrado tangente de la variedad dife-
rencial del fibrado principal. Y este espacio abs-
tracto (el fibrado tangente), a su vez, puede ser
considerado como real.

Ello es posible gracias a la estructura de
variedad diferencial del fibrado dado por el grupo
de Lie U(1) de la fibra. Esto permite, a través de
los llamados levantamientos horizontales, repro-
ducir las nociones de transporte paralelo de la
variedad riemanniana, tomada como €l espacio
base.

De esta manera, suponemos simplemente
que el espacio-tiempo posee cinco dimensiones y
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que la accion pueda escindirse en dos partes a
saber, la accién de Einstein y la accién de Ma-
xwell, La idea basica para realizar esto consiste
en construir una meétrica ged en el fibrado tan-
gente del fibrado principal en donde la accién de
Einstein generalizada es la suma de la accion
cuadri-dimensional de Einstein y la accién cua-
dri-dimensional de Maxwell. La métrica estara
formada de la métrica del espacio-tiempo gog y

una conexién A, una l-forma definida en un
fibrado B sobre el espacio-tiempo M, cuya curva-
tura es proporcional al campo electromagnético.

Esta formulacién permite obtener las ac-
ciones de los campos electromagnéticos y de la
gravitacién a partir de la curvatura de la cone-
xion. Se muestra que la derivacion de las ecua-
ciones de Yang-Mills es directa por una simple
sustitucién de la curvatura evaluada en el alge-
bra de Lie. Aparte de ello, se desarrolla la formu-
lacion de la teoria de Kaluza-Klein cinco-dimen-
sional, de una manera mas clara y accesible que
aquellas que se encuentran en la literatura.

Este trabajo esta organizado dela siguiente
manera. En primera parte se expone los elemen-
tos que llevan a considerar que las cinco dimen-
siones de una teoria de Kaluza-Klein se encuen-
tran en el fibrado tangente del Fibrado Principal.
En la segunda parte se desarrolla explicitamente
la teoria de Kaluza-Klein en cinco dimensiones.
En la ultima parte se exponen las conclusiones.

Las cinco dimensiones del
espacio-tiempo del fibrado
principal

La teoria de conexiones se originé a partir
del concepto de transporte paralelo en una varie-
dad riemanniana [4]. En general, una conexion
en el fibrado lleva una correspondencia entre dos
fibras cualquiera de la seccion transversal, a lo
largo de una curva x (A) en M. Uno dice que el
punto b de la fibra sobre un punto x de la curva
es transportado paralelamente a lo largo de la
curva por esta correspondencia. Se dice también
que la curva e(x (A)) en B, descrita por el trans-
porte paralelo de b es un levantamiento horizon-
tal (lifting) de la curva x (A) [3].

Para obtener los levantamientos horizonta-
les de las curvas x (A) de M se le asocia con cada

vector tangente x (A) en cualquierax e Mya cada
punto b de la fibra 7 (%) = Gxun vector tangente
e (x(A) en el fibrado, llamado vector horizontal,
el cual se proyecta por n a x(A). Lo que buscamos
es que el transporte paralelo sea compatible con
la diferenciabilidad y la estructura de Fibrado
Principal de B. Es decir, el mapeo entre TxM y
TpB debe preservar sus estructuras de vector y
ser diferenciable respecto a x. Esto puede ser
mas claro de la siguiente manera.

Si el Fibrado Principal P con grupo G, es un
grupo de Lie, sobre la variedad M, entonces
tenemos las siguientes consideraciones. Dado
que el grupo de Lie G y la variedad M son
estructuras diferenciales, entonces el fibrado B
es también una estructura diferenciable [5].

Esto nos permite hablar de fibrados tan-
gentes TB y de fibrados cotangentes T BdeB. Si

-se considera TB en cualquier punto b, decimos

que en b hay un espacio tangente ToB. Un sub-
espacio de TvB es aquel que esta constituido por
aquellos vectores que son solamente tangentes a
la fibra que pasa a través de b. Este subespacio
es llamado el subespacio vertical en by es deno-
tado como VpB. Junto con este subespacio verti-
cal existe subespacio horizontal HpB, definido tal
que

T,B=V,B®H,B

Esta ecuacién no define HpB de una mane-
ra tnica. El subespacio horizontal HpB se puede
hacer tunico al considerar lo que pasa cuando b
varia en B. Se requiere entonces que, cuando b;
cambie a b2 lo haga segun la siguiente regla: by
abg =big, donde g e G.

Entonces H, =H,, esta relacionado con
H, pormedio de H,,=R,H, , donde R H, deno-

ta la accién por la derecha sobre H, del mapa
lineal que es inducido sobre €l espacio tangente

T, B por el mapeo bz = b g de los elementos de la
fibra. Esto significa que uno simplemente puede
ir de un espacio horizontal a otro por la acciéon
por la derecha del grupo G [3, 5].

Ahora ya dados estos subespacios horizon-
tales y verticales se puede definir en B la nocién
de transporte paralelo y de su conexién asociada.
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Lo que buscamos por tanto, es que dos levanta-
mientos horizontales ¢ 1y ¢2 de una curva x (i)
en M, para la misma conexion pero a través de
diferentes puntos by y ba en 7 (x), estén relacio-

nados por la transformacion R,. la cual lleva by
a ba. Estos requerimientos llevan justo a la defi-
nicion de conexiéon en un Fibrado Principal.

En cuanto a la dimension. En efecto la
dimension del fibrado tangente TB es n+d. donde
n es la dimension del subespacio horizontal (la
misma que la variedad) y d es la dimension del
subespacio vertical (la misma dimension del gru-
po) [5].

En nuestro caso, el subespacio horizontal
tiene dimensién cuatro, dado que estamos tra-
bajando con una cuadri-variedad riemanniana,
y la dimension del subespacio vertical es uno,
dado que el grupo con cual deseamos trabajar es
el grupo unitario U(1) del electromagnetismo. Por
lo tanto la dimensién del fibrado tangente es
cinco.

Esto significa que, a diferencia de las teo-
rias de Kaluza-Klein modernas que consideran
una variedad cuadri-mensional abajo, en el es-
pacio base, y una quinta o una dimensioén mas
alta arriba y considerada como real, en el Fibrado
Principal; este trabajo enfatiza el hecho que las
dimensiones totales del espacio-tiempo estan to-
talmente en el fibrado tangente de la variedad
diferencial del Fibrado Principal. Y este espacio
abstracto (el fibrado tangente), a su vez, puede
ser considerado como real.

Todo esto implica que a través de los llama-
dos levantamientos horizontales de las curvas en
el espacio base a las curvas en el fibrado, como
vimos antes, permite anadir dimensiones extras
al fibrado tangente, las cuales a su vez, depen-
deran del grupo utilizado.

De este modo, podemos considerar que
‘arriba’, en el Fibrado Principal, esta definido una
estructura de variedad diferenciable de dimen-
sion cinco, en la cual puede construirse una
métrica de modo tal que podamos calcular la
curvatura del espacio-tiempo y de alli su respec-
tiva accion. Y esto es justo lo que procederemos
a hacer a continuacion.

Reformulacion de la Teoria de
Kaluza-Klein

Una manera de unificar el campo de la
gravitacién con el campo electromagnético es
suponer que el espacio-tiempo posee mas de
cuatro dimensiones. La dimension extra, la quin-
ta, no seria vista, no al menos de la manera
acostumbrada, y seria de dimensiones infinitesi-
males [1, 2].

Con el objetivo de unificar la gravedad con
el electromagnetismo uno debe exigir que la ac-

cién sea la del tipo gravitacional, deS 1, ahora
evaluada en un espacio dimensional mucho mas
alto y donde Rrepresenta la densidad lagrangia-
na quinta-dimensional.

La idea es suponer simplemente que el
espacio-tiempo posee cinco dimensiones, pero
esta vez consideradas en el fibrado tangente del
Fibrado Principal, y que la accién anterior pueda
escindirse en dos partes a saber, la accion de
Einstein y la accion de Maxwell. La extension de
estos resultados en lo concerniente a la obten-
cion de la accion de Einstein y la de Yang-Mills
es directa. Procederemos a mostrar como se
realiza esto para los campos de la gravitacion y
electromagnéticos.

Basicamente, la idea es construir una meé-
trica geq en el fibrado tangente del Fibrado Prin-
cipal, sobre el espacio-tiempo M para el cual la
accion de Einstein generalizada es la suma de la
accién cuadri-dimensional de Einstein y la ac-
cion cuadri-dimensional de Maxwell. La métrica
estara formada de la métrica del espacio-tiempo
gop ¥ una conexion A, una 1-forma definida en
un fibrado B sobre el espacio-tiempo M, cuya
curvatura es proporcional al campo electromag-
nético.

La construccion es como sigue. Uno requie-
re que ged permita que los vectores horizontales
sean perpendiculares a los vectores verticales.

Asi el vector E€ es horizontal si €4, =0 . Entonces
un vector horizontal puede ser identificado con

el vector £* = [[%E°sobre M y asignandole la

misma longitud. Los vectores verticales v° son
multiplos del generador n° del grupo U(1); y al
asignarle una longitud constante, ¢, al campo
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vectorial 1 la longitud de cada vector vertical
queda automaticamente fijada. La métrica resul-
tante es simplemente:

gcp =fAcAp +Eep

donde g*CD es el pullback de gop en la variedad
M al fibrado B:

gt =TIEMY gop (2)

La prueba es como sigue. Sea £€ un vector
horizontal y v¢ un vector vertical, entonces para
el vector £° tenemos que

geptCEP =43 ptCEP = gaB&.'C&.,D

y para los vectores verticales v°

[1g ve=0 y éCKc =0= gcnéch =0

Asi si vczknc, donde k es una constante,
entonces es facil ver que

gepv VP =k’

Esto se puede ver mucho mejor en una
carta (n.x"). Alli tenemos

ds® = ¢ (dn+ A dx, )? + g, dxHdx”

donde K“ es proporcional al vector potencial
A, de tal manera que podemos escribir la si-
guiente expresion E:&LL:MS.}l (la ¢ esta alli para
hacer que de°® = kdF).

Vamos a buscar los términos de curvatura en
este esquema. Primero, tomemos una base orto-
normal o de las 1-formas en M que pueden ser

llevadas (pulled back) a las 1-formas ®" por
medio de @* =n" 0" en B. Luego usaremos como

bases @' en B las 1-formas

®° = e_K (a), ®* =" (b) 3)

Haremos uso de la conmutatividad entre la
derivada exterior y el pullback:

d(n'w) =71 (dw) (4)

(1)
valida para cualquier mapa m: B —» My cualquier
p-forma en M.

En este esquema la primera ecuacion de
estructura de Cartan en el fibrado tienen la forma

dod! = Ad) (5)

y

d®’ =¢dA =k F=1KkF,, 0" A& (6)
Esto implica que

d@® = —@° A ®" (7)

de donde es obvio que

@], =3 kF, o (8

También tenemos que

a * “ — —
do* =dn o* =nt'dot =—n" (0} noY)=-ob AV

=—of re'=—BY ABY + (B — 0L )BY A

resultando
kF o’ 9

El tensor de Riemann se calcula de la se-
gunda ecuacion de estructura de Cartan:

Q! .do! +o! Awf (10)

cuyas componentes QF y Q> son calculadas
como sigue.

Las componentes

QH =ddt +af Ad) (11)

son calculadas de la siguiente manera. Tomemos
la derivada exterior a la ecuacion (9)

d®! =da* - Lkd(F'o®) (12)
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aplicando la regla de Leibniz al segundo miembro
del lado izquierdo de esta ultima ecuacion

dd, = d®@), - 1 kd(F/@°)
= do} - 1k[0 F'e° A @ - F (@] A B")]
= d®} - k[0, F'D° A @ - P ({KE, 0" A0")]

=di* —1kd F'@° AD’ + 5 F'E, 0% AD" (13)

El término &} A &), puede ser calculado de

la siguiente forma

O AD, =08 ADS —LkE'D’ ADS — LkO! AFCD’ (14)
11,2 -—0 —A

—ik F:FVK(D AQ

La ecuacion (11) se obtiene por una suma
directa las ecuaciones (13) y (14):

OF =T + IA(BE,, - BE, - 2F'E, 0" AB"
-tk[o,F'®° - B®@, + E®} Ao’
La cual puede ser reescrita como

Ol =01+ (BF, ~ FoF, - 2EE,)8° A0 (15)

L RS0 NS
-3kV EQ° Ad

donde Vg significa derivada covariante.

~

El calculo de Qg se realiza de una manera simi-
lar, es decir,

@} =1ko,F & A G — LkE, 0" AB* (16)

NS A 1 =V mE_ 1 ]
@, A®L =3kE, B A (0] — k@)

=—1kF, 0" A®" —1K'F'F, 0" A®’ (17)

WO s Ty
La suma de las ecuaciones (16) y (17) es
0} =1k[o,F&" - F,@: - E, 0! |r0" - {KEE®" A&’
=1V E & A®" +iK’ER.® A®"
=1V E 0" A® +iK’FF,0° A" (18)

Luego los tensores de Riemann son

R tql =R tcl + %kZ(F{lF\w - F:Fv). - ZHFGI) (lga]
R, =3kV.E, (19b)
R, = {KEE, (19¢)

y los tensores de Ricci son

R _ =R: +R?

W5V

=R, +1K*(F°E, - 2F°E,) +:K’E'E,,

=R , +IK’FF, (20a)
R, =R,=RJ=41kVF (20b)
R, =1K'F'F, (20c)

La curvatura escalar tiene la forma
R=R- %kch,‘F";“ +4 kzF""Fﬂ
=R —%kzF‘nF"" (21)

Entonces la acciéon cinco-dimensional es
expresada como

c’ ¢’
1= Rd*t= R—1KF F®)dt (22
161:0I 167:0'“ EF)

y de esta ultima ecuacién se puede observar que

167G

k? = 7— . de alli que la accion cinco-dimensio-
nal se“parta como
4
c
I= Rdt—1[E F*dt (23)
16TCG'[ /B

que son las acciones de Einstein y Maxwell, justo
lo que deseamos encontrar.

Los resultados anteriores se pueden exten-
der facilmente para los campos de Yang-Mills

escribiendo F;B (o F:‘B) en todos los lugares

donde aparezca Fog (o Faﬁ), donde el super-indi-
ce ‘a’ senala que el tensor de Yang-Mills adquiere
su valor en el algebra de Lie. El lagrangiano de
Yang-Mills es la generalizacién natural del la-
grangiano del electromagnetismo. Como es usual
el lagrangiano de Yang-Mills tiene la siguiente
forma:

1
L = Z F;B F:'ﬁ

»

donde, como bien se conoce,

Fig =2V Ag +CL.AGAS
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siendo Ci, las constantes de estructura del gru-
po.

Entonces, siguiendo la ecuacioén (23), las
respectivas acciones de Einstein y Yang-Mills son

4
C

1=
16nG

|Rdt- %j B Fdr.

Obteniéndose en forma inmediata la exten-
sién a campos de Yang-Mills. Las ecuaciones de
Yang-Mills que generalizan el campo electromag-
nético. Es decir, las ecuaciones de Yang-Mills
llegan a ser las del electromagnetismo para el
caso abeliano.

Conclusiones

En este trabajo se resalto que, en las teorias
de Kaluza-Klein las cinco dimensiones no han de
considerarse ‘separadas’, es decir, cuatro en el
espacio base de la variedad riemanniana, y la
quinta, arriba, en el Fibrado Principal, como
generalmente se considera. Esto ha sido corregi-
do, mostrando simplemente que dado la estruc-
tura de variedad diferenciable del Fibrado Prin-
cipal, adquirida a traveés del grupo de Lie, era
entonces posible definir un fibrado tangente
cuya dimension, como ya se mostro, es cinco.

Esta correccion, esencialmente de natura-
leza matematica, puede resultar en beneficio de
la fisica. Por ejemplo, si se quiere usar el grupo
SU(2) de las construcciones al estilo Yang-Mills,
es claro que el namero de dimensiones es seis.
Esto significa, que considerada la cuadri-varie-
dad riemanniana, es el grupo de Lie usado el que
anade las dimensiones extras a la teoria. Esto
sirve, a su vez para establecer un criterio en
cuanto al namero de dimensiones a usar al
construir las teorias de Kaluza-Klein.

Como se ha mostrado la formulacion de la
teoria de Kaluza-Klein cinco-dimensional, en tér-
minos de la geometria diferencial moderna, nos
suministra un lenguaje mas poderoso para re-es-
cribir las ecuaciones de la gravitacion y ademas
provee un excelente marco para la descripcion
del electromagnetismo donde el cuadri-potencial
es identificado como una conexion en el Fibrado
Principal. De esta manera, la idea de conexion,
probablemente la idea fundamental para com-
prender la estructura geométrica subyacente, no

esta ya mas restringida a la variedad riemannia-
na [3, 6-8].
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Nomenclaturas

Con respecto a los indices y superindices:
Las letras latinas se refieren a los objetos situa-
dos en el Fibrado Principal. Las maytsculas a los
vectores y tensores vy las minusculas a sus res-
pectivas componentes. Los indices griegos estan
referidos a las componentes de vectores y tenso-
res de la variedad riemanniana del espacio base.

Simbolos:

£ Métrica

gn,v: Vectores

|54 Proyeccion

n, I1: Pullbacks

®: Conexiones

A: Cuadripotencial electromagnético
F: Tensor de campo electromagnético
1 Accion del campo

M:  Variedad riemanniana

o

: Espacio fibrado

U(1): Grupo unitario

R¥qpy: Tensor de Riemann

Rgp:  Tensor de Ricci

R: Tensor de curvatura escalar

Q: Curvatura de Cartan

TyM: Espacio tangente a la variedad en x
TpB: Espacio tangente al fibrado en b
TB: Fibrado tangente

T B: Fibrado cotangente

VpB: Subespacio vertical

HpB: Subespacio horizontal

ds®*: Elemento de linea

d: Derivada exterior

A producto exterior

@ Suma geomeétrica

( Longitud de la fibra

c velocidad de la luz
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Pitter y Choy

G:
k:

Constante de la gravitacion
constante de acoplamiento
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