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Abstract

In this paper we generalize the Rice’s random variable. We calculate the m-th moment, the
distribution function, the characteristic function, the mode and the distribution of the products of Rice's

- (a, a, v] random variables.

Eey words: Random variable, hypergeometric function, inverse Mellin transform.

Una generalizacion de la distribucion de Rice

Resumen

En este trabajo generalizamos la variable aleatoria de Rice, calculamos: el momento de orden m,
la funcién de distribucion, funcién caracteristica, moda y la distribucion que sigue el producto de

variables aleatorias tipo Rice - (a, a, V).

Palabras clave: Variable aleatoria, funcion hipergeométrica generalizada, transformada inversa de

Mellin.

Introduccion

Haykin en [1, p.295] considera un proceso
aleatorio en funcion de la variable tiempo, el cual
consta de una componente cosenoidal Acos (ot)
y un ruido de banda angosta n(t) = ng(t) cos(wt)
-ng(t) sen(wt). Donde n¢(t) es la componente de
fase y ng es la componente de cuadratura. Luego
x(t) = ng () cos(wt) -ng(t) sen(ot), donde ne () = A
+ nc[t).

En este proceso aleatorio suponemos gue
la variable aleatoria N¢ (t) es normal (A,6%) y Ng(t)
es normal (0, 62).

La funcién conjunta de densidad en coor-
denadas polares es:

f(r,0)=

2 2 OXP| 2
no 206

con 0<ry0<0<2m.

T rr+A? —2Arc0591 (1)

En consecuencia la funciéon marginal de
densidad para la variable aleatoria R es:

2, 42
frlr)= Lz Io (A—zrj exp [— %J parar 2 0(2)
G G 20

Ya que: Ig(x) = EI—J%" exp (xcos®) do, de
n

acuerdo a [2, p.376]. Donde lp es la funcion
asociada de Bessel de orden cero.

Haciendo V = iR ya= ﬁ entonces (2)
i G o
queda asi:
a?+v?
fylv) =vIp (av). exp | - : parav =0
y fy(v) = 0 parav< 0. (3)

Alavariable aleatoria R se la llama variable
aleatoria de Rice (Vea [3]) y a V, variable aleato-
ria de Rice estfindar, aunque en adelante, la
llamaremos v.a de Rice,
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Esto nos sugiere, la siguiente generaliza-
cion de la v.a de Rice. Asi denominamos variable
aleatoria (a, o, v) -Rice, y la denotamos por V (a,
o, v), a la v.a cuya funcion de densidad es:

a 2,2
fla, o, v;v) = Hv™ L, (av).exp(—" 5 )paravzo
0 parav <0

4)

donde: a>0,a21yv2 0; siendo Iy la funcién
asociada de Bessel de orden v.

Notemos que V=V (a, 1, 0).

Esta distribucion sera de utilidad en aque-
llos procesos aleatorios en funcion del tiempo
cuyo ruido de banda angosta dé como resultado

una integral que represente a v*/,(av) (Vea 5.200
en [1,p.296]), por ejemplo:

(%)VVMV 1 g2 V-3
g (V+%).Jl(l t*) *ch(avt)dt  (5)

En lo que sigue demostraremos algunas
propiedades para V (a, «, v) y otras, especifica-
mente para V, y enunciaremos dos lemas de
utilidad para el intercambio del simbolo de serie
con la integracion impropia. La prueba de estos
dos lemas sigue de 5.16.4 en [4,p.136], 3.478.1
en [5,p.342]y teorema 14.31 en [6.p.430].

vl (av)=

Lema 1

Para e>—%. v=0;a>0, tenemos:

jo vie v/ I, (av)dv =

= (a5 v+2n 1 .
-y - e+v+2n —v?/2 6
%(ZJ 1“(v+1+n)n!.[o v eV Pdv ©)

Lema 2
1
Para e>—5. v20;a>0, tenemos:

Jo vee I, (av)dv

av:_(s+v+l]

- L2 .
2= (y 4 1)

| 2
@ e+v+1 ;V+1;a_ (7)
2 2

Calculo de H

Usando (6) podemos calcular el valor de H
en (4) para que f (a, @, v; v] sea funcién de
densidad.

En efecto, debe tenerse:

b f %2 2
Hj v®-1,(av)-exp [_a T Jdv:l
\ 2

0

Luego, usando (6) resulta:

ea:,’z I (V e 1) g 2(v+1-a)/2

av'r(9+v+lj.¢[a+v+l;v+1;£J (8)

L 2 2 2

Cuando o = 1, v = O (v.a de Rice) tenemos:
H=1

Momento de orden m (m € N)

Para hallar E (V™), usaremos el desarrollo
en serie de I, , y los lemas 1y 2.

Teorema 1

Paraa>0,v20,021,me Ny y:%\)ﬂ,
tenemos:
( 2
2 'T\Y+§j'¢{v+% v %J
E V™ = = 7 ~
F(y) Ly,v-rl, 2 J
Demostraciéon:

“ 2, 2
E V™D = Jo l--lv“’)""I‘,(av)exp[—a A ]dv.

2
Usando €l lema 2, tenemos:

m+o+v+1 _az/;
__—j.ew

LB
E (V™) = H. ( £
2 (v+l-m-ay2 r (V + 1)

m+a+v+1 a?
-q>(——2— ‘v+1,7]- ©

Usando (8) , tenemos que:
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l »4
fla, o, v;v) ~ (a2, (16)
X ’ €
oy [m_%x_ﬂ} ["‘_‘__‘E‘j“_”;wl L Jon
E (V™ = il . feaent 2 . O seaV (a, o,v) se comporta como una v.a normal
I‘[' 5—]4’\ 3 ;v+1;7] (@ 1).
(10)
La Funcion de distribucion
Observaciones:

a)Cuando =1, v=0 (v.a de Rice), tenemos:
EVY)=a’+2. (11)

Resultados coincidentes con Rice [3, pp.
100-101].

b) Las formulas (9) y (10) son validas para
m real tal que m > -3/2 .

c) Ademas de las consideraciones anterio-
res, es conveniente estudiar el comportamiento
asintético de E (V™) y f(a , «, v; v), cuando a es
grande.

Asi, en [7, p.292], tenemos:

T(c)

®(a; c; z) ~ —= e* 22

T'(a)
puesa>0. (12)

€, cuando z — eo;

Usando (12) en (10) resulta:
E V™) ~a™. (13)
Resultado este que confirma lo obtenido en
(11), en el caso de Rice.
Por otra parte en [4, p.136], tenemos:

X
Iv (x) ~ e—, cuando X — o= . (14)

J2mx

Luego, cuando a es grande, y vse encuentra
en una vecindad pequena de a, tenemos de
acuerdo a (3), (8), (12) y (14) que:

1 v

1

-5 X

fla, ¢, viv) ~ ——. [_] 'e—(v—a)‘lz X (15)
V21 \a

Por lo tanto, cuando a es grande, la v.a V

(a,c,v) se comporta como una v.a \/)(2 generali-

zada de parametros o y a (vchi—cuadrado ), y siv
se mueve en una vecindad pequena de a, enton-
ces:

de V (a, o, V)

Hallaremos dos expresiones para la funciéon
de distribucién F (a, o, v; v}, una 1util para eva-
luaciones de los valores de F, ya que viene en
funcién de la funcion gama incompleta. La otra
expresion sera de utilidad para evaluar integra-
les donde intervenga F, ya que viene en términos
de funciones ;Fy, y en términos de I, en el caso
de Rice.

Teorema 2

Paraa>1,2>0 v20y d=—-—"+,
tenemos:
aJFy (a,o,v; v) = Ha" gle—v-1)/2

o V2
Y| 8+n,—

-n/2 2 a-‘
z1'“(\/+n+1)n'[ } V>0

b) Fy (a,o.v; v) _ Ha'e™ %y
T(v+1)2"t
2.2
Z( ¥ 2y 8+rn;8+m+1,v+1;av )
~m{(d+m) " 4 J
Demostracién:

a) Usando el desarrollo en serie de I, y
propiedades de convergencia uniforme, tenemos:

Fy (a.a.viv) (v> 0) = He‘“:'z[%] . (17

5 A

J' ua+v+2ue‘"/2du (V)'D]
s T (v+n+Dnly

2
Haciendo ©=— y de acuerdo a 3.381 en

[5,p.317], resulta:
Fy (a.0Lv; v) = Ha' 20¢V-1)/2

sin L
0 R a
ity ¥ : 2 a’ (18
. E R S A
- T{(v+on+Hn!l 2

n=
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b) Si en lugar de desarrollar I, en serie,

desarrollamos e~ 2 y usamos la posibilidad de

intercambiar la integral con la serie, obtenemos
lo siguiente:

-atn2 \ (_I)NJ" o+2m
Fy (a,o,v; v) =¢ Hz—mllm A u I,(au)du - (19)

m=0

Como:

v 2.2
I,(au) au) oF [—;VH ;a: )~ (20)

1
=r(v+1)[7
De acuerdo a la formula: 12.7.512 en

2
[5.p.850] y haciendo w= Ez‘ en (19), resulta:
\'%

v vV v+a+2m+l
S, =J u“*zmIv(au)du=—1— 2l A .
: T(v+1)|2 2

1 v+cz+22m»l aZUZCO
_[ ® oB|=v+1; ®
4

1 a v Vv+a+2m+l
S, = — :
" T(v+1)[2} v+o+2m+1

(=3

’ 3 ’

v+o+2m+1 v+o+2m+3 a’v
.3 : v+1;
2 2 4

Reemplazando (21) en (19) y haciendo

_a+v+]

8 resulta

He—a‘/zavvzé - (—v2/2)m .
T (v+1D2"" “ mi(d+m)

Fy (a,ov; v)] =

av?
1F1(6+m;8+m+1,v+1; 2 ](22)

Teorema 3

Cuando o = 1 y v = 0, entonces la funcién
de distribucion viene dada asi:

a)Fy (@,1,0;v)=1 - e (@2

'i(azf)" [iwz/z)" ] |
=0 L m=0

m!

v>0

b) Fy (@.1.0; v} = ¢"@ /2 2(1] 1,(av)
n=| a

Demostraciéon:

a) Usando la formula 8.352.1 en [5,p.940],
tenemos en (18)

Fyl(a,l, O;v)=1-¢

n=0

ety e (@12 (& (VR
( )2_2 = [é = ]
(23)

b) Veamos que si @ = 1, v = O (Rice}, en (19),
nos queda:

o _1\m -
Fy(a,1,0;v) = e/ z% u’™,(au)du .
= m!2 (24)
Pero ahora la integral toma la forma:
J;: uZm*IIO(au)du - V2m+2 )
(25)

'2 D'm@m-1..(m-k+1-2" -1, @av)
k=0 (aV)M

Reemplazando (25) en (24), y usando pro-
piedades de series dobles tenemos:

Fv(a, 1,0V =e @2 5 (0% 1an. (26)
n=}

Formula conjeturada por Rice y W. Bennett
en [3].

La funcion caracteristica

La funcion caracteristica de una variable
aleatoria es de gran importancia para un gran
numero de problemas estadisticos, sobre todo
aquellos relacionados con la suma de v.a inde-
pendientes, especialmente por la utilizacion de
transformadas de Fourier. Por esta razén proce-
demos a hallar la funcion caracteristica de V (a,
o, V).

Teorema 4
La funcion caracteristica de la v.a V (a,o,V)

o+v+1
cona>0,021,v20y 8= es
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B(a ov;t) =4 (@ o, vit) +i2g (a, a,v; 1)

donde:
HaV/Z 2(0n—v—l)/2 I“(&)
oV t)= ;
'(v+1)
2 2
1 a% —t (27)
v+l —;—, —
wz[ 272 2}
Ha“2(“'“y2-r[8+%]
(@, o vit) =
3 (Y Th+1)
—-88+ LO+1
a’ »r7
H ——,— |-2e 72 (28
12 ) (28)
v+l,E
2
sicndo:5=a+}L+1,

v, (osvy x.y) %2) (Y)n((?)frll o

(segunda funcion confluente de Horn) y

By
le X,y Zz(a)m—n (B)n (Y),.

2270, 6rmm *

1X)

(duodécima funcién hipergeométrica de Horn).
Demostraciéon:
Como f es funcion de densidad,

0 (a,ovit )= I:é" f(a,ovit v
es convergente, luego existen:
A, (a,00vit =H L “cos (tv %™ "1, (v )dv
A, (acvit =H jo cos (v V%™ 1, (av)dv .

Yaque:6(a, o, vit)=2; (@ o, v;t)+1As (a,
o, v; t).

Usando el lema 2 y las formulas 3.952-7 y
3.952-8 en [5, p.495] tenemos los resultados (27)
y (28).

Luego de acuerdo a (27) y (28) tenemos que
la funcion caracteristica de la v.a V{a,.v) es

He—aIIZavz(u—v—l)IZ
I(v+1)

2 2
r a+v+1 ¥, a+v+1;v+1’l;_a_y_t N
2 2 2 2 2
i-I‘[a+V+l]m“z“
2

6(a a,v;t) =

oa+v+]l o+v+2 e+v+3
2z g T 2 1
u ca (29)
" 22
L v+1,i
2

Incidentalmente (27), (28) y (29) nos pro-
veen de tres transformaciones de Fourier de

2
v% ™ /21, (av). En efecto:

Fe L“e"'zlzlv(av];t] =

Vl{% . jomcos (v)vee™?1, (av)dv

é%[/a 71 (av); t]:——/z_%%)

Wol8:v+1 12l -t (30)
2T 2727 2
H L“e_"zlzlv(av):t] =
\/2_ Jowsen (tvvee™"1, (av dv
T

Cﬁ;[’ae'vzlzl .(av];t]: 2" 2T 8+ 2) 2412

Jr-T(v+1)
—8;6+—l-;6+l (31)
2
2 2
Hy g
Vil
2
Finalmente

Rev. Téc. Ing. Univ. Zulia. Vol. 20, No. 2, 1997



126

Sarabia

F L""e'“:”IV (av ), (v];tJ =

Jz(kl (@, o, v;t)+iA2 (a, o, v; t). (32)
T

Moda de V de Rice

En lo que sigue demostraremos que
V(a,1,0) es una variable aleatoria unimodal, con-
jeturando que igual situacion se presenta para
lavaV@eoypgecona=1,v20.

Teorema 5

La variable aleatoria de Rice es unimodal, y

a+va®+4

su moda se encuentra entre 1 y v = >

Demostracion:
Derivando (3) resulta:

[y v) = g B2, o(v),
donde
8 (v) =(1-v)I(av)+ VI (av) . (33)

Asimismo, recordando que: I'g(av) = al;(av),
tenemos:

8 (v)=(1—-v*)(av)+avl(av) . (34)

Observemos que: 0 (1) =al; (@) > 0 y como:
Ip [av) > [;(av) (vea [8]), entonces:

8 (v) < (1-v2 + av) Ip (av) = y (v).

Pero y (v) <0, parav 2 vy,

donde v1=%(1+ /1+%].

Luego: 6 (v) < 0, Vv 2v;, de manera que fy{v)

es decreciente en [vy, +eo), inclusive lim fy(v)=0.
V—y+oo

De lo anterior deducimos que existe, u € (1, v;)

tal que f{; (u) = 0. Demostremos que £{u) < 0,
para u > 0 satisfaciendo:

(1-u?) Iy (au) + au I; (au) = 0. (35)

Usando la desigualdad (12) en [7, p.400],
tenemos para a >1 que fy(u) < 0, y si a €(0,1],
también se cumple que: fy;(u) < O.

Luego en cualquier caso, siu > 0y satisface
(35) entonces fy;(u) < 0. Por lo tanto f tiene un
solo valor u > 0 donde fy; toma valor maximo, pues

si (35) tuviera mas de una raiz positiva, llegaria-
mos a un absurdo. Por tanto V es unimodal.

Distribucion del producto de dos
variables aleatorias

independientes tipo V (a, o, V)

En Estadistica es comun el estudio del
comportamiento del producto de dos variables
aleatorias independientes con la misma distribu-
cion (Vea [9,p.82]).

En esta seccion se estudiara el producto de
dos variables independientes tipo V (a, o, V] y
Vb, B,n)icona,b>0;0,p=21;v,n2 0.

Teorema 6

Sean X e Y dos variables aleatorias de Rice,
tipo (a, o, v) y (b, B, n) respectivamente, entonces
Q = XY es una v.a de funcion de densidad:

:[_1'I<e'(“2‘*'bl)f2 avbnq(a+B+v+n)/2

fglg =
ol T+ Drm+ 12"
(aﬁ}n(b_zq]m
v |4 \ 4
; ng‘)(v+]l,(n+1]“n!m! K"_—B;—V—'—“+n~m[q}
paraq >0

fg (g) = 0 en otro caso. Donde Hy K son la
constantes dadas por (8).

Demostraciéon:
De acuerdo a (9) tenemos para s € N*:

E@MH=EXHE ¥ =

H Ke @2 avbnq(a*v-q,z,4yzr[s+v+a ]F( s+n+p)

_ 2 2
Iv+1rn+1)
2 2
-‘D[M;Vﬂ,a J¢[S+B+n,n+l;b—]
2 2 2

Desarrollando en serie las funciones @ y
multiplicando, tenemos:
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H Ke—\a"b‘)l'l avprolaB-vn=eyz

T(v+1)n+1)

z*r(”"‘”m\r(“ﬁ*“mj 2N/ 2 \B
syl 2 _JI 2 ,(5][1’_}
e it (v+1),(n+1),n!m! (2 )2
De acuerdo a 4.6 en [10, p.136], podemos
aplicar la transformada inversa de Mellin, térmi-
no a término, luego:

EQ°) =
(36)

o/ [E(Q° )il =fg (@) = BY, ¥ T(a,m) -

n=0 m=0
1 _Sr(a+v+2n sy{B+n+2m s

| 5] R e
donde

H.EK. “(al+b*V2 Yp" (o+p-v-m-4)/2
B= 4 a 4 (38}

r(v+1)rn+1)
Y & V(o )"
2 )| 2

T m = G0 G1), ool @)

Por otra parte, tenemos de acuerdo a 5.39
en (11, p.196]:

%NI{QJ r((x+v+2n+i}([5+n+2m +E;qﬂ -
o2) 2 2/ 2 2
q (a+v+frn+20r2m )2
4[5] K(a+v+20-ﬁ—nr—2m)12(q) s [40}

Luego (37) queda asi:
H.K e @2 a"b"q(“+"+ﬂ+n)/2
f
Q(q): 2V+T|1—-(v+1)l_(n+l)

aZq Y (b%q Y
= [Tq Tq .K(u+v+2n+ﬁ-n—2m)/2(Q) (41)

22,

it (v+1),Mm+1), n'm!

para q > 0.

Por otra parte, como Fg (q) = P XY<qg) =0
st q <0, entonces: fg (g) = 0, cuando q < 0.
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