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Abstract

The following article presents an analytical method for a fast calculation of constants of a PID
compensator using the step response of first or second order plants with dead time. This method allows us
to obtain the proper constants of the PID compensator before of the stabilization of the system output
response. It means time savings in the tuning of the controller. On the other hand, the tuning algorithm is
easy to implement, because the equations obtained can be aproximated by third degree polinomials.

Finally, the simulated response graphics of some feedback systems, which use the tuning algorithm
proposed, are shown. The responses obtained, have very good characteristics of stability, accuracy and
speed, in plants with different values of time constants,
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Meétodo analitico para la entonacion rapida de un
compensador PID para plantas de primero y
segundo orden con tiempo muerto

Resumen

Este trabajo presenta un método, deducido analiticamente, para calcular rapidamente las
constantes de un compensador PID. Para ello se hace un analisis de la respuesta al escalon de una planta
de primero o segundo orden con tiempo muerto, y luego se obtienen las constantes apropiadas del
compensador PID, antes de la estabilizacion de la respuesta de salida del sistema, lo cual significa un
ahorro de tiempo en la entonaciéon del controlador. Por otro lado, el algoritmo de sintonizacion es facil de
implementar, ya que las ecuaciones obtenidas se pueden aproximar, con mucha exactitud, por medio de
polinomios de tercer grado.

Finalmente se muestran las graficas de las respuestas simuladas de algunos sistemas
retroalimentados, en donde se emplea el algoritmo de entonaciéon propuesto. En ellos se observa que el
método presenta caracteristicas muy buenas de estabilidad, precisiéon y velocidad, para plantas con
diversos valores de constantes de tiempo.

Palabras clave: Control, controlador PID, entonacién de PID, determinacion de funciones de
transferencia, auto-entonaciéon de PID.
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Introduccion

Los controladores PID son los mas utiliza-
dos hoy en dia en la industria, Existen diversas
maneras de obtener las constantes apropiadas
para estos compensadores. Un modo de hacer la
entonacion del PID, esta basado en el calculo de
las constantes de acuerdo a un modelo matema-
tico de la planta, el cual puede obtenerse segun
sus caracteristicas fisicas [1].

Cuando no se conoce las caracteristicas de
la planta, es posible entonar el PID al hacer prue-
bas mediante senales de excitacion que se apli-
can a ella. En otros casos, se puede aprovechar
los cambios en la senal de referencia, lo cual per-
mite hacer un analisis del comportamiento en la
salida.

Los métodos de Ziegler-Nichols y otros au-
tores [1-7], se utilizan para calcular las constan-
tes del compensador PID con sélo aplicar un es-
calén de excitacién a la entrada de la planta; sin
embargo, para comenzar a hacer estos calculos,
se debe esperar a que la sefial de salida se estabi-
lice.

Otros métodos sintonizan rapidamente un
compensador PID mediante una senal de doble o
triple escalon, para ello se hace un analisis de la
respuesta en el tiempo y la frecuencia [1, 7-9].

Un método utilizado por Astrém y Hagglund
[10y 11], basado en aplicar una sefial de entrada
que tiene una baja amplitud y que oscila a deter-
minada frecuencia [5], permite entonar con bue-
na precision y en forma rapida a una planta, cu-
yas caracteristicas no son conocidas inicialmen-
te.

Sankowski, Kucharski y Lobodzinski [12],
plantean un método compuesto para entonar un
PID: inicialmente se caracteriza la planta con un
escalon a lazo abierto, y al detectar el punto de in-
flexion en la respuesta, se obtiene un modelo ini-
cial de la planta, luego, cuando ésta se estabiliza
se aplica unos pulsos de secuencia de multifre-
cuencia binaria (MBS), para obtener un modelo
mas exacto.

Por lo general, con estos métodos se logra
caracterizar un sistema real, a un modelo mate-
matico de primer orden mas tiempo muerto, y
con ello se compensa los controladores PID bajo
ciertas condiciones especificas del proceso [1 y

10], tales como, para determinadas relaciones
entre las constantes de tiempo del sistema. En la
actualidad se sigue buscando soluciones practi-
cas y que ofrezcan resultados mas confiables
[7-9].

En el siguiente articulo, se describe un mé-
todo de aplicacion sencilla, que permite el calculo
automatico y rapido de las constantes de un com-
pensador PID para sistemas de control de prime-
roy segundo orden. Estas constantes se calculan
en el momento de detectar el punto de inflexion
de la curva de reaccion de la planta, al ser ésta ex-
citada por una senal del tipo escalon. Por otro
lado, también se plantea la posibilidad de obte-
ner la funcién de transferencia de la planta me-
diante un modelo de segundo orden mas tiempo
muerto [13-15], para los casos en los que se desee
utilizar otro criterio de entonacion del algoritmo
PID.

Compensacion PID

Muchas plantas industriales tienen una
funcién de transferencia de primero o segundo
orden y un tiempo muerto. Estas funciones, si-
guen aproximadamente a la siguiente ecuacion
[1,13,15]:

Sta
G (S ) = Kn e (1)
(Tis+I)(T;s+1)

Donde:

G(s) Funcion de transferencia Salida/Entrada

K, Ganancia del sistema

s Variable j (dominio de la frecuencia)

Tq Tiempo de retardo o tiempo muerto

T;.To Constantes de tiempo del sistema, cuyos
valores pueden ser reales o complejos con-
jugados.
La funcién de transferencia de un compen-

sador PID paralelo es la siguiente:

PID(s) =k, +%
s

TKas @

Donde Kp, Ei y Kd representan las cons-
tantes proporcional, integral y derivativa respec-
tivamente. Esta funciéon puede ser expresada en
otra forma equivalente [16]. Al ser compensadala
planta con un controlador PID (Figura 1), se ob-
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Vi(s) + E(s)

Viu(s)
G(S) >

N

Figura 1. Diagrama de bloques de un compensador PID en un sistema de control retroalimentado.

tiene una funcién de salida Vy(s), segin la si-
guiente ecuacion:
1 K —$ ld
Vn(s)= E(s) -(Kas* + Kps+ K)-—Dn€ (3
()= By e R R T D
Donde:
E(s) Senal de error E(s) = V(s) - Vm(s)

Vi{s) Senal de referencia
Vm(s)Senal de salida medida en la planta

Al hacer:
% =T:iT> (4)
Eomriir, (5)

Entonces se cancelan los polos de la planta
con los ceros del PID y se obtiene:

(6)

PID(s) G(s) = M
s

La fase del sistema sin realimentar, en ra-
dianes, es:

s
o) =-<-5ta (7)
2
El margen de fase Mg del sistema sera:
Ms=n+d(s) (8)
Al sustituir (7) en (8):
My=-stg+mn/2 ©)
Al hacer [PID(s) G(s)|=1, se obtiene K; en

funcién del Mg al despejar s en la ecuacion (9) y
sustituir en (6):

M
K= 2 (10)

Se puede observar que también hay una de-
pendencia entre K; y el margen de ganancia de
acuerdo a la siguiente ecuacion:

T
K=

P T (11)
ZKmld 1020

Donde Mg es el margen de ganancia en deci-
belios.

Para fijar la estabilidad del sistema, debe
escogerse el valor de K; que cumpla con ambos
criterios simultaneamente.

El ancho de banda del sistema sera:
Bw=Ki Km (12)

Conocida Kj, los valores de Kq y K, se ha-
llan por medio de las ecuaciones (4) y (5) respecti-
vamente.

Obtencién de las constantes
de la planta

Existen diversos métodos para hallar las
constantes de una planta; algunos estan basa-
dos en la respuesta del sistema cuando éste es
excitado por una senal del tipo escaléon con am-
plitud P. Esta senal esta dada, en funciéon del
tiempo, por la ecuaciéon P.u(t) (donde u=0 para
t<0 yu=1 para t>0), y hara que a la salida aparez-
ca una senal similar a la funcion de la Figura 2.

Donde:

P Valor de la amplitud del escalon de entrada.
t Variable tiempo.

Vml(t) Senal de salida del sistema.

T}, Vmi Punto de inflexion en la funcion de salida.
m  Pendiente maxima de la funcion de salida
Vmo Valor inicial de la funcién de salida.

Vms Valor final de la funcion de salida.
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Figura 2. Salida a lazo abierto de una planta con entrada tipo escalon.
Tp Constante de tiempo determinada por el 12 T (19)
punto de inflexion. T
A partir del grafico puede obtenerse los si- g(t,) = Kaf1 - TiE T2 L (20)
guientes valores: T,
T:,=T (&)I-/Tr//Tr) (21)
K= V,,,/;)V mo (Ganancia para t=w) (13) Tt
Si se despeja -(t4-t;)/T; en la ecuacion (19)
8(1) _Vulti) Vo _ Viulti) -V (14) y al colocarlo en el exponencial de la ecuacion
K Vi =V mo B P (20), se obtiene que g(t;)/Kn,, es funcion de
To/T; segun:
i (15)

La salida Vg, (t) depende de la entrada y la
funcién de transferencia de la planta, y puede ex-
presarse segun:

Valt) = g)* Pu(t)+Vmo (16)

Donde g(t) es la antitransformada de Lapla-
ce de G(s).

Siendo:

Kon e'”‘ 4

™ e o U fTe ) 5

(17)
Al aplicar la antitransformada de Laplace y
al suponer que V,, €s igual a cero, se encuentra
que:
~(1-¢,) -t

T T: ot:)
(O*u(t)= Kn[l - g T u(t-14) (18
- 4 T/‘Tze ! TI'Tze B o (18]

El valor de t;, donde la pendiente de la fun-
cioén de salida es maxima, se encuentra al igualar
a cero la segunda derivada de esta funcién. De
esta manera se obtiene:

8(t) _y (Ta e Tapl
ra I(Tl)rr (T,)” (22)
Lo cual permitiria hallar, en primer lugar, a
T, /T; mediante la ecuacion (22); después a Ty
segun la ecuacion (21); luego a Ty, por conocerse
la relacién To/T,, y finalmente a ty de acuerdo a
la ecuacion (19), Colocar a T2/T; en funcién de
glt) /Ky, es sumamente complicado, pero si se
busca una relacion directa con las constantes del
PID, se encuentra que:

K,
K;

Los valores tg y T Ty se pueden obtener por
aproximaciones con polinomios de tercer grado
en funcién de Tp y g(ti)/Km. Sin embargp, es po-
sible también hallar las constantes del compen-
sador PID antes de la estabilizacion de la salida
de la planta. Si se determina el valor de tg, como
el tiempo en el que comienza a detectarse una va-
riacion a la salida de la planta, y se analiza el
comportamiento de ésta en t;, algunas de las
ecuaciones anteriores podran utilizarse para cal-
cular dichas constantes.

T1+T2:Tp(1“g‘!({r_‘))= (23)
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V..(t)

Va(t)

V

3 _rn

Figura 3. Salida de una planta con entrada tipo escalon, hasta t=ti.

En la Figura 3 se muestra la respuesta de la
planta al escalén de amplitud P, desde el comien-
zo hasta t;,

Donde:

M  dVml(ti)/dt
Vlo Vm(ti) - Vmo
Tig ti-tg

N  m.tid/Vio

Los valores Kp,, T,+T; y T,T2 podran en-
contrarse de la siguiente manera:

Si llamamos y=T,/Tp y fi=m.t;4/Vi,. en-
tonces al relacionar las ecuaciones desde la (19)
hasta la (22), se obtiene que:

N Lny
EF T (24)
Y =gy £y
mta(y-1)
Rgm——prt— (25)
P ya’ Lny
n{( Y+ pir
T +T2= (26)

n

_ ta'(y -1y’
Tl TZ—' —‘—_I‘ 2 }1{ (27)
[y"’ Ln y} y”!

Se puede hallar las relaciones: mty /K, P,
T1+Ta y t‘dZ/Tsz para sistemas de segundo or-
den. Estas relaciones pueden aproximarse de la
siguiente forma:

mlid - = -
m = ((191-66)i+ 77 - 30,177 (28)

t
O e (29)
m
2
b - ((-5,46 1 +32,41)fi - 51,83)fi +25.,073 (30)

1T2

Las constantes K, K; y Kg, entonces se
pueden hallar segiin los criterios de margen de
ganancia o margen de fase, resolviendo las ecua-
ciones (11) 6 (10), (4) y (5), y al sustituir en las
ecuaciones (28), (29) y (30).

Al calcular las constantes de control, por
medio de estas aproximaciones, se obtienen valo-
res con errores menores al 1% cuando @ es mayor
o igual a 1,2. Si @i es menor que 1,2, la relacion
T3/T; es menor que 0,01, entonces la planta res-
ponderia como un sistema de primer orden, ya
que Tp<<T,.

El valor de i puede determinar si el sistema
es de segundo o de primer orden. Para fi<1,2 el
calculo de las constantes de control se debe hacer
de la siguiente manera: Después de hallaram y
t;, se puede buscar un tz en el cual la pendiente
de la respuesta mz en ese momento sea igual a
0,9m; luego se calcula el valor de K, segun la
ecuacion siguiente:

sig 9r5m(l':‘li)
P

Kn (31)

K; se calcula de la misma forma que para
sistemas de segundo orden, Ky tiene un valor
igual a cero, ya que no se necesita esta constante
para compensar un sistema de primer orden; fi-
nalmente K, se calcula segin:
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K,=95Ki(t.-1,) (32)

En resumen, para hallar las constantes del
compensador PID, se debe hacer lo siguiente:

—  Aplicar una senal tipo escalon a la planta y
obtener el valor de i, (Figura 3) segin:

PO (ti- td) (33)
Vn(ti) = Vo
—  Evaluar A, si ésta es mayor que 1,2 enton-
ces se calcula el valor de Km, seguin la ecua-
cién (28):

Ko = m (t - td)
" P (198 -66)f + 77)-30,177]
—  Sif es menor que 1,2, el sistema es de pri-
mer orden y se aplica las ecuaciones (31) y
(32).
—  Se escoge un valor del margen de ganancia
y se halla Kj segun la ecuacion (11):

(34)

T

K== — (35)
2.10% Kmta

Para una respuesta optima, se hace

M‘=l 1,2dB y entonces:

P (36)
Km ta

—  Seresuelve las ecuaciones: (29) y (30), para
hallar las constantes Kp y Kq del algoritmo

de control:
e Ko P-Vi X, (37)
m
Ki(t,—ty (38)

Ka=
((-5,460 +32,41)i - 51,83)1 + 25,073

—  Finalmente, si el objetivo era encontrar los
valores de las constantes de la planta, que-
daria por determinar los valores de T y T2:

K (39)
K

Ty=
K, (40)
Ki

Ti=

Resultados

El desarrollo experimental se hizo mediante
la simulacién de un programa que, al introducir

los valores de Ky, t4. T; y Ty de la funcion G(s),
obtiene la salida Vy(t)=g(t)*Pu(t), cuando se le
aplica una excitacion del tipo escalén con ampli-
tud P. Otros parametros que se introducen en el
programa son: La resolucion de un convertidor
analogico a digital (A/D) simulado, para la medi-
cion de la senal de salida, el valor del tiempo de
muestreo que se emplearia en la lectura de dicha
senal, y el margen de ganancia deseado en el sis-
tema retroalimentado. Los resultados que se ob-
tienen son: Ky, K; y Ky.

Los graficos que se presentan a continua-
cién, muestran las respuestas simuladas en fun-
cién del tiempo (t) de algunos sistemas retroali-
mentados con entrada tipo escalon. Las constan-
tes del compensador PID se calcularon mediante
diversos métodos. Para simular el método pro-
puesto (MP), se tomé 12 bits, para la resolucién
del convertidor A/D, considerando el rango de
éste como dos veces el valor de estabilizacion de
la salida de la planta; el tiempo de muestreo se
escogio igual a 0,0001t4.

La Figura 4, muestra los resultados con
tres valores escogidos del margen de ganancia
deseado, en una planta normalizada con la si-
guiente funcién de transferencia:

—5

e
(s+1y

G(s)=

De acuerdo a los resultados, se puede ob-
servar en la Figura 4, que para entonar un con-
trolador PID con este método, es posible conside-
rar solamente el margen de ganancia (o fase)
como parametiro para obtener la respuesta de-
seada de un sistema retroalimentado. El margen
de ganancia 6ptimo obtenido es aproximadamen-
te 11,2 dB.

En la Figura 5, en una planta de primer or-
den se compara el método de Zhuang-Athernon
(ZA) para compensadores Pl y PID, mediante el
criterio de la integral del cuadrado del error pon-
derado en el tiempo (ISTE), con el método pro-
puesto. Se observa una respuesta mas rapida
para las salidas segan la compensacion de
Zhuang-Athernon, sin embargo el método pro-
puesto en este articulo, no presenta sobrepaso.
La funcion de transferencia utilizada y los valores
de las constantes pueden verse en la Tabla 1.

Para una funcién de transferencia con tg
alto con respecto a las otras constantes de tiem-
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Vm

1.5

Mg=9dB (K,=1,12 K=0,56 K¢=0,56)

noss iU

 /Mg=12dB (K,=0,79 K=0,4)

5

10

15 tiempo

Figura 4. Respuesta al escalon de un sistema de segundo orden con margenes de gananciade 9, 12y
15dB segun método propuesto (MP).

Vm
1.5
1
0.5
0 i i ;
5 10 15  tiempo
Figura 5. Respuesta para un sistema de primer orden.
Tabla 1
Constantes PID para una funciéon de primer orden
=
Gl)=—2 ZA ZA
105 +1 MP PI PID
Kp 4,30 5,94 8,22
Ki 0,44 0,56 0,79
— Kq 0 0 3,93

po, se observa en la Figura 6, que los métodos de
Ziegler-Nichols (ZN) y Hang, producen salidas
bastante oscilatorias, por otro lado, €l método de
Zhuang-Athemon (ZA) produce una menor osci-
lacion, y con el método propuesto (MP) en este ar-

ticulo, casi no se detecta sobrepaso a la salida. La
funcién utilizada y las constantes halladas pue-
den verse en la Tabla 2.

En la Figura 7, se puede observar los resul-
tados obtenidos para los métodos de: Astrém-
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Vm

100 150 tiempo
Figura 6. Respuesta para un sistema de segundo orden con t,= 10.

Tabla 2
Constantes PID para un sistema de 2° orden con te = 10

. h2sEs
(Ss+1)(2,5s+1) MP ZA ZN Hang
Kp 0,32 0,67 0,77 0.77
Ki 0,045 0,063 0,047 0,069
Ka 0,60 2,69 3,14 3,14

Vm ;

G(s)

1.5

2 4 6 8 tiempo

Figura 7. Respuesta para un sistema de segundo orden con t, = 0,5.

Héagglund (AH), con un margen de fase de 45°; Finalmente, en la Figura 8, se muestra que
Ziegler-Nichols (ZN); el de Ganancia-Fase (GF), para funciones con constantes de tiempo com-
mostrado por Zhuang Athernon, y el método pro- plejas, los métodos de Ziegler-Nichols y Zuang-
puesto (MP). Se observa una mejor respuesta en Athernon, entre otros, acusan mucha inestabili-
el PID sintonizado mediante el método propues- dad en la respuesta. La funcion y las constantes
to. La funcién de transferencia utilizada y las utilizadas pueden verse en la Tabla 4.
constantes PID pueden verse en la Tabla 3.
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Tabla 3
Constantes PID para un sistema de 2° orden con ta = 0,5
G( ) e—O,Ss - - 7 o
S)=
(s+1) MP GF ZN ZA
Kp 1,79 2:39 2,81 3,14
Ki 0,90 0,88 1,72 1,24
Kg 0,88 0,95 1,15 1,97
Vm
ZN
L [ T— freig

5

Figura 8. Respuesta para un sistema de segundo orden con constantes de tiempo complejas.

10

15 tiempo

Tabla 4
Compensacion de un Sistema con constantes complejas

—8

(]

G =53 vl Mp ZA 2N
Kp 0,76 0,69 1,90
Ki 0,38 0,16 0,39
Kq 3,86 0,68 2.33

Analisis de Resultados

Los resultados obtenidos en las graficas,
muestran respuestas con muy buena precision,
estabilidad y velocidad en los sistemas retroali-
mentados que utilizan el método de compensa-
ciéon propuesto. Debe hacerse notar que la salida
del controlador tenia un elemento saturador, el
cual, al igual que en los sistemas reales, limitaba
los valores a la entrada de la planta.

Los errores obtenidos en el calculo de las
constantes de la planta: tq, Km, T; y T eran me-

nores del 12%, de acuerdo a las condiciones de la
simulacion. Si la resolucion del convertidor A/D
se fijaba en 14 bits y el tiempo de muestreo en
10'5td. los errores hallados en estos valores esta-
ban en el orden del 1%.

Debe mencionarse que estos resultados de-
ben comprobarse en sistemas reales y hacer un
tratamiento especial en caso de existir un alto ni-
vel de ruido.

Rev. Téc. Ing. Univ. Zulia. Vol. 20, No. 3, 1997



288

Alvarez

Agradecimientos

Se agradece a los profesores J. Morén y J.
Ferrer por las sugerencias hechas para la realiza-
cion de este articulo.

Conclusiones

El método presentado permite un calculo
sencillo y rapido de las constantes apropiadas de
un compensador PID. Esto se presenta como una
alternativa viable para el uso de controladores di-
gitales de bajo costo, ya que no necesita calculos
complicados, ni requiere de gran cantidad de me-
moria para aplicar el algoritmo que obtiene los
valores de las constantes del PID.

Se observa en las simulaciones realizadas,
que en sistemas donde las constantes son calcu-
ladas segun este método, hay un menor sobrepa-
so a la salida, en comparacién con otros métodos
propuestos.

Los valores de las constantes de control que
se obtienen por medio de este método, no presen-
tan limitaciones en cuanto a las relaciones entre
las diversas constantes de tiempo (T1, T2 y td) in-
cluso puede utilizarse en plantas de segundo or-
den con constantes de tiempos de valores com-
plejos; sin embargo, debe tenerse cuidado al ha-
cer los calculos en plantas con tiempos muertos
nulos o muy reducidos, ya que la parte integral
aportaria una senal de salida que podria saturar
al sistema.
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