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Abstract

There are three ways to determine the field distortion produced by astronomical telescopes: a) the
direct comparison of measured coordinates with theoretical coordinates derived of an astrometrical
catalog of high precision; b) the analysis of the residuals obtained from the linear reduction of a set of
plates as a function of the coordinates in an area which correspond to the size of the plates and c) the a
priori application of a series of tentative corrections based on a mathematical model of the distortion in the
form of a polynomial, determining empirically the parameters which gives the best adjustment. This last
process is considerably strengthened by the simultaneous adjustment of a set of plates with adequate
overlap. This work proves the correct performing of the last method by a numerical simulation.
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Determinacion de la distorsion de campo
de telescopios astronémicos por medio del método
de ajuste simultaneo

Resumen

Existen tres vias para la determinacion de la distorsion de campo producida por telescopios
astronémicos: a) la comparacion directa de las coordenadas medidas con coordenadas tedricas obtenidas
a partir de un catalogo astrométrico de alta precision; b) el analisis de los residuos obtenidos a partir de
una reduccion lineal de un conjunto de placas, como funcién de las coordenadas sobre un area
correspondiente al tamario de las placas en consideracion y c) la aplicacion a priori de una serie de
correcciones tentativas basadas en un modelo matematico de la distorsion en forma de un polinomio,
buscando empiricamente los parametros que dan el mejor ajuste. Este tultimo proceso se ve
considerablemente reforzado al hacer uso de un ajuste simultaneo de un conjunto de placas que se
traslapan entre si. En este trabajo se demuestra el correcto funcionamiento del altimo método a través de
una simulacién numeérica.

Palabras clave: Distorsion de campo, ajuste simultaneo, astrometria.

Introduccion producidas sobre una placa fotografica o que han
sido digitalizadas por medio de un CCD (Charge
Coupled Device). Este proceso se conoce como
Reduccién de Placas.

El propasito fundamental de la Astrometria
es la determinacion de coordenadas de objetos
sobre la esfera celeste a partir de las imagenes
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Si bien la fotografia en la astrometria esta
siendo desplazada cada vez mas por la utilizacion
de los CCD, las informaciones presentes en todas
las placas existentes de épocas remotas contie-
nen una gran y valiosa cantidad de datos que
pueden ser recalculados utilizando las nuevas
técnicas de reduccion.

En el proceso de la proyeccion de una parte
de la esfera celeste sobre una placa fotografica o
un CCD, sean éstos planos o curvos, interviene
una geometria cuya forma exacta depende de la
naturaleza del sistema Optico. Principalmente
existen dos tipos de geometria que se consideran
para telescopios astronémicos. La primera es la
llamada proyeccion tangencial que contempla un
plano tangente a la esfera celeste. La segunda, es
la proyeccion concéntrica que contempla una for-
ma esférica de la superficie focal concéntrica a la
esfera celeste y, en estos casos, el detector (nor-
malmente una placa fotografica), se dobla duran-
te la exposicion para adaptarse a la esfera focal.
La proyeccion concéntrica considera el mecanis-
mo a través del cual la placa asume la forma esfé-
rica y, posteriormente, vuelve a su forma plana.
La proyeccion real o verdadera podria diferir lige-
ramente de la proyeccion supuesta, La diferencia
entre la proyeccién supuesta y la real se denomi-
na comunmente distorsion, aun cuando esta de-
finicién requiere una modificacion que se men-
cionara mas adelante.

El estudio de la Distorsion de Campo es un
problema basico de cualquier trabajo astronémico
que implique la utilizacion de un telescopio y que
se traduce en una deformacion sistematica del
campo fotografiado. Esta deformacion no sélo se
debe a los efectos que puede causar la propia 6pti-
ca del telescopio, sino también a causas externas
tales como el efecto de la refraccion atmosférica.

Es necesario eliminar esta deformacion
cuyo efecto en la determinacion de las coordena-
das se vuelve cada vez mas significativo en la me-
dida en que mejora la precision de las mediciones.

En vista que la distorsién del campo produ-
ce un efecto comun a todas las placas que se to-
man con un mismo telescopio, un método de re-
duccion simultanea ofrece grandes ventajas para
su determinacion debido a que todos los objetos
comunes a mas de una placa contribuyen a la so-
lucion. Por esta razon se utiliza el Método de Ajus-
te Simultaneo, desarrollado por Stock [1].

En principio, existen dos vias para determi-
nar la distorsién comin a un conjunto de placas:

1.  Describir la distorsién a través de un mode-
lo matematico e introducir sus parametros
como incognitas en las ecuaciones de re-
duccion.

2.  Reducir el conjunto de placas segun la pro-
yeccion escogida, analizando luego los resi-
duos finales como funcién de la ubicacion
en el campo de las placas (2, 3].

En el primer caso se debe asumir de ante-
mano la forma de la distorsion, y generalmente se
suelen usar polinomios para describir su efecto.
Ademas, el sistema, que se vuelve no lineal, debe
ser resuelto de manera iterativa tal que, deben te-
nerse aproximaciones iniciales para cada una de
las incognitas.

En el segundo caso es necesaria la presen-
cia de un gran namero de estrellas de referencia
para poder detectar la presencia de algan patrén
sistematico.

Como una alternativa al segundo método,
en este trabajo se propone utilizar una correcciéon
supuesta a priori y aplicarla a las coordenadas
medidas, para luego llevar a cabo una reduccion
lineal del conjunto de placas donde la suma de
los cuadrados de los residuos sera una medida de
la eficiencia de la correccion. Este método no de-
pendera de un numero grande de estrellas de re-
ferencia.

Para comprobar la factibilidad y efectividad
del método propuesto, se utilizan datos artificia-
les creados a través de una simulacién numeérica.
Esto tiene la ventaja que los datos se pueden
adaptar con mayor facilidad a diferentes situa-
ciones tales como la escasez o abundancia de ob-
jetos de referencia, la distribucion de éstos sobre
el campo fotografiado, el niumero de imagenes
presentes en las placas, y la superficie de trasla-
po entre las placas.

Parte Experimental

La simulacién numérica de los datos

Se genero un campo estelar de 20° x 20°
distribuyéndose los objetos sobre éste de manera
aleatoria. En la generacion de los campos foto-
grafiados, se utilizaron parametros que se co-
rrespondian con los de un telescopio verdadero,
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esto incluye la distancia focal, el tipo de proyec-
cion y el tamano de las placas. Como estrellas de
referencia se escogio una seleccion aleatoria de
los objetos sobre cada placa, variando cada vez
solo la densidad y ubicacion de éstas sobre el
campo. La superficie de traslapo entre las placas
fue de 2.5° en cada coordenada.

La reduccion de placas y el método de
ajuste simultaneo

Los pasos que comprenden el proceso de
Reducciéon de Placas se pueden esquematizar de
la siguiente manera:

1. Medicion de las placas con la finalidad de
obtener coordenadas cartesianas (x,y) para
cada una de las imagenes que aparecen so-
bre ella. En el caso de un CCD, las coorde-
nadas se derivan a partir de la ubicacién de
los pixeles dentro del chip [4].

2. Identificacion de los objetos comunes a un
catalogo de posiciones de referencia. La
funcién principal de estos objetos es definir
el sistema al cual estaran referidas todas
las coordenadas medidas sobre la placa.

3. Expresar mediante un modelo matematico
la relacion entre las coordenadas (x,y), me-
didas sobre la placa y las coordenadas ce-
lestes, ascension recta (o) y declinacion (9),
del mismo objeto. Esta relacion permitira la
transformacion de un sistema a otro, es de-
cir

(o,8) = flx,y) (0

Una vez conocida esta funcion, evidente-
mente se puede realizar la conversion de las coor-
denadas medidas a coordenadas celestes o vice-
versa.

Normalmente este proceso de conversion
consiste de dos partes:

1) La conversion de las coordenadas esféri-
cas (a,8) a las coordenadas teoricas tridimensio-

nales (£,n,0) sobre una esfera unitaria a través de
las relaciones:

£ =sen a cos § (2)

7 = COS o COS & (3)

L=sen d (4)

mientras que las coordenadas medidas (x,y) se
convierten a las coordenadas tridimensionales
(u,v,w) sobre la misma esfera, por medio de las si-
guientes ecuaciones de proyeccion

Proyeccién Proyecci6n
Tangencial Concéntrica
2 + 2 x2 i@ 2
g =% 10 p=¥ Y (5
F F
u - Xcosp o Xsenp )
F pF
p = Yeosp p o ysenp )
F pF
w = cosp W = Ccos p (8)

Detalles de la geometria de proyeccion se
pueden ver en la referencia [7].

Para el caso de un objeto i presente en la
placa my en el catalogo de referencia, la conver-
sion de un sistema a otro se lleva a cabo a través
de una matriz de transformacion segin las rela-
ciones:

aﬂu;ﬂ +af;vltn + all-r:l!w:n = gi + &,
G\ + apu + aglswyl = W 8y 9
a;nlu:n + ag‘z”:" + a-fa"a“’?" =G+ &

y para un objeto i cuya imagen esta sobre la placa
my sobre la placa n, se utilizan las relaciones

Mgy = dfiu + ol + @i’ - ahuy — apu] - auwy
Ae, = aqui + dyp i + ajuol’ — dh, U — d,Uf — apwp
AE{,( = a;u:n i aglzv:" * ag‘:iw:n ™ aglu;l _‘%lzuil —@3“))(1

(10)

En ambos casos g, ¢, &, representan los
errores provenientes tanto de las mediciones
como del catalogo mientras que (d;’ ) y (a’; ) son

las matrices de transformacion de las placas my
n, respectivamente, y sus elementos se conocen
como constantes de placa.
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2) Se adopta una funcion correctora cuyos
parametros deberan describir la diferencia entre
la proyeccion escogida y lo que el telescopio en
realidad reproduce sobre la placa. Estos parame-
tros incluyen, ademas de los que representan
efectos lineales (ej. la escala, una traslacién del
origen o una rotacioén, entre otros), aquellos que
representan deformaciones de orden mayor. Son
estos altimos los que definimos como distorsion.
Es de notar que evidentemente esta distorsion no
depende solamente del telescopio sino también
de cual tipo de proyeccion se ha utilizado en la
funcion de transformacion.

Los métodos existentes como por ejemplo
los utilizados por Giinther y Kox [5] y Abad [6] re-
quieren de un gran namero de objetos de referen-
cia, lo que generalmente representa un inconve-
niente dada la baja densidad de objetos en estos
catalogos. Esta dificultad se puede solventar al
hacer uso del método de ajuste simultaneo. Con
la finalidad de probar el método que se propondra
en este trabajo, vamos a considerar una distor-
sion del tipo radial, cosa muy comun en los teles-
copios astronomicos.

Para el caso de una distorsion del tipo ra-

dial, el desplazamiento de las imagenes en la di-
reccion del radio, R, es de la forma:

AR=Y gR (11)
t
donde
R = Ju?+p? (12)

En esta relaciéon, u' y v’ representan las co-
ordenadas que se obtienen directamente de las
coordenadas medidas (x,y) a través de las ecua-
ciones (5)-(8).

Las componentes de este desplazamiento
radial en las coordenadas uy vvienen dadas por

ul
AU = — 13
R (13)
Av =2 AR (14)
R

En la practica, para el tamano de las placas
en consideracion, el efecto de la distorsion sobre
la coordenada w es despreciable.

Por otra parte, llamaremos (u,v,w) a las co-
ordenadas libres del efecto de la distorsién. De
modo que:

u = u'-Au (15)
v =v'-Av (16)

w =V1-u?-v? (17)

En este trabajo se estudiara el efecto de una
distorsion proporcional a la tercera potencia del
radio. Este efecto es bastante comun en la practi-
ca y se conoce por coma del sistema éptico.

Para este caso particular se tiene que:

AR = gR® (18)
u = u'-u'qgR? (19)
v =v"-v'gR’ (20)
w=uw 21)

En lugar de resolver las ecuaciones no li-
neales que resultan al sustituir las ecuaciones
(15)-(17) en las relaciones (9) y (10), se propone
corregir a priori las coordenadas medidas segan
las ecuaciones (15)-(17) para algiin valor estima-
do del coeficiente de distorsion g. Luego se re-
suelven las ecuaciones de reduccion en su forma
lineal. Obviamente, los residuos de esta reduc-
cion han de reflejar todo aquello que los coefi-
cientes lineales no han absorbido; en este caso, el
efecto de la distorsion. Repitiendo este proceso
para una serie de valores de g, se puede estable-
cer una relacién entre la suma de los cuadrados
de los residuos de la solucion (sg), y los valores de
g, buscando aquel que minimice la funcién sg(g).
En la simulacién de los datos se utilizé un valor
del coeficiente de distorsion igual a 0.03 cuando
las coordenadas se expresan en radianes.

Resultados y Discusion

El analisis de los resultados obtenidos per-
sigue, basicamente, los siguientes fines:

1.  Verificar que el valor obtenido del coeficien-
te de distorsion, g, corresponda al impuesto
a los datos.

2. Determinar las condiciones bajo las cuales
el Método de Ajuste Simultdneo funciona
correctamente.

Rev. Téc. Ing. Univ. Zulia. Vol. 21, No. 1, 1998



Determinacion de la distorsiéon de campo

89

Tabla 1

Pruebas realizadas variando el promedio
de estrellas por placa y el numero de
estrellas de referencia

En ambos casos, se analiz6 la dependencia
de los resultados obtenidos con respecto al ni-
mero de enlaces, bien sea entre placas o entre
placas y el catalogo; y, en este ultimo caso, tam-
bién con la distribucion de las estrellas de refe-

Prueba Promedio de Numero de rencia.
Estrellas Estrellas Se llevaron a cabo un total de 14 pruebas cu-
por Placa __de Referencia yas caracteristicas se dan en la Tabla 1. Estas
620 4164 pruebas se dividieron en tres grupos: uno que con-
templa un nimero muy abundante de estrellas por
620 97 3
placa, uno con un nimero moderado y uno con re-
3 620 10 lativamente escasas estrellas. Las pruebas 1 a la
4a 620 3 * 4b forman el grupo 1, de la 5 a la 8b forman el gru-
dis 620 g e po2ydela9ala 11b forman el grupo 3.
7 Las pruebas 4a, 4b, 8a, 8b, 11ay 11bselle-
B 4 475 varon a cabo con tres estrellas de referencia cada
71 88 una, radicando la diferencia en la distribucion de
7 71 10 éstas. En las pruebas marcadas con (*), los obje-
8 - tos formaron un tridngulo sobre el campo; mien-
¢ 7 3 tras que, en aquellas marcadas con (**), éstos
8b 71 3 ** fueron alineados en declinacion.
9 15 95 En la Tabla 2 se muestran los valores del
10 15 11 coeficiente de distorsiéon q, obtenido para cada
" una de las pruebas. También se calculé &g, el
l11a 15 3 error en la determinacién de g, y su contribucion
11b 15 3 ** maxima en micrones al error de la coordenada
corregida x; o sea, en el borde de la placa.
Tabla 2
Valor obtenido para g, &g, y su contribucion maxima al error en x
Prueba q &g Efecto en & Enlaces Enlaces
1072 102 pum con catalogo entre placas
2.95840 0.01747 0.08 9898 10268
2 2.93666 0.01734 0.08 252 10268
3 2.93671 0.01932 0.09 25 10268
4a 293177 0.01087 0.10 10 10268
4b 3.23202 0.45709 2.11 8 10268
5 2.80499 0.01775 0.08 1137 1179
6 2.81936 0.01761 0.08 214 1179
7 2.77978 0.01705 0.08 29 1179
8a 2.77441 0.01752 0.08 5 1179
8b 3.31256 0.62589 2.88 12 1179
9 3.51893 0.02031 0.09 237 250
10 3.50754 0.02007 0.09 31 250
lla 3.62077 0.02444 0.11 10 250
11b 3.58632 0.04658 0.21 8 250
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En la Tabla 2 se puede observar que el valor
de g obtenido en las distintas pruebas oscila alre-
dedor del valor verdadero (0.03) con un error
practicamente constante, salvo en los casos don-
de las estrellas de referencia estan alineadas en
una coordenada. Se observa también que, atiinen
los casos mas desfavorables (escasez de estrellas
de referencia y/o pocos enlaces entre las placas),
el efecto de este error en la correccion de las coor-
denadas medidas no alcanza el valor del error
cuadratico medio de las mismas (que es en pro-
medio, del orden de 5 pm por placa). En las ulti-
mas dos columnas se observa que el nimero de
enlaces entre placas es, en cualquier caso, supe-
rior al numero de enlaces con el catalogo de refe-
rencia y son precisamente estas relaciones las
que refuerzan la solucion. Este hecho evidencia
claramente en aquellos casos donde los enlaces
con el catalogo son pocos. La precision final de
las coordenadas a y 3§ calculadas depende, no

denadas medidas, sino también de la precision
con que se determinan los coeficientes de la
transformacion.

En vista que el efecto de la distorsion ha
sido practicamente eliminado, los errores en las
coordenadas finales deben ser solamente una
funcion de la precision con que se han determi-
nado las constantes de placay, de la distribucién
de errores accidentales en las coordenadas medi-
das. Obviamente, por su caracter aleatorio, estos
ultimos no pueden ser eliminados de las coorde-
nadas. De modo que, una comparacion entre la
distribucion de los errores de las coordenadas fi-
nales (s, s,) y la distribucién de errores acciden-
tales (s, sy) proporcionara una medida, en térmi-
nos generales, de la precision con que se han de-
terminado las constantes de placa.

Los resultados de esta comparacion se dan
en las Tablas 3, 4 y 5 donde,

solo de la precision con que se corrigen las coor- As, =S, -5, (22)
Tabla 3
Diferencias entre el error cuadratico medio de las posiciones calculadas y el error
cuadratico medio de los errores accidentales para el grupo 1
Prueba 1 Prueba 2 Prueba 3 Prueba 4a Prueba 4b
Placa As, As; As, As; As, As; As, As; As, As;
pm pum pum pm lm um pm __um wm gum

1 0.0 0.0 0.2 0.1 0.0 0.8 0.1 0.2 228.6 437.4

2 0.0 0.0 0.0 0.1 0.0 0.6 0.0 0.0 205.8 435.7

3 0.1 0.0 0.1 0.0 0.1 0.2 0.1 0.0 181.1 430.8

4 0.0 0.0 0.3 0.0 0.1 0.1 0.2 0.1 1566.3 425.5

5 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.5 0.2 0.6 122.2 228.4

6 0.0 0.1 0.0 0.1 0.0 0.5 0.2 0.2 109.9 227.1

7 0.1 0.0 0.1 0.0 0.2 0.1 0.1 0.1 95.9 223.0

8 0.0 0.0 0.1 0.0 0.2 0.2 0.1 0.2 81.7 221.1

9 0.0 0.0 0.0 0.0 0.1 0.2 0.2 1.4 64.6 110.6
10 0.1 0.0 0.1 0.0 0.3 0.3 0.2 0.7 58.6 110.0
11 0.0 0.0 0.0 0.1 0.5 0.3 0.1 0.2 52.1 109.6
12 0.0 0.1 0.0 0.1 1.0 0.2 0.1 0.1 45.9 109.4
13 0.1 0.0 0.1 0.0 0.4 0.4 0.2 1.9 140.3 214.0
14 0.2 0.1 0.2 0.2 0.7 0.6 0.3 L1 129.9 214.8
15 0.1 0.1 0.2 0.2 1.4 0.6 0.2 0.5 117.8 216.0
16 0.1 0.0 0.2 0.1 25 0.3 0.4 0.5 105.0 2192
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