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Abstract 

The search for m ethods lo analyze signals, aimed at obtainlng the att ributes related to the physical 
properties that generate these signals, has always been a topic of interesl to engineers and 
mathem ticians. On e of the mosl widely u sed techniqu es has been representing the signals in the time 
domain; frequency domain analysis or Fourier analysis complements thls information . However for 
non-stationary signals another tool is needed.This produced lh e idea of a new signal represen tation using 
oOler basis functions to ob tain a better time-frequ ency resol ulion compromise. This was defmed as the 
wavelet transformo Also, in recent years. the Oleory of perfect reconsl:n.1ction filter banks has been 
impulsed by the search of m ethods that optirnize the storing and tran mision of information. Tbis paper 
introduces the waveet transform and perfecl reconstruction filter bandks basics concepts and presents 
their rela tionships. This connection makes it possib le to present a wavelet transform method based in a 
filter design thal produces the best s ignal bands analysis . 

Key words: Wavelet. fiUers . multíresolution . 

Relación entre la transformada de ondículas 
y la teoría de bancos de filtros. Una revisión 

Resumen 

La. búsqueda de métodos para analizar señales, con el propósito de obtener atributos de los procesos 
físicos qu e las generan, ha s ido siempr lema de interés de matemá ticos e ingenIeros. Lo más comú n es 
representar la señal en el dominio del tiempo; el domin io de la frecuencia, proporcionado a t ravés del 
análisis de Fourier, com plementa esa información . Sin embargo si las señales son no-estacionarias 
parece necesario buscar nuevas alternativas. Se piensa entonces en representar la función con otro tipo 
de bases que mejoren la resolución tiempo-frecu encia . Es to da oIigen a lo que se conoce com o la 
transformada de on ruculas. Por otra parte. en años recienles la n ecesidad de encontrar métodos qu e 
hagan más eficien te el almacenamiento y transmisión de información, ha impulsado el estudio de los 
bancos de filtros de reconsl:n.1cción perfecta. Este artículo introdu ce los conceptos básicos de la 
transformada de ondículas y de la teoría de bancos de ftltros de reconstrucción perfecla para finalm ente 
establecer la relación entre las dos herramien tas . Esto conduce a un método para realizar la trans formada 
ondicula basado en el diseño de filtros que permiten separar las señales en ban das de la mejor forma 
posible. 

Palabras clave: Ondículas. filtros. multiresolución. 
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Introducción 

Generalmente para analizar fenómenos fi ­
sieos , uno se basa en las señales que ellos produ ­
cen. El dominio natural de la señal es el tiempo. 
Sin embargo, para visualizar atribulos particula­
res o para realizar procesos de u na manera más 
simple, desde el siglo pasado se ha intentado 
transformar la señal y nevarla a otros dominios 
como por ejem plo la frec u encia. El p rimero de es­
tos in tentos corresponde al trabajo de Fourier. La 
transformada de Fourier permite representar 
u na señal en fu nción de bases sinu soidales ilimi­

tadas en tiempo y esto la convierte en u na h erra ­
mien la natural para el análisis de señales esta­
cionarias. La transformada de ondículas o tran s­
formada onc\ículas como la llamaremos, es la re­
presentación de una s eñal en función de unas 
bases más apropiadas para señales n o estacio­
narias que las exponenciales complejas de 
Fourier, producien do u n mejor compromiso en­
tre la resolución temporal y frecuen cial; de h cho 
esta transformada fué in troducida por Morlet [1] 

para analizar señales s ísmicas. Algu nas de sus 
aplicacion es son las siguien tes: Compresión de 
señales e Imágenes [2, 3 1. análisis del electroen­
cefalograma [4]. de tección de plcth [5]. compre­
s ión de imágenes de huellas dactilares [61. detec­
ción de cambios en estructuras y señales [7]. de­
tección de ondas sísmicas 18 ]. fil traj e de poten­
ciales evocados [9 ], cancelación de ecos [101. re­
flectometria óptica [11 ]. ele . 

Por otra parte. la gran cantidad de informa­
ción provenien te de todas la s áreas del conoci­
miento, ha forzado la búsqueda de sistemas de 
compresión de da tos para hacer más eficien te su 
transmisión y almacenamiento. Esto estimuló el 
estudio de bancos de filtros para separación de 
bandas como un paso previo a cualquier procesa­
miento de la señ al [12 . 13. 14]. 

Com enzando con el anális is tradicional de 
Fourier. se presenta la transformada ondículas, 
la teoría de bancos de fil tros y su relación. Se in­

cluye u na aplicación de la transformada ondicula 
discreta realizada con ban cos de filtros sobre se­
ñales sísmicas, con el propósito de localizar epi­
centros de terremotos. a través de la detección de 
las ondas P y S que constituyen el slsmograma. 

Transformada Ondículas 

De Fourier a ondículas 

La leoria de las series de Fourier ha s ido im­
portante en síntesis y análisis de redes porque 
permite aproXimar una función arbitraria s obre 
un intervalo de tiempo dado, con la suma de 
otras señales más con venientes d e tratar y visua ­
liZar. 

Suponga que queremos aproXim ar u na se­
ñal x(t) en función de un número arbitr ario de k 
seIÍ.ales gn (t) en un intervalo (t l , t2) [1 5 1: 

¡ 

(1)x(t) = ¿ C1,g,,(t ) 
11= 1 

El crilerio más usado para determinar el va­
lo. óptimo de Cn es minimizar el promedío del 
cuadrado del error, entre la señal y el estimado, 
en el intervalo (t l • t2)' Cuando las fu nciones gn 
son ortogon ales entre sí. los coeficientes óptimos 
resul tan: 

"Jx( t)g'" (/)dl 

c" = , ~C!.--- - (2) -' ' - ­

Jg,,(t )g',, (t)dt 

Como se observa el coeficiente en se caicula 
proyectando. en forma normalizada, la función 
x(t) sobre la fu n ción base gn(t). 

En el área de eléctrica y electrón ica se acos­
tu mbra utilizar como bases gn(t) a exponen ciales 
complejas (sinu soides) infinitas debido , entre 
otras cosas , a que nuestros sistemas res ponden 
de manera natural con exponenciales complejas 
que son funciones fáciles de sintetiZar y manejar. 
Sin ~mbargo el análisis tradicional de Fourier no 
es útil cuando la señal a analizar carece de una 
regularidad estadís tica determinada o cuando 
tiene variaciones locales de la frecuencia. Se 
piensa entonces que si se escogen porciones de la 
seña l o, lo que es lo mismo. se h acen pasar los da­
tos por una ventana previa al cálculo de la trans­
formada de Fourier, es posible obtener la locali­
zación en tiempo de cada componente frecuen­
cial. Esto representa observar la señal x(t) a tra­
vés de la ventana w(t) trasladada hasta el tiempo 

T, que es lo que hace la Transformada de Fourier 
de corto plazo o STIT (Short Time Foulier Trans­
form)[ 161 de la señ al x(t). es decir: 
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(3) 
r 

dt =e- j 
· ' f Xlf')W(j ' - f )e1 2'V'dj' 

Se puede ver a la STFf como la proyección 
de la señal x(t) sobre una función base sinusoidal 
limitada temporalmenle a través de una ventana 
fija w(t) y, debido a que la operación es invertible, 
esto al mismo tiempo equivale a representar la 
señalx(t) a través de una familia de funciones ba­
ses del Upo: w*(t-ij e-jWt 

• Otra forma de verlo es 
como un filt raJe de la señal x(t) con un filtro pasa­
banda de ancho de banda cons tante trasladado a 
las diferentes frecuencias de anális is. Una vez 
elegida la ventana w(t). la resolución para todo el 
p lano t-f es tará fija. Por lo tanto para una STIT 
dada podemos aumentar la resolución temporal 
con fu nciones más estrech as en tiempo con lo 
que estaremos perdiendo resolución en frecuen­
cia ya que los filtros se hacen m ás anchos. El m e­
jor intento fue el de Gabor [16] quien propuso el 
uso de una ventana con envolvente gausseana lo­
grándose una buena resolución en el dominio t-f. 
Pero aún así se sigue dependiendo del tamaño de 
la ventana elegida . Se piensa enlonces en repre­
sentar la función con otro t ipo de bases que tra­
ten en lo posible de mejorar la resolución adap­
tándola al rango de frecuencias analizado. Esto 
se define como la transformada continua de ondí­
culas. 

Transformada continua de ondiculas 

La transformada continua de ondículas de 
un a señal x(t) se defin e como [6]: 

r 1 ~ I-b 
CWT(a,b) = JX(I) wab *(1) dI = fiI JX(I) w*(-;:;-) dI (4) 

- 00 "Ia l _~ 

o calculándola en base a la representación espec­
tral de la señal y de la base: 

'" 
CWT(a,b) = JM fX(W )W *(aw )e JOO> dw (5) 

Observe que. a l igual que en Fourier, se está 
realizando un producto escalar de la señal x(t) 
con una función que llamaremos wab(l) que se ge­
nera trasladando. escalando y normalizando la 
energía de una onda madre llamada w(t). Es de­
cir, a una escala a y un desplazamiento b dados. 

1 

0 ,5 

I 
0_25 --.: 5 

I 
0.75 

-o 5 

-1 

Figura l . Ondícula Haar. 

uno sustituye la señal por la mejor a proximación 
posible a dicha escala [171 . Para que la relación 
sea Lnvertible, es decir para que se pu eda recu pe­
rar la señal x(t) a partir de las proyecciones sobre 
las bases seleccionadas, la onda madre w(t) debe 
cumplir la s iguiente condición : 

(6) 

Esto obliga a la señal a ser de energía finita. 
pasabanda y oscilatoria . En este caso la señal x(t) 
puede ser recu perada mediante la transformada 
ondícula inversa . ICWf, definida a lravés de una 
constante de proporCionalidad Cg como: 

'" "' I ..r I-b) dbda 
X(I) = Cg f f CWTx(a ,b 7a "\---;- 7 (7) 

...., --00 

Una ondícu1a sencilla es la Ondicula Haar 
que se observa en la Figura 1. 

Al variar a y b se obtienen, por ejemplo, las 
señales escaladas y trasladadas que se muestran 
en la Figura 2 . 

Esta base puede no ser apropiada para re­
presentar señales con cambios su aves. Ingrid 
Daubech ies [181 desarrolló una familia de ondí­
culas madre que han t enido m ucha aceptación 
en diversas aplicaciones. En la Figura 3 puede 
observarse u na de ellas. 

En la transformada ondícula. aparece en 
vez de la frecu encia f una variable asociada a que 
llamaremos escala . Es ta variable está relaciona­
da Inversamenle con la frecuencia. Su papel s erá 
el siguien te: Para a grande (suponga a >1 ) la fu n­
ción w(t) se amplía en tiempo; al multiplicar la se­
ñal x(t) por algo más amplio en tiempo (bajas fre­
cuencias) que corresponde a algo más estrecho 
en frecu encia se obtendrá mayor resolución en 
frecuencia. Par a pequeño el aná lisis se invierte: 
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3=0 .5 b=0.5 

1 

05 

J 
0 .15 0 5 

-0.5 

- 1 

·1 

0 5 

I 

-0.5 

015 u 5 

Figura 2 . Ondícu la Haar trasladada y escalada. 

Una ventana es trecha en tiempo implica una me­
nor resolución en frecuen cia. Observe, en la Fi­
gura 4 , la cwr de un pulso rectangular que exis ­
te entre -5 segundos y 5 s egundos, u sando la si­
gu ien te ondicula madre tipo Morlet: 

Com o se observa , la escala tem poral a socia­
da al desplazamien to b barre entre -5 y 5 , mien­
tras la escala a varia entre Oy 7 . Para los valores 
de escala a más bajos se aprecia gran resolución 
temporal y por esto se ubican perfectamente las 
transiciones del pu lso rectangu lar. Lo inverso 

, .5r-----~--------__, 

05 

-0.5 

-'0'-----: 0 4~--6-0 --~,-------.J2----0 --: 80 100 

Figura 3. Ondícu la Dau bechie-4. 

Figura 4. cwr de u n pulso rectangular. 
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111 Ondículas y bancos de filtros 

ocurre a valores de escala a grandes donde se 
pierde la resolución temporal. 

Transformada discreta de ondículas 

Un problema de la transformada continua 
de ondículas es que los coeficientes no son inde­
pendientes uno de otro, produciendo una des­
composiclón de la señal redun dante y no ortogo­
nal [19]. Meyer [17} propone discretizar a y b, de 
fonna de obtener u na base ortogonal. de la s i­
guiente manera: =ao

Jy b =ka o 
j T donde las varia­

bles j y kT discretas sus tituirán a la s variables y 
b del análisis continuo. Observe que , de manera 
lógica. se h a discretlzado b en proporción a la dis ­
cretización de a. El prob lema entonces se reduce 
a escoger a.:" T y w(t) tal que se cumpla la fórmula 
de reconstrucción en su versión discreta. Es de­
cir se debe poder recuperar la señal x(tl calculan­
do la sumaloria de la s on diculas pesadas por los 
respectivos coeficien tes. Si la redundancia es alta 
(pasos pequeños de al casi no h ay restricciones 
sobre w(l) respecto a la invertibilidad de la trans­
forma da (señallim ítada en tiempo. pasabanda y 
oscilatOria ); por otra parte si el paso es grueso. 
crecen las restricciones sobre w(t). 

S i se escoge ao=2 (primer en tero mayor que 
la unidad) . la escala estara asociada con una di­
visión en octavas. Con est valor, la representa­
ción de la transfonnada de la s eñal en el dominio 
de la frecuencia produ ce un os coefi cientes dados 
por la anti transfonnada (F- 1

) de Fourier escalada 
del producto de la señal en frecuencia X(D por la 

respuesta en frecuen cia de un banco de fil tros en 
octavas W(2j 0, eva luada en los puntos 2 -Jk: 

(8) 

Esta ecuación provi ne de la discretización 
de la ecuación (5) utilizando a=2l y b=k2j

. Como la 
ondicula tiene la peculiaridad de ser pasabanda. 
dichos filtros son pasabandas escalados en fre­
cuencia. Esto pu de conseguirse con un esqu e­
ma de fíltraje qu e combine fil tros pasabajo y pa­
saaIto de manera de ir cubriendo el espectro y 
cambiando la resolución de la representación. 
Observe el esquema mostrado en la Figura 5. Si 
se s upone que el filtro pasaalto H (w) es ideal (Uni­
tario entre n/2 y 3n/ 2 . con periodo 2n)y de mane­
ra similar el pasabajo L(úl). (Uni tario en tre -n/2 y 
n /21. se pu ede observar. en la Figura 6, la res­
puesta en frecuen la lotal en los puntos l . 2 Y 3 

1 

Figura 5 . Esquema de filtraje para lograr 
descompos ición en ondiculas.i H(..) ",...- r_1 1_ ____ 

1..5~ 

-1..5 ... -0 ..5 ... 0.5 ... 

L(m)L(2m)H(4m) En 3 

-1.5;111; -0. .5 ... O.s. 2, 

Figura 6. Respuesta en frecu encia de los puntos 1 , 2 , 3. 
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las cuales corresponden a selecciones en fre­
cuencia en octavas. La respuesta en frecuencia en 
el punto 2 se obtiene multiplicando L (ro).H (2 ro); la 

primera es unitaria en tre -rr./2 y rr./2 mientras 
que H (2ro) es un a versión comprimida de H (ro) 

por lo tanto es u nitaria ent re rr./4 y 31t / 4; el p ro­
ducto L (ro).H (2 ro) sólo será n o nulo entre rr./4 y 

rr./2 . Esto es similar a lo que se realiza al descom­
poner u n a señal en función de una ondicula ma­
dre y traslaciones y escalamientos de la misma. 
Debido a esta relación entre transformada de on­
diculas y filtros, a continua ción se revisa la la teo­
ría de bancos de illtros de recon strucción perfecta. 

Bancos de filtros 

Bancos de filtros de reconstrucción 
perfecta de dos canales 

La gran cantidad de in fonnacJón prove­
nien te de todas las áreas del conocimiento, ha 
forzado la búsqueda de sistemas de compresión 
de datos para h a cer más eficiente su transmisión 
y almacenamiento. Por otra parte se ha descu­
bierto que algunos sis temas físicos, por ejemplo 
el oído y la visión . analizan la infonnación de ma­
nera d ifere nte dependien do de la ba n da de fre­
cuencia don de se en cu entre. Esto estimuló el es­
tudio de bancos de filtros para separación de 
bandas com o u n paso previo al procesamiento de 
la señal [12 ]. 

Un banco de filtros de dos canales tiene la 
estructura m ostrada en la Figura 7. Esteban y 
Galand [13] presentaron un diseño, llamado 

QMF (Quadra ture Mirror Filters) qu e permite ha­
cer l división en dos bandas: una p asaalto y otra 
pasabajo, submuestrear estas dos bandas y lue­
go recuperar la señal ortginal u tilizando filt ros 
apropiados. El p ropósi to eS separar en bandas 
sin aumentar el número de muestras a p rocesar. 
El esquema básico es el siguien te : 

En la Figura 7 . x(n ) es la señal de entrada , 
Hd ei Ol). FdeiOl). HH(ei Ol) Y FI-\ (eiOl) son filtros que 
consideraremos FIR (Finile Impulse Response) y 
causales. Hd eiOl) y HH(eÍ Ol) s erán filtros pa sabaJo y 
pasaalto respectivamen te. Los b loqu es den ota­
dos como .J,2 y t2 son compresores y expansores 
temporales respectivamente. 

El compresor por 2 toma una de cada dos 
m uestras de la señal de entrada (compresión en 
tiempo) 10 que representa u na expansión en fre­
cu encia. Si relacionamos las transformadas de 
Fourier de entrada W(ro) y salida Z(ro)= 0 .5 W{O.5w) 
+ 0. 5 W(0.5ro+rr.). 

Por otra parle, el expansor temporal inter­
cala un cero despu és de cada muestra de la sel'ial 
de entrada. Esto produce compresión frecuen­
cial. Si relacionamos las transfonnadas de 
Fourier de entrada W(ro) y salida 2 (ro) tendremos 
Z{ro)= W(2ro). 

En el banco de filtros, la señal es pasada por 
dos ramas cada una de las cuales tiene u n diez­
mador (filtro más compresor) seguido de un in­
terpolador (expansor m ás mtro). 

La Figura 8 nos pennitirá comprender me­
jor el paso d e la s eñal por el sistema asumien do 
una seña l de entrada adecuadamente m uestrea­

xu:n) XCl (n)
". 

,..;. HL<~OO) 1. 2 

1) 
-

--:. HH( ejOO) 
.1. 

.-, 
¿ 

xH(n) 

YI.J'n) 

1--:. FLCei"') 1:1.::... 

lZ 

l' ''J FH(e1W) 
~. 

L.. 

~n) 
... 

YH(n) 

Figura 7 . Banco de fil tros de 2 canales. 
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¡j 

' :..~.!... .. ..... .. .. H.t!........ . ...H.!:-.. 

...._-'..... ..... :/ 

-..,:, 
..... . \:-,­

'nO ( ,)
(1 

,../- .. 
•,J.. ...... 

.. I I I 

(1 O 1:1 211" (.) 

IXCL(€-j(.) ) I IXCH(e j (.)) I ¡-. 

---------...··':.<·.,..---...--­1 j. ---~-----
I ...-' 1 .... I 1) - --- I ..- I -. I - I :o 

O 'T1 21l (,) (1 'ff 2-rf (1) 

Ij 

:..... .. .................. : 

_.""'"'. ....-... /-.... ...........,
.-- y~""" ...._~ ____ .:w:::. ....-. 

o 11 2 11 (,) 

IY' .. j(.), I 8
H ~e } 

AL IASING 

/1' 
~~.I \ 

-,<~....... ~>~'--
(.)(.) O 11 2'JJ' 

f 

(1 211 

O 'ff 2'Tf 

Figura 8. Análisis es pectral del banco de fil tros. 
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da con un espectro triangular. a sumiendo que E L 

y F L son filtros pasabajo y que HH y F H son filtros 
pasaalto (sus r elacion es se encontrarán a conti­
nuación ). Al pasar por los fil tros HdeiW

) y H¡{(eiW
) 

(Figura 8 b) se obtiene: 

(9) 

(l O) 

Luego se comprimen en tiempo (expansión 
en frecuencia) cada una de las señales por un fac­
tor de 2 para obtener las señales xcdn] y xCH[nJ 
(Figura 8 c). Sus espectros serán: 

(11) 

(12) 

Al in terpolar cada una de las sub-bandas 
(Figura 8 d Y e) Ys umar los espectros de salida, se 
obtiene 

Se puede observar que el espectro de la se­
ñal recuperada Y(eiW

) (Figura 8 Oestá compues to 
por dos lénninos : el primero esta a ociado a la 
señal Original y el segundo a las componentes de 
solapamiento generadas durante el proceso de 
compresión. Para lograr recon strucción perfecta, 
se debe cumplir que: 

Es decir la señal reconstruida sera una ré­
plica de la s eñ al de entrada escalada y retardada 
en tiempo. Esto arroja Las siguientes condicio­
nes: 

La primera restricción garan tiza la cancela­
ción de las componentes de s olapamiento. La se­
gunda rep resenta reconstrucción perfecta (dis ­
lorsión de fase n u la y dislorsión de amplilud 
nula) de la señal de entrada. 

La ecuación de no s u perposición se satis fa ­
ce s i. por ejem plo: 

(17) 

Al colocar estas relaciones en la condición 
de reconstrucción perfecta esta ecuación queda­
ria 

[HdeiW
) Fdei W

)) - Fdei1w+1t
)) HL(ei(w+1t

)) 1= 2 e 'jwr 
(l8) 

o en el dominio de la transformada Z 

[ Hdz) Fd z)) - Fd-z) Hd-z) 1= 2 z,r (19) 

Sl lJamamos Hdz) Fd z)= Po(z). la ecuación a 
resolver seria: 

Po(Z) - Po(-z)= 2 z,r (20) 

Una vez elegido Po(z) habria que factoIizarlo 
para detenninar Hd z) y Fd z) y por ende se po­
drian deducir HH(Z) y F H(Z) , 

El análisis de la ecuación (20) pennite ob­
servar lo siguien te: 

a) P o(z) llene que ser un filtro cuya respues­
ta impulsiva es del tipo mostrado en la Figura 9 
r halíband fUler') ; es decir, debe ten er los coefi­
cientes de las potencias impares nulos. Debido a 
que se supu sieron filtros FIR, los coeficientes de 
po(n) corresponden a los coeficientes de Po(z); por 
lo tanto, para que Po(z) - Po(-z)= 2 z-r excepto en el 
centro (r=entero impar). los coeficientes impares 
tienen que ser n u los ya qu e los pares se cancelan 
((z)k=(_z) k si k es par)[6J . 

b) Se ha dem os trado que la regularidad de 
los filtros tiene relación con el n ú mero de ceros 

que tenga el polinomio en ¡¡; [6 J. Los ceros en ¡¡; 

t ienden a a planar la banda pasante y por sime­
bia la no pasante. Da ubechies propuso la cons­
trucción de una familia de filtros basado en la si­
guiente expresión: 
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11 5 Ondículas y bancos de fil tros 

p (n) 
O 

r 

Figura 9 . Filtro po(n) . 

(2 1) 

don de Q(z) es u n polin omio n ecesario para lograr 
qu e el p olinomio Po(z) tenga las caracterís ticas 
descritas anteriormente para cumplir Po(z) -Po(-z)= 

2 z-r. Se observa que liene 2p ceros en n. 

e) Una vez cons truido Po(zl. hay que faelori­
zar para lograr el diseño de Hd z), F dz) y por en de 
de HH(Z), FH(z). Existe una opción que es escoger 
los cua tro filtros como version es modu ladas de 
un fil tro pasabaJo prototipo hIn). Haciendo esta 
consideración tendríamos que hdnl. h u[n!. fd n ! y 
fH[n!. quedarian defin idas en función de la res­
puesta en frecuencia H(el"') del filtro prototipo 
h [nJ. Apliquemos esto al ca so más simple : Haar 
que es u n caso particular de Da u bechies con 
Q(z)=O.5 y p=l. 

(22) 

Podernos definir Hd el"') como el filtro proto­
tipo H(el"'). y en base a él defin ir los 4 fIltros d e la 
siguiente m anera: 

Hdel"') = H(el"'). HH(el "') = H{el("'+1t)). 
Fdel"') = H(el"') Y FH(el"') = - H(el("'+1t)). 

El esquema lotal, ap licando la s condiciones 
respecto al flllro prototipo, quedaria corno p u ede 
verse en la Figura 10. 

En cada filtro se han colocado los 2 coefi ­
cientes de su respuesta impuls iva d iscreta. Ob­

x[n] 

Figura 10. Banco de filtros Haar. 
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serve qu e el fil tro pasabajo de entrada es u n pro­
mediador mien tras que el filtro pasaalto toma las 
diferencias y por lo tanto da los detalles. 

En un caso má s general se reparten los po­
los de P(z) entre H(z) y F(z) lomando ciertas consi­
deraciones, como por ej emplo: Para obtener fase 
lineal y coeficientes reales, por cada cero se nece­
sita su complejo conjugado y s u Inverso. Para ce­
ros en el eje real sólo se necesita su inverso. Para 
ceros en el circulo u n ílario sólo se n cesita s u 
complejo conjugado. 

Este procedimiento puede no ser el más 
conveniente s i el orden es muy elevado. En ese 
caso existen otras técnicas de diseño de factori ­
zación espectral [20] que serán má s convenien­
tes. Si un o quiere aumen tar el número de bandas 
de análisis puede usar estructuras en árbol bina­
rio. Esto consiste en varias etapas QMF conecta­
das jerárquicamente de manera que cada banda 
p uede ser descompuesta y reconstruida por otro 
bloque QMF. La gran ventaja de este tipo de ban­
co de filtros es su s implicidad . Además cumplen 
con la condición de reconstrucción perfecta. 
pues dado que s us u nidades estructurales son 
sistemas de reconsmlcción perfecta , el sistema 

en su totalidad también lo es. Sin embargo, se 
trata de un diseño subóptlmo y los retardos in­
troducidos por un sistem a de este tipo. los cuales 
aumentan significativamen te con cada etapa. 
son generalmente muy grandes en comparación 
con otros tipos de bancos de filtros. 

Bancos de filtros y su relación con la 
descomposición en ondlculas 

En vez de separar la señal en bandas uni­
formes . se puede intentar separación en bandas 
n o uniformes. La más simple y com ún es la es­
tructura de bancos de fil tros en octavas m ostra­
da en la Figura 1 1 . 

Para lograr reconstrucción perfecta se ne­
cesitarla un esquema que fuese. gráficamente. la 
reflexión especular de la Figura 11. Aquí pode­
mos encontrar la primera relación con la repre­
sen tación de una sei'ial en base a ondicula s ya 
que. haciendo uso de las llamadas identidades 
nobles [1 3]. que se m uestran en la Figura 12 (E(z) 
y E(z2) son respuestas en frecuencia genéricas). 
podemos modificar cada rama y convertir el es­
qu ema mostrado en algo siInilar a la transforma­
da ondícula como se observa en la Figura 13. 

x[n1 

Ba nda1 (O - rf / e) 

8anda2 (-n/8 -':I1 / 4) 

E:anda3 (-rr/4- 'JJ / 2) 

Figura 11 . Banco de filtros en octavas. 

-1E{z2) ~[!]- = 

=-1t2 ~~ 
Figura 12. Identidades Nobles . 
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(11 /8-11 / 4 ) 

x[n] Banda3 
( n/4- "]1I'2) 

: /HH((,) ) ~ry2l---------. il±:J Ba nda 4 
(. Tf '.-, ,.,.,'' . . l .:::. - .1 .1 ) 

Bandal 
(0 - 1)"/8 ) 
Banda2 

Figura 13. Banco de fil tros y descomposición en on dículas. 

Si se compara la Figura 13 con la Figura 5. 
con HL=Ly HH=H. la diferencia radica en los com ­
presores temporales a la salida que son los que 
garantizarán que el número de muestras total a 
la entrada y a la salida sea con stante . De resto la 
descompos ición lograda es idéntica. 

Hasta este punto sabriamos realizar u na 
transfonnada ondícula discreta usando un ban­
co de filtros de reconstrucción perfecta. Pero de­
bemos aclarar que relación tienen las respuesta 
impulsivas de los filtros pasabajo y pasaalto de 
dichos bancos con la ondícula propla mem te di­
cha. Presentaremos el concepto de m ultiresolu­
ción original de Malla l [21 , para lograr este propó­
sUo. 

Suponga que se tiene una función <!>(t) lla­
mada función de escalamien o. Se define el espa­
cio VN a a quel que con tien e a <!>(t) y a todos sus 
desplazamien tos VN = Íl>CtM(t - n) } . De la misma 
forma se defme el espacio VN _1 = Íl> (2t),<!>(2t - n)} . 
Esle espacio llene más resolución temporal que 
VN • por lo tanto s e puede representar <!>(t} en fu n­
ción de <!>(2t} a través de la llamada ecuación de 
escaJamiento. que es la s iguiente: 

<!>(t) =:¿C,,<!>(2t-n) (23) 

Per-o si en tiempo s e tiene una fu nción de 2t 
(Compresión temporal) en frecuencia esto es una 
función de 00 / 2 (Expansión frecuencial). Tenien­
do VN. se necesita una función que llamaremos el 
det alle W que pennitirá construir el espacio 

VN-1. Definamos ahora la ecuación de ondícula (o 
detalles) como: 

(24) 

Esto pennite expresar con la siguienle ecua­
ción la relación entre los espacios VN + WN = VN. 1. 

Hacien do el s ímil con lo que defi nido en u n banco 
de fil tros. Vk son respuestas pasabajo y W k son 
respuestas pasabandas (nos recuerda la ondícu­
la) (Figura 14). H Y L representan filtros ideales 
pasaalto y pasabaJo respectivamente. Por- ejem­
plo el primer fil traje H toma la parte de alla fre­
cuencia de Vo y produce W l , mientras que el pri­
mer fil tro L loma la parle de bajas frecuencias de 
Vo y produceV1 y así el resto . 

Observe qu e con V2 y W2 se construye VI y 
así su cesivamente. Se demuestra [21J que si uno 
iguala los coeficientes de las ecu aciones (23) y 
(24) a los de las respuestas impulsivas de los fil ­
tros pasabajo y pasaalto del banco de filtros res­
pectivamente, se encuentra que la fun ción de es­
calamiento puede ser vista como la multiplJca­
ción infinita de la respuesta en frecuencia HL de 
un filtro pasabajo y sus versiones escaladas. La 
fun ción de escalamiento por tanto es una función 
pasabajo. Haciendo u n tratamiento s im ilar con 
la ecuación de ondícula, se ob tiene que la on dícu­
la resul ta de iterar el fil tro pasabajo m uchas ve­
ces y finalmen te pasar por- el filtro pasaalto esca­
lado a 2. La relación final entre la ondícula y las 
respuestas impuls ivas de los filtI'OS del ban co 

00 '" 00 
a simétrico es W(ro)=Hf/(-)nH¿ (- ) . 

2 JI 2' 
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\Vl 

H TTr \.'11/ .... 2 
-

HLT'~lCl 
T',.,'T:2 

'll L 
),,72 TTT 

vl/ ) 

Ir 

1 II 
1 

! n In 
I IJ l 

¿TI 2.1t 

Figura 14. Relación entre bancos de fil tros y m ultiresoluclón. 

¡ 
1 

~---------------------

---"­ '''-''- '--'-'''--'­- ­ -" - --~..,--------_.~ 

Figura 15. Sismograma típico. 

Ejemplo de Aplicación: 
Detección de Ondas Sísmicas 

Los terrem otos son fenómenos fisicos cuyos 
dramáticos efectos han llevado al hombre a in te­
resarse por su es tudio. Existen sólo tres tipos b á ­
sicos de ondas sísmicas que p roducen la sacudi­
da que se siente y causa daños en un terremoto. 
De los tres tipos únicamente dos se propagan en 
el int.erior de la Tierra. La más rápida de estas on­
das internas es llamada a prop iadamente prima­
ria u on da P [22. 23]. con velocidades de 5 ,4 a 
13,8 km/ segy contenid o de frecu en cia en tre 0, 1 
y 5 Hz. La onda Interna más lenta es llamada se­

cundarta u onda S [22, 23]. con velocidades entre 
3.2 y 7 ,2 km/ segy frecuencias por el orden de 2 a 
3 Hz. E l sismograma es el regis tro forma d o por la 
combinación de todas las ondas que llegan al sis ­
mógrafo. Un ejemplo se observa en la Figura 15. 

Una de las caracteristica s de mayor interés 
es la ubicación del epicentro o foco superficial del 
sismo, para lo cual se requiere de la detección. en 
el slsmograma, de la onda P y la onda S. Al tener 
los tiempos de llegada de las ondas P y S d e tres 
estaciones se puede calcular. por triangulación, 
el epicen tro del terrem oto o sismo 124] . La bús­
queda de un algoribno a utomático y preciso para 
la detección de las ondas P y S s igue siendo un 
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problem a sin solución . Los resultados de nume­
rosos estudios ind ican qu e el a n á lisis en el domi­
nio temporal . basado en m u chos casos en la ob­
servación de un analista experimentado, n o :--e­
sulta el más adecuado y que el dominio frecuen ­
cial pod ria porporcionar mayores aportes. En 
1992 se planteó la factibilidad del uso de la trans ­
formada on dícula , in icialmen te sólo para la re­
presentación del sismograma en el compu tador 
[25], más tarde para la caracteri7.ación de la traza 
sísmica [26] y final m ente para la detección. El es­
tudio de las señales sísmicas u sando la transfor­
mada on dicula se h a inclinado hacia la detección 
del even to u sando tres component s del sismo­
grama de u na estación [27-29] . Sin emba rgo la 
mayoria de las estacion es al rededor del m un do 
no poseen tres Sis mógrafos para registrar las tres 
compon entes m en cion ada . sino que se limitan a 
registrar una s ola com ponente. 

El objetivo de la a plicación que a continu a­
ción se describe. es aplicar la transformada ondí­
cula discreta s obre la componente vertical del 
sismograma. usando un ban o de filtros , para 
detectar de manera a u tomática las ondas P y S . 

Para los experimentos s e usaron 378 seña­
les, m uestreadas a 100 Hz, provenientes de FUN­
V1SIS (Fundación Ven ezolana de Inves Ugaciones 
Sismológicas). S procedió a clas ificarlos regis­
tros basándose en: la a m plitud de la señ al . la dis­
tancia entre la onda P y la onda S, la intensidad 

.. ,
X\l:l} 

del ruido yen el cambio del com portamiento tem­
poral de la seña l. Se defin ieron 10 tipos de señal: 
Los primeros cinco Upos se caracterizan por ser 
"poco ruidosas" , es decir el ruido no afecta signi­
ficativamene la apreciación de la s ondas P y S, 
mientras que en los últimos cinco tipos de seña­
les, el n Jido s i es u n ingrediente im portante para 
los criterios de clasificación, por lo que se les de­
n ominaron trazas "sucias". Las ondícu las selec­
cionadas fueron: Haar, Daubechies (orden 4 y 
12), Coiflet (orden 1 y 2) Y Vetterli (orden 18 y 22); 
con esta selección a mano se procedió a obtener 
los fi ltros de análisis correspondien tes a cada 
una de ellas; posteri rmente se realizó la trans ­
formada ondícula discreta de cada regis tro, ba­
sándose en ban cos de filtros, utilizando el paque­
te UVI-WAVE 3.00, elaborado en 1996 en la Uni­
versidad de Vigo, Es paña , ejecutable bajo 
Matlab . Se seleccionó una descomposición de 
profundidad 4, u sando corno referencia trabajos 
previos que buscan limitar el tiempo de cálculo 
[8] . El diagrama empleado se presenta en la Figu ­
ra 16 donde H representa el filtro pasaallo y L el 
fil tro pasabajo. 

Se realizaron pruebas iniciales de valida­
ción sobre señales poco ruidosas. De estas prue ­
bas urgieron como convenien tes las ondiculas 
Haar y Daubechies-4. Al procesar señale ruido­
sas se obtuvieron mejores resultados para la on­
dícula Haar h echo que era sos pechado debido a 

Figura 16. Diagrama en bloques del banco de fil tros utilizado para obtener la descomposición 
con transformada ondícula. 
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Figura 17. Res ultado de la transfonnada ondícula de la traza 5206 utilizando ondícu la Haar. 
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Figura 18. Procedimien to para la localización de la s ondas P y S sobTe el detalle W4. 

s u gran capa cidad para detección de cambios [6. das P y S. tien e sus fundamentos en las mismas 
8] . En todos los casos . y exactamente como ocu ­ bases del criterio s eguido por el analista, donde 10 
rre en otros tipos de análisis, la detección de la relevante son los cambios de amplilu d y de com­
onda S es más imprecisa que la de la onda P . A portamien to en la señal. con la diferencia que en 
manera de ejemplo se p resenta en la Figura 17 el este estu dio se ohseTVan dichos ca mbios en la 
resultado arrojado por el programa para la trans ­ descom posición usando transfonnada ondicula. 
formada ondícula de la tra7..a 5206 u lliizando on­ En la Figura 18 se presenta el procedimiento 
dicula Haar, obs eTVándose las salidas W l , W2. para el detalle W4 , el cual fue el que mejor refleja ­
W3, W4 y V4 definidas en la Figura 16. El criterio ba los cambios de la señal. 
utilizado para detenninar la ubicación de las on-
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Tabla 1 


Resultados para la ubicación de las ondas P y S u sando ondiculas Haar y Daubechie s-4 


Señ al Tipo Apreciación P P P 
analista Haar Daub-4 

4809 7 10 1322 

5 122 7 EO 12 11 

5 124 7 EO 2573 

5226 10 E O 12 16 

5227 10 EO 1728 

5253 7 E2 1263 

5260 8 10 1384 

5262 9 E2 1277 

5424 9 E2 1525 

5427 10 E2 704 

5431 9 E2 1071 

5305 6 EO 2630 

5304 7 EO 11 39 

5135 6 E2 13 13 

5 136 9 I2 2276 

514 0 9 I2 461 

5141 7 E2 985 

51 54 7 EO 1450 

5156 7 EO 1221 

5158 6 EO 931 

Error Promedio 

Desviación Estándar del Error 

1392 

1264 

2608 

1216 

1760 

1408 

1328 

1552 

736 

11 36 

2704 

1232 

1392 

2304 

496 

1040 

1536 

1264 

9 60 

47.95 

24.63 

1392 

1248 

2720 

124 8 

1760 

1472 

1376 

1280 

1552 

784 

lO88 

2672 

131 2 

1360 

2192 

544 

lO72 

1504 

1232 

944 

62.80 

46.1 5 

Señal Tipo Apreciación S S S 
analisla Haar Daub-4 

4809 7 4 560 

5122 7 12 4713 39 04 3392 

5124 7 5472 4720 

5226 10 4 656 2416 

5227 10 4 688 4624 

5253 7 I2 3031 2848 281 6 

5260 8 4784 3712 

5262 9 E2 4 783 4848 5008 

5424 9 3616 3360 

5427 10 3360 2880 

5431 9 12 201 7 1936 1920 

5305 6 5232 4032 

5304 7 10 3790 3888 3648 

51 35 6 3168 1920 

5136 9 3728 4 704 

5140 9 3472 

5141 7 25 12 1712 

5 154 7 10 3546 3 520 3552 

5 156 7 10 3428 3456 3056 

5158 6 12 5023 4544 4720 

Error Promedio 221.13 335.13 

Desviación Estándar del Error 279.82 414.59 

Al aplicar estos clilerios se detectaron las anal ista le fu e imposib le ubicar la onda S e n eslos 
ondas P y S u sando la ondícula Haar y la ondícula registros de alto ruido. 
Daubechies -4. Los resultados para el peor caso En línea s generales, el inicio de la on da P es 
(Trazas ruidosas) se s intetizan en la Tabla l . D1­ detectable u tiliZando el delalle W4 de la transfor­
cha tabla presenta e l número de la traza. s u tipo mada ondícula. con m árgenes de error en prome­
según nuestra clas ificación, su naturaleza (I =Im ­ dio cercanos a 0.5 s egundos con la ondícula 
puls iva ; E=Emergen t e) y las ubicaciones según el Haar; ntientras que la localización del inicio de la 
analista que recolectó la da ta, y las obtenidas onda S utilizando el mismo detalle de la trans for ­
usando ondicula s Haar y Daubechie-4 en núme ­ mada y la m isma ondícula, presen ta un error 
ro de muestras. Recordando que la frecuencia de promedio cercano a 2 .25 segundos para el peor 
muestreo es de IDO Hz cada muestra representa caso (en presencia de alto ruido). 
0.0 1 s egundos. O b s erve qu e en muchos casos al 
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Conclusiones 

Se ha presentado la transformada de ondí­
culas partiendo del análisis tradicional de 
Fou rier y la teoría de bancos de fil tros de recons­
trucción perfecta para finalmente relacionar am­
bas herramientas. El análisis de los filtros bajo la 
óptica de esquemas mulUresolución permite en ­
contrar la relación entre las respuestas impulsi­
vas de los filtros pasabajo y pasaalto con la ondí­
cuJa m adre. 

Así. la transformada ondicula puede calcu ­
larse como la proyección de la señal sobre cada 
u no de los escalamientos y traslaciones de una 
ondícula madre o. pasando la señal por un b anco 
de llItros pasabajos y pasabandas con respues­
tas impulsivas delenninadas para lograr la mejor 
descomposición en bandas y reconstrucción s in 
distorsión de la señal. 

Otra forma de interpretar la transformada 
ondícula es como una descomposición de la señal 
a d iferentes niveles de resolu ción . El pasar una 
señal por ramas de f1Jtraje pasaalto y pasabaJo es 
como verla a otro nivel de resolución; siempre la 
salida pasaalto estará asociada a los detalles. Un 
ejemplo clás ico es el de mirar un mapa global y 
luego h acer un zoom en la región de mayor inte ­
r és; estas region es serian las salidas de las ramas 
pasaalto del banco de filtros. 

En general. para aplicar la descompos ición 
en ondícu las, se puede comenzar con ondículas 
típicas como las ondícula Haar. Daubechies, Coi­
nets , Meyer, etc. Otra posibilidad es u tilizar crite­
rios para buscar las bases más adecuadas para 
la aplicación particular. Entre estos esquemas 
están: Matching pursuit o búsqueda de adapta­
ción y Near Best Basls [61. 

Con respecto a la aplicación presentada, 
respecto a la detección de las ondas P y S, s e pue ­
den comparar los resultados con los obtenidos 
por Anant y Dowla en su estu dio con tres compo­
nen tes [28], cuyas diferencias para la P estaban 
alrededor de los 4 segundos y para la S en 8 se ­
gundos. Se obseIVa que el método planteado en 
este trabajo produce resultados más precisos re­
quiriendo sólo la componente vertical del slsmo­
grama. 
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