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Abstract

The integrals of elliptic type appear in several problems of physical radiation; they have many
applications in problems of illumination and heat exchange, in studies of civil defense to predict the
radiation field produced by nuclear accidents and the irradiation technology in medicine, agriculture and
industry. These integrals have been studied and generalized by several authors.

In this paper we define a new generalization of elliptic type integrals, giving for this particular cases,
recurrence relations, representations in series, differential recurrence relations and evaluation of some
integrals.
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Una nueva generalizacion de integrales
tipo elipticas

Resumen

Las integrales tipo elipticas aparecen en ciertos problemas de radiacién fisica; tienen diversas
aplicaciones en problemas de iluminacion e intercambio de calor, en estudios de defensa civil para
predecir el campo de radiacion ocasionado por accidentes nucleares y en tecnologia de irradiacion en el
campo de la medicina, la agricultura y la industria. Estas integrales han sido estudiadas y generalizadas
por diversos autores.

En este trabajo se define una nueva generalizacién de las integrales tipo elipticas presentando para
ésta, casos particulares, relaciones de recurrencia, representaciones en serie, relaciones de recurrencia
diferencial y evaluacion de algunas integrales.

Palabras clave: Integrales tipo elipticas, relaciones de recurrencia, representaciones en serie.

Introduccién Q,()=[ (1-k cosd) 20, (1)

Las integrales tipo elipticas aparecen en
ciertos problemas de radiacion fisica; tienen di-
versas aplicaciones en problemas de iluminacion
e intercambio de calor, en estudios de defensa ci-
vil para predecir el campo de radiacion ocasiona-
do por accidentes nucleares y en tecnologia de
irradiacion en el campo de la medicina, la agri-
cultura y la industria. Estas integrales han sido
estudiadas y generalizadas por diversos autores
[1]. Asi se tiene que Epstein y Hubbell (1963) (2],
estudiaron la familia de integrales tipo elipticas

Oskely 150, 1, 9,00, ).
S.L. Kalla y Al-Sagabi (1984) [3] considera-

ron una forma modificada de la integral (1) de la
siguiente manera

QP (k)= J.: 6—k2 cosO )_p_%de, (2)

(Re(p)>-1/2,0<k <),
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En 1984, Kalla [4] estudio una generaliza-
cionde Q (k)(neC) en la forma
2v
= sen”’ 0
S, (kyv)= jo S S (3)
-
(1-k*cos@) 2

[0 <k <1,Re(p),Re(v) > _%] _

En 1986, Kalla, Conde y Hubbell [5], estu-
diaron una familia de integrales de la forma

2a-1 2y 201
R, (k05 = Jn cos (0 /2)sen™ (6/2)d6, (4)

0

|
(1-k? cose)wE

(OS k <1,Re(y) > Re(a) 2 0,Re(u) >—%j .

Kalla y Al-Sagabi (1986) [6], estudiaron una
familia de integrales de la forma

" cos™™ 0
K, (e,m)= [ ————db, (5)

(1-k*cos) 2
(0<k<lpeCmeNo=NuU{0}).

Al-Saqabi (1987) [7], definié una interesan-

te unificacion de estas familias de integrales (3) y
(5), en la forma siguiente:
x cos’"Osen® 0

Bylkmy) = |7 S5 230de, ©)
(1-k*cosB) ?

/
LOSk <1;"1€N0.p.eC,Re(v)>—%]_

Otras familias de integrales tipo elipticas
fueron definidas y consideradas por Das [8],
Bushell [9], Bjorkberg y Kristensson [10], Moha-
med [11] y Bromberg [12].

Podemos observar otra familia de integrales
tipo elipticas, estudiada por Siddiqgi [13], en la
forma:

[ 2
N 1 LT Py o

(1-k>cos®) 2

(0<k<Lo,v eR).

Al hacer un andlisis de cada una de las fa-
milias de integrales elipticas consideradas ante-
riormente, es obvio que hay tres generalizaciones
independientes que son:

i Rp(k,a.y) i) B“(k,m.v) iy} Ay(a,k).

Una unificacion (y generalizacion) de estas
tres familias de integrales tipo elipticas fue dada
por H.M. Srivastava y R.N. Siddiqi [14] en la for-

ma siguiente:

A
|1—psen’( ﬂ
(@.p) = 2a-1 e_w 281 _9__\ L \2
AL (pak) J:cos [Hscn (J———[I;kzcose]"'; dan, (8)

(0<k <L;Re(@)>0,Re(B)>0;1,pn eClp| <),
donde se asume tacitamente que p € C si
A= -m (meNo).

L. Galué [15] y otros [16] han considerado
también una generalizacion de la integral (8) de
Srivastava-Siddigqi.

En este trabajo consideramos una generali-
zacion de la integral tipo eliptica (8) mediante la
expresion [17]:

,]_ =
ATEP(ps k) =14k 2 [ cosz""[%}senw"{%}
=
2n e
[]—psen (2):}
1
2 Py
Iil—( Zk’“ijcosz"[gﬂ
1+k 2

(0<k<IL;Re(@)>0,Re(B)>0;A,neC;

Y para esta generalizacién se presentan: ca-
sos particulares, relaciones de recurrencia, re-
presentaciones en serie, relaciones de recurren-
cia diferencial y evaluacién de algunas integra-
les.

9, 9)

pl<LneN).

Casos Particulares

Si en (9) hacemos n = 1, obtenemos:

AT (s k) =AY (p3 k) (10)

sH

entonces todas las otras integrales tipo elipticas,
consideradas en este trabajo, son obviamente ca-
sos especiales adicionales de la integral (8) de Sri-
vastava-Siddiqi. Asi

@ ASITP(p;k) = AFTV(0:k) = R, (k,a,y), (11)

(0<k<1;Re(y)>Re(@)>0;peC).
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1
v+—yv+—1
(i) /\‘- e | ](2;k):2‘2VB“(k,m,v), (12)
[Osk<l:meNo;p.eC:Rc(v)>—iJ.
ll[
(i) I:m{ A ”l(%;k)}=Au(P;k) (13)
0<k<l;p,pel).
L2, 1 (l( a’ k ]
i T e B o [ RSN .
(iv) T(@”; k) d—aie—r ™ (o o (14)

(k? <l;—o<a’ < +oja” £1)

donde TI(a,4)es la integral eliptica de tercera cla-
se definida por Byrd y Friedman [18].

Relaciones de Recurrencia

Partiendo directamente de la definicion (9)
se obtienen relaciones de recurrencia para la in-
tegral tipo eliptica A(f f ™ (p:k), haciendo un rea-
comodo en el integrando y utilizando identidades

trigonomeétricas elementales. Asi,

AT (P30 = AT (i k) + AT (03 K). (15)
NGB (psky = AP0 (psk) — AL P (ps k). (16)
AR (3K = A2 (psk) = A5 (p3K). (17)
AT (psk) = ASRD (psk)— pAS ™" (psk).  (18)
AZEN (pik) = AGED (p3 k) — pATE "™ (p; )+
PASE ™ (psk). (19)
ATE (psk) = ASP D (pik) + [ AP (p3 k) —
AS M (p3k)— AT P (p k) +
et CHONE 20
ATE (pik) = ASE (pik) -
K2 RAZED (psk) - A2 (psk) ] (21)
ATE (pik) = AT (pik) — K [2AS 770 (pik) -

2R (0 k) - ASED (03k) | (22)

Integrando por partes la definicion (9) se
obtienen otras relaciones de recurrencia para la
integral tipo eliptica A{?"(p:k) las cuales lista-
mos a continuacion:

AT (p3 ) = 1+ R)AG D (psk) = K AT T (pik) =

At Apel

(20 + 20 =3)*AY L (ps k) +

Al
(2B ~DKAT, P (p3k)+
zn;\‘kaA(a+n,D+n,n)(p;k)_

Al pe!

2n(2u + AT (ps k). sl
k(2 —DATE (k) + (@~ m)AS " (psk) =
B —I>A‘:J*."’“ D(p3k) = mApAGT B (01 k) =0, (24)
np(h = DA™ (ps k) = (o - DAL P (ps k) -
(B ~m)ALL ™ (03 k) +(2p + DAL (k). (25)

QAP (p3 k) = (B = DASTP ™" (o3 k) + nph AT 0 M) (p k) —

a(2p+ DEEAS B (o k). (26)

Ap+l
AT (p3k) = (@ =AM (ps k)~
AAPALD = (- )+

A+lp

n(2p+ DEAT " (p3 )

At

27)

en todas las relaciones de recurrencia se asume
que los parametros son tales que cada integral
generalizada tipo eliptica esta definida.

Representaciones en Serie

Usando en (9) la identidad

o 2] =]

después de un cambio de variable resulta:

1 n
& 20— -1
2 Ioz cos™ 'wsen ¢ |

[l_pmz"m]L[I-(Iik;jﬁ—senzm)n}

En vista de que

[l—psenz"m]"%in(f)'

ASED (k) =201+ k) "

do. (28)

p"sen’" @

¥
/77

|Il¢2

5(’11’1 (0

( 2;(21( Jz":( nr),

r\L+k p!

\Q sen m) \ ‘:

0
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al sustituir estas expresiones en (28) y cambiar el
orden de la integral y las sumaltorias, en base a la
convergencia absoluta, se obtiene:

£ 1
e (x)t j o 26
ASED (o ky=(1+k%) Z el

mr=0

Z( % ) { '[ cos™ wsen P+ gy de |

Ve p J
(29)

Utilizando la integral Euleriana (beta):

Ecosm‘le sen’* 040 =%B(OL,B)=l Iw, (30)

2 T(a+B)
(Re(a) > 0;Re(B) > 0)
en (29), resulta:
1
A o
Awh oy T@TB) ( )m(u’fzj'(ﬁ)m 0"
) F(o+B)(1+k2) 20 ©@+B)m m!

2 \’ o
[Zk 1 & (B +nm),(-nr), 1 31)

1+k° Jr',,o (o +B +nm), p!'
y de la definicion de la funcién hipergeométrica
de Gauss y el Teorema de Gauss [19] (30) equivale
a:

A
sty D) < (),,\u+ j(ﬁ)n,. _7,(2k J

(1+k2)u': g (o +B),n 1+ 42

[ +B +nmXa), (32)
C(o+ B +nm+nr)’

de la aplicacion de los teoremas de multiplicacion
de Gauss [20]

)., =mn(M]  (n=012,....) (33
g1 m W

y

Lom)

T(mz)=(2n)? m 2 2 1_[ T[z + —Ij, (34)

se obtiene después de hacer operaciones y sim-
plificar la expresion

B(a,B)
(1+k)"2

A" (psk) =

A

)
i=l n m 2 r
Z ﬁ[“*-ﬁtzi-ij '

J-l i

a+j-1\p™( 2k* rl
Ij}( n Jln'[l+k

la cual en términos de la funcion Kampé de Fériet
[20] equivale a

i B(o,B)
o 4[?”1 -
(1+k%) 2
k,(ﬁsr{—l\‘ . z,ruﬂ A
K 2ol \ n ) |
2k*
Fw Jrvve
a+prj-l) o
N n J
) (35)
<lL,neN) .

Recordamos que la funcion Kampé de Fé-

et ] @) G
@) (B

guientes casos [20]:

> y:| converge en los si-

iy p+rg<h+m+l, p+k<h+n+l, |x<oo,|y|<oo

o]
iy p+q=h+m+l, p+k=h+n+l, y

r{x]”‘""') +"™" <1, sip>h,

i ma\'{[x\,|y‘}<l, sip<h

El resultado (35) puede escribirse también
como

e B(a,
B (ps k) =D GP)

1+k2)""
B+j-1
= (A +m—1 I;!(ﬁn*.jm m
IJ n Jm

Ny L (arim1Y fa+Baj-1 N (267
"+;f~[u+2’L n jm’( n nl]1=l~(l+k2ﬂ
(36)
B2 <l;neN),
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B(a,p) < (?")nﬁ[.ﬁfnj—ll
(1+k2)“+% e ﬁ(m‘ﬁ”“,]m .

=l

b1 fagr=1V fasBes=1 T 2%
ot H+—,[a / ) ;(a bt +mJ 2 b
2 n j=1 n 1=1 1+k m!

AP (p3k) =

(37)
(0<k <1;Re(@)>0,Re(B) >0;h,p e Cilp|<;neN) .

Mediante un procedimiento similar se ob-
tuvieron los resultados dados a continuacion:

03 n B(u"B)
A(k,f' )(P;k)z—j'
A+£3)2
1Y 1 (fa+j-1Y)
(B gt
sl 2%’
F- p’-I+k
(o + B+ j*l\“ ——
) (38)

(0<k<I;Re(a)>0,Re(B)>0;p,A € Ci|p| <l;neN)

L)
2 mk_Zm

N

2 . _

SR w—— :_va“**l IJ ;}\‘(ﬁ J IJ ; ]
n - \ n 11

2,p

AEP(p k) =B(a, B)Z( H”

m=0

Frao™
‘(l'*‘ﬁ"j-]] .
[ n Jol ’ J
(39)
(0<k <LRe(@)>0,Re(B)>0;u,AeC;lpl<l,neN
|
Ot 1
suponiendo que Fuoo es finita.
( 1}
p+
ASE" (pik) = Ble, B)Z e o
o (B =1Y o (B f-1Y
' m’[ n ];-1’}.‘\\ n ];—1’
F.?:_;.M_I 2,p
(a+[3+j—lj" )
Ly " /". d
(40)
(0<k <L Re(@)>0,Re(f)>0;u, <LneN)

On+l;n+l

suponiendo que FnOO

Qn )2“ ")nr[ai'{,-,ljﬁr[ Bi,.l'_ ,'J

A(aDn)( k) = =1 R

4 nr[a+p+,—1j

i[’”;]

es finita.

e e 0
Lt m!
— :—m.r(x*—j_‘\}‘ :A.(B‘j 4
Lon ) n )
Fo 2,p
a+p+j-1 o
e

(41)
(0<k <L;Re(@)>0,Re(B)>0;A,n e Ci|p|<LneN),

O:n+1;n+1

suponiendo que F,,o o0  es finita.

Muchos casos particulares interesantes se
deducen de estos resultados al considerar por
ejemplo: p =2,f =, L =-2¢ (e No), etc.

Relaciones de Recurrencia
Diferencial

De (9)

l\(a B n)[p’ k j: J'r“ coSZu—l(g] SenZﬂ—l(gj’
2~k ¢ 2 2

P— ,e.ﬂk
- - LZ “———db,

(42)
entonces:
3 | i
_ 2 “4:1 2\ M2 A . k \‘:
k(2-k) dk{(z k) A [p, ==
. (8Y]
, l-psen™|—|
Qu+l) ZLTcos" L% sen” ! %1_ { [2)“ ‘ia‘a
1 ‘L|[2cos’ [Q—J—I‘J :
\2-k 2 7
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2 e\- A
1-psen (2 ‘

(0 (8 |
_ 2 o[ Y o ap-if Y | /
(2-k*) [ cos \\zjben Lz,’— 8 |,

4 2 ) /a\  Y[*'z
1 : 3 (ZCQS’"LQ J 1
W 24}

esto es

wedd e k
k(2-k%) 2 2k T T AR : =
( ,) dk{( ) Pty p V"z—_kz

Qu+1)

B k
P el [ P '—(Z—kz)/\(“'p'"’[p; - J i
“"[ -k ) Il G
(43)

Analogamente se tiene que:

d o N a n (+3 s
e i @u+ DD (o3 - ACE (031 |

(44)
vy 72 %'"ﬁ vy _ 2""; @pm| .k _
K-k 2R K A i |-
2(2u+1)/\‘i“‘3‘7’{p'~-k J—

WHF \/Z—kz
- (a,f,n) . k
[22p-v +1)+£* 20 +v -1)] A (p, 2}.
2k
(45)
Integrales que involucran
aAS " (pk)
Consideremos la integral
|
j kOIS (p3 k' )dlk 46)

con

K=1-k (47)

y

@(z)zimlz’ , Izl <1 (48)
t=0

entonces sustituyendo (39), (47) y (48) en (46):

1
[ K2 OGRS (p3 K )dk =

m 1
s L) [u+2j i
e I L

m!

ﬂk" gtu,z’k'B(a, B)

m=0

N

fas i1} i .
—m, Bt ] :‘A.| B'+/ ]J ;
A\ n )l

Fuai™ 2,p (dk

intercambiando el orden de la integral y la suma-
toria en el segundo miembro

j; k° ©(zk)A“P™ (p: k')l =

)
B,

B@.p) S (-1)"0,2'

m,1=0 "I!
r /. . L4 e
Y -1) 2 p+j-l1
) m"\ n L n ] | l
e 2,p
[E;’ﬁ,tf': 1\|ﬂ 12 e
8 n Ay . " ‘
1
L k(1= k)" dk (49)

evaluando la integral del lado derecho [21,
pag.13, ec. 1.5.2], resulta

. (—l)”[u-* o

' e @By .y 7 — BE@5B) 2),
Jo O ik Yl = =223 [_«WH\ o,.
2 jm+|
_ufeed=01" ., B+j—l]" c
Fa™ 2p |7
(wsBrj-1Y _
\ n ’
(50)

(0<k<L,Re(e)>0,Re(B)>0,u,A eC,Re(c)>—1,
lpl<1|z|<1,neN)

D:n+1;n+1

suponiendo que F =00  es finita.

De (50) se tiene que,

zk® |AGP"(ps k" dk =

Biyisisb.;

1 a a 0'+l' ]
) sty G2
EB(G«:B)Z 0 = pﬂ[';;q <z -

m-0
(0’+7 | 3
2 ) }b,, ..... ,bq,0'+m+5;
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T T
_”L‘a»j 1\‘ ;A’B+j l : 1
J

oo 20
(o +B+ 1Y
O e |
(51)
(0<k <LRe(@) > 0,Re(B) > 0,A, p € C,Re(c) > _%;

'qu:‘z_<1 si p=g+1z=1si p= g+l

yRe®>0,neN)

q
donde co=2bj—iaj ,
J= j=l

On+)in+]

suponiendo que Fooo
Similarmente de (37) y (47)

es finita.

J‘l 2 o (uﬂn)( -

(I+k ) (1 k*)'k O(zk)AT s |dk =

0 k 1+&°
B+j- o+ j— 1) i ( 1)

Ba.B) i ( " j ") e "2)0m1

2w ((1+B + J— B+j-1) mtrt

L
z qu[v +r+ ;c_+_q_jr l—jz" (52)
4=0 2

(0<k <1,Re(a)>0,Re(B) > 0,Re(c) >—1,Re(v) >

—1,|p| <lLA,peCneN),
de aqui se deduce que
L —
1
{ -
L(l+k2) I0-k) K F, zk* .
bysb,;

q
/1 PER
A(;‘f’”{p ~ dk =
1+ k)

" ﬁ[ﬁ”_‘] H[‘“,j 1] (k)”.[u+l) 51

n Z

B(“;B)i J=l m =
1 r s
ws o “la+B+j— 11 m !
2 2 o S A
=]
1.
l Ayseennes @, v+§,
B(\' +r+l0 +-—J o 2 z
2 P q
(53)

sl +5+r+%

(0<k <1,Re(@)>0,Re(B)>0,A,peC,|p|<1,Re(c) >

%.Re(v)>—l;|zy<oo si p<q; lzl<lsi p=g+1;

lzl =1sip=q+1yRew>0neN)

P
donde ® :ibj —ZGj
7 =l

Intercambiando el orden de los parametros
en la funcion hipergeométrica generalizada de
(36) y usando (48) se tiene,

I
E(Z—kz) 21— ) K O(h)AGP "’( : }lk =
L™k

B(.B) i (K+m—l][u +r—%
3 m .

H55 mr=0 r

[ou—]—l\ "(B+j;l)
yE n ) g\ n o +h+1)
= B 1,

Zco (v+ r+— 5 J

i=

0<k<l,Re(@)>0,Re(B)>0,u,x eC,|p|<LRe(v)>
—1.Re(c)>—%,n eN,

y de (54),

) . 1
L(Z—k’)' -k E F,

Ay
2k? A(:Il,‘[\.nl[p; ‘ k _]a’k:
b v2-k?

B(a,ﬁ)z(x+m—1}(p+r—ﬂ'
Mmoo,

I"_[(a +j—l] fl(B+,{_ljm .

r J=l

. P
"fa+P+j-1
i)
j=! n m+r

2

Braas ,bq,v +0 +r+3;
2
(55)

(Osk<1,Re(v)>—I,Re(c)>—-_I)v,Re(a)>0;Re(B)>0,lp{<l;
rpeClzl<w si p<qg: lzl<lsi p=qg+1;lzl=1

sip=q+1lyReflo+v])>-1,neN)
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P
donde ® =ixbj —Zaj :
J= =

Para n=1 los resultados corresponden a
aquellos dados por Srivastava y Siddiqi [14].
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