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Abstract 
The inlegrals of ellipUc type appear in severa! problems of physical radiation: they have many 

appllcaUon s in problems of illumination and heal exch ange, in studies of civil defense to predlct the 
rad iation fie1d produced by nuclear acciden ts a n d the irradiation technology in medicine. agrtcullure and 
industry.These integra ls have been sludied and generalized by several authors. 

In th is paper we define a new generalization of eIliptic type integrals. giving for this particular cases, 
recurren ce relations. represen tations in series. dl fferential recurrence relations and evalu ation of some 
integrals. 

Key words: Elliptic type integrals, recurrence relations, represen tations in series . 

Una nueva generalización de integrales 
tipo elípticas 

Resumen 
Las integrales tipo elíp ticas aparecen en ciertos problemas de radiación física; tien en diversas 

a plicaciones en problemas de iluminación e intercambio de calor , en estudios de defensa civil para 
predecir el campo de radiación ocasionado por accidentes n ucleares y en tecnología de irradiación en el 
cam po de la m edicina, la agricultura y la in du stria. Estas integrales han sido es tudiadas y generalizadas 
por diversos autores. 

En es te trabajo se define una nueva generalización de las integrales tipo elípticas presentando para 
ésta, casos particulares. relaciones de recurren cia , representaciones en serie , relacion es de recurrencia 
diferen cial y evalu ación de algu nas integral s. 

Palabras clave: Integrales tipo elípticas, relacion es de recurrencla. r presentaciones en serie . 

Introducción OJ (k)= fo (l - e cos8) -J
. 

-2
I 

a{) , (1) 

Las in tegrales lIpo elíp ticas aparecen en 
(O :s; k < 1; j =0, l. 2 ......l. 

ciertos problemas de radiación física; tienen di­
versas aplicaciones en problemas de iluminación 

S.L. Kalla y Al-Saqabi (1984) [3 ] considera­
e intercambio de calor, en es tudios de defensa ci­

ron una forma modificada de la integral (1) de la
vil para predecir el campo de radiación ocasiona­

siguiente manera
do por a ccidentes n ucleares y en lecnología de 
irradiación en el campo de la m edicina, la agri­

1 

í\(k) =S: ~ -e cos8 r-2d8, (2)cultura y la industria. Estas integrales hal"} sido 
estu diadas y gen eralizadas por diversos a u tores 

(Re(f!) > -11 2,0 ~ k <1) . 
(1 ). Así s e tiene que Epsteln y Hubbell (1 9631{21, 
estudiaron la familia de integrales tipo elipticas 
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En 1984, Kalla [4] estudió u n a gen eraliza ­
ción de 0/k)(/1 E C) en la forma 

sen 2v e
S~ (k,v) = f: I de, (3) 

(1- e cose )~+2 

( 050k < I,Re(fl),Rc(v) > - ~). 

En 1986, Kalla, Conde y Hubbel\ [51. estu­
diaron una familia de integrales de la forma 

(4) 

(O 50 k <1, Re(y ) > Re(a) ~ O,Re(fi) > -~) . 

Ralla y Al-Saqa bi (1986) [6 ], estudiaron una 
familia de integrales de la fonna 

(5) 

(050 k < l; fl E e,m e No = N u {O}). 

Al-Saqabi (1 987) [7]. definió una interesan­
le unificación de esta s familias de integrales (3 ) y 

(5). en la fonna siguIente: 

2 2v e[" cos me sen
B"(k,m,v)=J, L de , (6)

o 	 1..1+_ 

(l-e cose) 2 

(O sk <1;m e No, /l e C,Re(v) > -~J. 

Otras familias de integrales tipo elíplicas 
fueron definidas y considera das por Das [8], 

Bushell [9 ], Bjorkberg y Krls tensson [101. Moha­
med [ 11] y Bromberg [1 2 ]. 

Podemos obseJVaT otra familia de integrales 
tipo elípticas, estudiada por Slddiqi [13]. en la 

fonna: 

A., (a,k) = fa exp(a sen ' (8 / ~) ] d9 , (7) 
(1- k' cose)"' 

(O ~ k < I,a,v E ~) . 

Al hacer un análisis de cada una de las fa­
m ilias de integrales elipticas consideradas ante­
r iormente, es obvio que hay tres generalizaciones 
independientes que son: 

i} R¡¡ (k,a,y) ii} B ¡¡(k, m,v) 

Una unificación (y generalización) de estas 
tres familias de integrales tipo elípticas fu e dada 
por H.M. Srivastavay RN . Siddiqi [141 en la for­
ma s iguien te: 

[ 
2 
(
8 )].¡'1- p sen

A(~·P \p,k)= [coS2" -L (~) sen 3~ I (~.) 2 L de,(8) 
." .0 2 2 ~- k'Cos8 J"2 

(O S k < I;Re(a) > O,Re(p) > O;A,/1 eC;lpl < 1), 
donde se asume tácitamente que p e C si 
1..= -m (meNo). 

L . Galué [15] Y otros [16] han considerado 
también una generalización de la integral (8) de 
Srivastava-Siddiqi. 

En este trabajo consideramos u na generali­
zación de la integral tipo elíptica (8) mediante la 
expresión [17]: 

(O s k < I;Re(a) > O,Re( p) > 0;1..,/1 EC; lpl < l,n E N). 

Y para esta generalización se presentan: ca ­
sos particulares, relaciones de recurrencia, re­
presentaciones en s erie, relaciones de recurren­
cía diferencial y evalu ación de algunas integra­
les. 

Casos Particulares 

Si en (9) h acemos n = 1, obtenemos: 

entonces todas las otras integrales tipo elíp ticas, 
consideradas en este trabcqo, son obviamente ca­
sos especiales adicionales de la integral (8) de Sri­
vastava-Siddíqi. Así 

( i) A(eq -<J..I)(p·k)=A(C<·l-<J.. I) (O·k)= R (k a y) (11 ) 
o,~ , A.. , jJ \ , ~ \ , , 

(O :S: k <1; Re(y ) > Re(a ) > O; )l E C) . 
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(1 2) 

( O ~ k < 1; m E No; fl E C; Re(v ) > - ~)-

(ili) lim{A~HI)(~;k)} =AuCp;k) (13) 
l.~", '~ 'A ' 

(O ~ k < 1; P fl E C). 

donde O(a,k)es 1 in tegral elíptica de tercera cla­
se definida por Byrd y Friedman [18]. 

Relaciones de Recurrencia 

Partiendo directamente de la definición (9) 
se obtienen relaciones de recurren cia para la in­
tegral tipo elíp tica At~,n) (p ;k ), haciendo un rea­
cornada en el integrando y u tilizando identidades 
trigon ométricas elementales. Así, 

Ala ,p ,n) (p' k) =Ala+1,P ,n) ( p ' k ) + Ala ,p+I,n) (p' k)
)~,).l , )").1 , A.1l ,. (15) 

(16) 

Ala ,p,n) (p' k) = Ala,P - I,n) (p' k) - i/a +"p-"n) (p' k) (17)Á,).l , A,).l , 1· , 11 ,. 

Ala,D,n) (p ' k) =Ala,p,n)( p ' k) - pA(a, D+n,n) (p ' k)
A. J.I ' A.+ I,fl ' A+I,).l ,. (18) 

A la,D ,n) (p' k) = Ala,D,n) (p' k) - pAI;"II+n-I,n) (p ' k) + 
A, IJ ' A+l,¡..t.' 1.+ 1.1-1 ' 

(19) 

A(a,D,n) (p' k) =A(a ,p,n)(p ' k) + e [ A(a ,p,n)(p' k)­
A. .J.1 ' ). , ).1 + 1 ' A.,¡J+I' 

Ala+n,D,n) (p ' k) - A(a<n-l,D ,n) (p' k) + 
)', J\ 11 , ). ,¡..t +1 ' 

(20) 

A(~,:,n\ p;k) = AI~:~~;)(p;k)-

e [2A(r:~:F,n)(p ; k) - A~:~~7) (p; k) ].(21) 

A(a .p,n)(p' k) = A(a,D,")( p' k) - k" [2A(a +n-"p ,n)(p' k)­
A,Jl ' /... ,).l +1 , A,j.l.+I' 

Integrando por partes la definición (9) se 
obtienen otras relaciones de recurrencia para la 
integral tipo elíp tica A(~,:,n)(p ; k) las cuales lista­
mos a continuación: 

(2a + 2n - 3)eA(~::~l.p· l n) (p; k) + 

(2P -1)k2A(~,~'~f'n)( p ; k)+ 

2n'ApeAl~:,~:?+~ n,n)(p;k)_ 
(23) 

2n(2fl + 3)eA(~,::;-' , P· I ,n)(p;k) 

nk2(2fl -1)1\7,: ,N) (p; k) + (a - n)Alt ;;"'P ,N) (p; k)­

W-l)A(~,~~~' ,P- l. n)( p; k) - n'ApA(;~~;~f+n-I, N>C p; k) =O. (24) 

np('A -l)A\· ~' ,N)(p;k) = (a -1)A(:,:-,'~~-,,+l n)(p;k)-

(~ - n)A(t;',~n,n) (p; k) + (2¡.¡ + l)k 2 nA(::,'~;~' IP -n+l,n\ p ;k) (25) 

pA(r~',n) (p;k) = (a - I)Al~~"<I,n) (p; k)­

nApA(~~~, ;n , ,,) (p; k) + 
(27) 

n(2¡.¡ + l)eA~.::;l.p·"n)(p;k); 

en todas las relaciones de recurrencia se asume 
que los parámetros son tales qu e cada integral 
generalizada tipo elíptica está definida. 

Representaciones en Serie 

Usando en (9) la identidad 

después de un cambio de variable resulla: 
1 • 

A(~,~ ·n)(p;k)=2(I+k 2 )-~¡ Io2 cos2a-'wsen2P-'w. 

[1- wr[t-C ~~2)~ -sen1 w)"r¡ , 
(28)p sen 

2n dw . 

En vista de que 

y 


r (2k')i. ')"] ·-i ,~(~ ' )" " (.-nr) p , z,
+ n 2kJ- -- \1 - sen úl =¿ -- ¿ --sen 'úl 
I + k ' , r' 1+ k' ,.., p' ' 
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al sustituir estas expresiones en (28) y cambiar el 
orden d la Integral y las suma torias. en base a la 
convergencia absoluta. se obtiene : 

f (-nr\, [2 Ii cos20-lrosen2{p+p+nmJ-lrodro ]. 
pxU pi u 

(29) 

Ulliizando la integral Euleriana (beta): 


" 1 1 r( )r(A)
12cos 2Q -IElsen 2P -IEldEl = - 8(0. A)=_ a 1-' (30)
Jo 2 ,1-' 2 r(a + P) , 

(Re(a) > O;Re(~) > O) 

en (29). resulta: 

r ( )f(A) >m m(A)m(~+ ~) (nm
¡\~~.;,.nJ( p ; k) = a 1-' ,L ' ~ 

r(o.+ ~)(\+e)~·' '' ' '~o (a+~)nm m. 

2e ) ' 1 "" (P +nm) p(-nr)p 1 
( l+ k1 rl~ (a+p+nm )p p" 

(31 ) 

y de la definición de la función hipergeomélrica 
de Gauss y el Teorema de Gauss [19] (30) equivale 

a: 8' A ) 'n (A)..( ~ +~) (~)nm m( 2k' ) 1 
¡\1.o.II.nJ(p; k) = \0. , 1-' " ,L __ _ . 

•.. " I .t... (A) I 1 k2 1
(1+k') " ' l "'~o a+ 1-' nm m. +. r. 

na + P+nm)(a)n, (32)
r (a + P nm + nI") , 

de la aplicación de los teoremas de mu ltip licación 
de Gauss [20] 

"'" m _(,,- +)-1)(A)n", = m n -- , (n - 0,1,2, ... .. ...) (33) 

) ....1 nI 1'1 

y 

1 I m ( . 1)r(mz)= (2rc) 2(1- ..) m1m2 I1 r z +L. , (34) 
j _j m 

( z =1= o,- ~,_3.. ,.......,m = 1,2,3,...... ) 

m m 

se obtiene después de hacer operaciones y sim­
plificar la expresión 

A(D. .p.n)( p'k)= 8(0. . 13) 
J,.¡.t' I 

(l+e)~+2 

(A) n" (13 +J-1) ( +~)
+0::: tri ~ 2L n m¡'lE1 r. 

m.~O rr(~ +)-1) 
J ¡ n m+ r 

rr (a + j -1)p ~ ( 2e2 ) ' ~, 
J=I n m . 1+ k r. 

la cu al en términos de la función Kampé de Fériet 
[20] equivale a 


A(Q.p.n)( p ' k)= H(a 13 ) . 

l,~' , 

(1 +e)~+2 

___ : A, ( P ~ j - I )' ;¡J+.!..(Cl+J - I) ; 
n I 2 n t 

2k' 
p, I+k' 

(35) 

(O~k<I,Re(a»O,ReW»O,A,~ EC,l p l <l,nE N) . 

Recordamos que la función Kampé de Fé ­

. .• [ (a ):(b );(ck ); ]
riet F/:~ p q x, y converge en los si ­

(ah): (Pm );(Y n); 
guien tes casos [20): 

i) p+q<h+m+l, p+k < h+n+l , Ixl <co, lyl<co 

ó 

ii) p+q=h+m+l, p+k=h+n+l, y 

I /(P-h) I 11 /(P-hJ 1 . h x + y < SI p > ,!I I max{1.4 Iyl}< 1, si p ~ h. 

El resultado (35) puede escribirs e también 
como 

F[ .!.. (o. +J-I)n .(IX+P+J-I )" ' (~J]n+' n ~ + 2 ' , + m , 1 k 2 
n jo' n Jo' + 

(36) 

(O ~ k < I;Re(a ) > O,Re(p) > 0;A., J,l Ec; lpl < I; n EN) • 
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(>. tiI( P+ i -1)
_...,-'-}"_' .;... n m 

n(~ + P + i - l) . 
j - I n m 

F[ + ~ (a+i-l)" .(a+ p+i-l+m)"'~J& ,,., ,, ¡.t 2" • I k' 1 
n j:' n j : ' + m. 

(37) 

(O ~ k < 1; Rc(a) > O, ReW) > O;A, ~ E C;l pl < I;n E N). 

Medianle un procedimien to similar se ob­
tuvieron los resultados dados a conUnuación: 

____ ').. (Jl +j -1)' ,~ •.:. (" ,j -1)' , 
. , n l ' 2 ' n l' 

(38) 

(O :{, k < 1; Re(a) > O, Re( p) > O; ~,A E C;l pl < l;n E N) 

'- (~)' , (~y ,. m, ,A, I . 
n j_1 n Ji-' 

F 
ll'.JI"',,,'" 

2, p 
",:0:0 

(a.+~n+ i - I )" :---­l )., 
(39) 

(O ~ k < 1; Re(a) > O, ReeP) > O; ¡.t, A. E c; lpl < I,n E N) 

P
o:n + I,"+ 1 

s uponiendo que es finita.nO;O 

f_ _ _ :_m, (a. +i-IJ" ; A ,( ~ + j-IY 
\ n j - l n )¡-I 

2,p 

l( a. + ~+ j -l )" :-­
\ n , ..1 

(40) 

(O S k < 1; Re(a) > O, Re(p) > O; ¡.t ,A. E C; lpl < I,n E N) 

O'n+ l'n+l 

suponiendo que Fn,o;o' es fin ila. 

'l'-") ," (a + j-lp~ l3 +i- l )(2n)2 nr __ 
) , n , n

Ala, p,n) ( .k) = }:, 
A." p, 1 M (.l. . 1) 

o ­

n I a + f' + ) ­

;:,' n 

. nl , ,1\. . ,'_ (~)" " (~)" 
n /..1 n / _1 

, 

Filio.' '.-, 2, P ,. 11 , 

(a.+~n+ j-l )" :____ 
O" 

(4 1) 

(Os k <1; Re(a) > O,Rc( P) > 0;A.,¡.t E C; lpl < l;n E ), 

O'n+l 'n+1 

s upon iendo que F..0 ;0' es fin ita. 

Muchos casos particulares interesantes se 
deducen de estos resultados al considerar por 
ejemplo: p = 2,p =a,A. = -2t (1 E No ) . etc . 

Relaciones de RecUITencia 
Diferencial 

De (9) 

Alo.. p,n)l P ·_k-J= r" cos 2o. -1 (~Jsen2P-' (~J.
)., " ' r;:::--::¡ Jo 2 2...,¡2-k­

enton ces: 
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fl- Psen ,.(9)] , 1 
(2 - k') f, eos'· '(~)sen ' ~ ,(~) 2 , d9 , 

.. ~2 2 [ 1 ( 2k>X2eos"()-IJ . '1'" 
esto es 

(211 +1)[ 2¡\la.p.nJ( p. _ k_)_(2_e)¡\I(X.p.nJ(p. _ k_}] . 
r }" , ~J+l' l .l.. , J.l ' r:::---;-;¡

2-k v 2-k' 

(43) 

Análogamente se tiene que: 

k ~ ~(~::.n)(p;k) }= (2¡.¡ + l) ~(~::~~)( p ;k) - ¡\(~::·n)(p;k) ]. 
(44) 

p2(2 1l +1)i\la. .n l(p. k J-r- )" ,)J +) 'r:::--;-:;
v2-k­

[2(2~ -v + 1) +e(2a +v -1)] i\(~, p ,n)(p;-k-J. 
, ~ ·h-e 

(45) 

Integrales que involucran 

aA~,:,n)( p;k) 

Con sideremos la int gral 

J~ ka E>( zk)At':,nl (p;k')dk (46) 

con 

k'=~ (47) 

y 

1zl < 1 (48) 
1=0 

enlonces sustituyendo (39), (47) Y (48) en (46): 

f~ ka0(zk)A(~:~ ·n)( p;k ' )dk = 

(_ l)m(~ + 2.) 
2 mf>a Iro/k'B(a, ~ )I , (l-k 2 

)", . 

, ~O m- O m. 

_____:_m,(at j-[)' ;A.(I3+ i - I)" ; 
\ n J I n ).4 

F:-;:"~' 2, p dk 

a t ll +i - I)" :---­(
n )-1 

inter cambiando el orden de la integral y la suma­
toria en el segundo m iembro 

Lka "(zk)A(~:!~,nl( p ; k')dk = 

( ~ +!) 
B(o., P) ~(-l)mú)/z' 2 m . 

m .I=O m! 

_ __:_m,(o. + j-I )' ;A'l/ll +i-[)' ; 
n , I n J- I 

2,p . 

o.+ P+J-l)' :____
(

n ) I 

(49) 

evaluando la integral del lado derecho [2 1, 
pag. 13 . eco 1.5 .2]. resulta 

(-Iy"(¡.¡ + 1) 
' ka 0(zk)¡\la. p.nJ(p;k')dk = B(a, ~) f 2 mw . J
O h." 2 ..,/0 (0 +1+1J ' 

2 m+l 

_ ___:_ m,(a+J-l )· ;A,( Il+J-[ \)' , 
\ n j_ 1 n J ¡ 

F
U",!," .! 2, P : ' ..0,0 

a +ll+J-l)" ;._­
(

n /.1 

(50) 

(O S k < 1, Re(o. ) > 0, Re( l)) > O,~, A. E e, Re(a) > -1, 

Ipl~ 1,lzl < l,n E N) 

O:n+l;n+1 

suponiendo que F n:O;O es finita. 

De (50) se tien e que. 

3 
b" ... .. ,bq,cr +m+-; 

= 

2 
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r_-_m'(~L; A.( P +: - 'L ; 
2,pF:;~''' ' (a +p+J- I) ' :_ ___ 

n pil
(51) 

1 
(O~k<I;Re(a.»O, Re(p»O).• 1-! C,Re(a»-- ;

2 

Ipl< 1;1,,1< 00 si p :S; q;lzl < 1 si p = q + l' IZI =151 p = q+l 

y Re ú) > O,n E N) 

donde ro ­= i:,b j i>; , 
j - I j =1 

O'n+J;n+l 

suponiendo que F n:O.O es finita. 

Simllannen te de (37) y (47) 

lr (J + k 2)-~ -~ (1-er ka 0 (Zk)A(a. .p.nl( p; Jl- k : Jdk = 
Jo A,e 1+k­

iJ( ~ +J-l ) iJ(a. +J-I )(A) (I-!+~)
B(a ' f) f: ) . 1 1/ ", 1_1 n • m 2 . pm l . 

2"' m.~O fI(a. + P+ j -1) m! r! 
j 1 n "'H' 

f roqB(V +r +l;cr +q+ l )zq (52) 
q=O 2 

(O :s; k < 1, Re(a. ) > 0, Re( ~ ) > 0, Re( cr) > - 1, Re(v ) > 

-1,lpl < 1, lzl< 1,11., ~ E C,n E N), 

1 
a".... . ap , v+"2; 

zB(V +r+l;cr +~) P 'i~.1 
(53) 

(O ~ k < l, Re(a ) >O, Rc(P) > 0, 1,., /1 E C Ipl < 1, Re(cr) > 

- 21 
Re(v»-l;lzl<oo sl p~q; Iz l< l si p=q+l; 

I z I = 1 si P =q + 1 Y Re ú) > O. n E N) 

q p 

donde ro =Lbj - La •j 
j=1 j=1 

lntercamb iando el orden de los parám etros 
en la [unción h ipergeométrica generalizada de 
(36) y usando (48) se tiene. 

lr (2 _k 2 ) -~-~ (1-k 2rk" 0(Zk)A(~ .p.n) ( p;_k_Jdk = 
Jo .~ J2 - k2 

B(~J) f (A+m -l )[¡.t+r-±]. 
2f :! "", ,...0 m r 

ñ (a. + j - 1)iI(~ + j - 1 ) 

) . 1 n • 1=1 n m " '" B( 1 a + h +1) , 


• ' ) P L.,ü)h V + ,r+-- - zn(u + ~ +L:J. 2h=O 

} =I ~ n m " (54) 

O:s; k < 1, Re(a) > O, Re(f3 ) > 0, ¡.t,A E C, lp l< 1,Re(v ) > 

1 
- l Re(cr) > - - n E N , 2" 

y d e (54). 

B(a~~) L (A.+m -l )( ¡.t+r-~l . 
2 ~ 2 m.•- O m r 

l 
a¡ , ..... , a p , cr +r+ -; 

2 

z 

3 
bp ..... ,bq,v +cr +r+ -;;- ; 

Lo 

(55) 

1
(O ~ k < I, Re(v) > - 1.Re(a) > - - . Re(a.) > O; ReW) > O, lpl< 1; 

2 

A, I-!EC;lzl< oo si p $ q : Izl <151 p =q+ l: Izl =1 

si P =q + 1 Y Re(ú) + v ) > - 1, n E N) 
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145 Una nueva generalización de integrales tipo elípticas 

Para n= 1 los r esultad os corresponden a 
aquellos dados por Srivas tava y Siddiqi [14J. 
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