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Abstract 

where a. b. c. d > O; -1 - mmin Re (M ph) - mRe(c)) < Rd < m[maxRe(c5 + 1,c) + YJ ) - 1]- mRe(Ó - a) - mminRe(¡3 1) 

- 1,h = 1. ... rJ =1, .. .. u - l.m,p,q.r.u,s E N, and the integrand is the p rofuct ofan algebraic function the ge­
neralized hypergeom etrtc functlon and a Meijer's G-function. We obtain special cases of this integral (e 

and 5-integral). This integral is expressed in tenns of MelJer's G-function. 

Key words: lntegrals, fUllction the generalized hypergeometrtc, Meljer's G-function. 

Una integral de radiación generalizada 

Resumen 

, " ( JI" Ir) + 1, Ó + (y s))
. G S + 1 ., - dm Ó + (p ,) dx 

donde a, b , e, d>O; -l-rnmin Re (c)+ph) - mRe (Ó) < Rd < ml:maxRe(Ó + 1,Ó +YJ ) - 1] - mRe(Ó -a) - mminRe(¡3¡) 

- l.h = 1, ... rJ = 1, .. . , u - l.m,p,q,r,u,s E N, y elintegrando S el producto de una [unción algebraica. la fun­
ción hipergeométrica generalizada y la función G de MeiJer. Obtenemos casos especiales de esta in tegral 
(e y $- integral). Esta in legral es expresada en ténnin os de la fu nción G de Meijer. 

Palabras clave: In tegrales , fu nción hipergeométrica generalizada , [unción G de MeiJer. 

Introducción w L 
a b > O' a = - b = ­, , h' h' 

La integral de HubbeU [1] deflrüda por la 
función representa la respuesta de un delectar de rad ia­

ción unidireccional , ubicad o a una altu ra h dir c­
(J b a dx

1 (a,h) =- fo arctan .--- ( 1) lamente sobre una de las esquinas. de una fuen ­
47r .JX2 + 1 X 2 + 1 
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52 Prieto 

te p lana isotrópica rectangular de longitud L. an­
cho w y densidad unifonne a. 

Ralla. Al-Saqabi y Conde !21 h an generaliza­
do la integral de fuente rectangular de Hubbell. 
de la s iguiente fonna: 

H[a. b. p. A]_aa fb ~(2 )_"
a.{J. y -4Jr 0 x + p 

. 2Fl ((1 .f3. Y;-~)dx (2) 
x + p 

Re(y) > Re(B) > O; - 1< ). < 1; p.a.b. > O Y zFl (0:,{J ;y:t) 

es la función hipergeométrica de Gauss dada por 
la serte 

(3) 

donde z es una variable real o compleja y 
y ;é 0,-1,-2, .. . 

Para valores particulares de los parámetros 
(2) s e reduce a diferen tes integrales con aplica­
ciones potenciales en problemas de campo de ra­
diación. de configuración específica de fuente . 
barrera y delector. 

Posterionnen le, Galu é [3} generalizó la in­

tegral Husando algunas expresiones algebraicas 
y la fu n ción hipergeométrica de Gauss definida 
en (3): 

2I[a, ~'. ~,. ~. u] = :;J~ x(x + pt" (l - X2 / b2 
)" 

(4) 

don de 0< a :5 b < 00 : p> 0 ; ,11 > -1; -1 <y < 2(1 -2,11 - 1 Y 
Rey > Refl > O. 

Andrade de Fuenmayor [4} ha dado otra ge­
neralización de la integral H de Kana. a través de 
la integral 

a. b. c. p, 1. la 

e u . (l. / = -( - J~ x " (x 2 + pr' 
(1' /.; ' ,,' 4Jr[ 1, . / 

2F¡ (((. (3; )' ;-~)
x + P 

(5) 

Con Re(y) > Re(fl» O. Re(y) > Re({J) > O, 
- 1 < i, < 1: a,b,c,p > O Y 2F ¡ es la función hipergeo­
métrica de Gauss. 

Por otro lado. Saigoy Srivastava [51. genera­
lizan la integral H de Ralla: donde reemplaza la 
función Wpergeométrica de Gauss por la función 
hipergeométrica generalizada [6!. 

Así, 

(6) 

donde min (a,b.c) > O. A E (- l.l) Y p+1Fq es la fu n ­
ción hipergeométrica generalizada, definida por: 

(7) 

(Ji;é 0. -1.-2, ... . i = 1.2..... q. 

Las integrales de fuente rectangular referi­
das anteriormente se pueden calcular por méto­
dos conocidos de Integración numérica o por me­
dio de las expansiones en serie. lo qu e represen ta 
u n paso m uy importante en aplicaciones físicas. 

Recien temente otros investiga dores tales 
como Prieto y Srivastava [7) y Galué y Pr ieto [8] 
han generalizado la función s~p q I de Saigo y Srt­
vastava (6) a través del u so de funcio nes biper ­
geométricas generalizadas (7) y la función G de 
Meijer [9] respectivamente . 

En este trabajO definimos la siguiente inle­
gral que representa otra generalización de (6). 
como sigu e: 

(8) 

Rev. Téc. rng. Univ. Zuua. Vol. 22, No . l. 1999 



53 A gen eralized rad lation integral 

donde a.b.c,d> O; - 1-rmnInRe(Ó+ph) -mRe(o) < ReA 
< m!maxRe(O+ I.6+y)-I) -mRe(o-a ) - rnminRe(B 1)-I. 

h = l .... rJ =1. .... u - l.m,p.q.r, u,s E N, y Gm 
p .q TI es 

la fu n ción G de Meljer 191. dada por 

(9) 

donde i =(_1)1/2. Z *- OY 

fI f(bj + slll f (l- a) - s) 
J - l ) ~ 1 

X (S ) = q p (l O) 

TI (l -b) - s ) n r(a) + s) 
J .=:; m -+ 1 j - n-r l 

donde log Iz I denota el logaritmo natural de 
I zl . m.n.p y q sonenterosO ~ n~ p.O ~ m ~ qy 

~U=1....pl, b) U=1... . .q) son números complejos 
tales que ~ - bll *- 0 .1.2 ..... j = 1.2..... n y 
h = 1.2..... m. 

Los parámetros tales que los puntos 

-s = (b) + v), (j = l ... . .m.v = 0.1.. .. ),' 

y 

s = (~ - ))- 1). (j = l.. ... n.v = 0.1.. .. ): ,. 

están separados. Un producto vacío se interpreta 
como uno. 

El con torno e es el que recorre de k - ioo a 
k + ioo tal que los pun tos de ,. se encuen tran a la 
derecha y todos los puntos de ':' '" aliado izquierdo 
de éstos. 

La in legra! (9) converge absolu tamen te si 

Iarg z I = (m + n -~ - ~).n: ~ O. 

A l ~: ) en términos de la función G 
m.u 

de Meijer 

Usan do la definición de la función G de Mei­
jer dada por (9) en (8) , se liene: 

1 {x" )-t. - f. X(t - -
d m dtdx 

2,,-,; [ e 

donde 

r u - l 

D l1b+p) + t) I1-b-t)D Ill - b - y) -t) 
X(t) = r 1 ) ~ 2 (11)

Ji 110 + y) + t) 
J"u T l 

Intercambiando el orden de integración (vá­
lido por su convergencia uniforme) y u sando (6). 
resulta 

De [5 . p.2 (2.3)) Y expresando en serie la 
función hipergeométrica de Gauss (7). 

(P.q ) (aa)2 rj f(y) )b,+ m,+ 1 
~'~s = _ __,._ (-d ¡-m' "-,:J,_1 __ 

4.n: e TI rrp)) 
J ~ 1 

l ( d)mL l . 2.n: Jc X 
(t) - b (J.+ m(o-t)+ 1) 

m ~ (a + n J.: ( b",)k l J ( b )- ' . L.. - - - X (t) - ­
d m 

1<- 0 le l e 2.n: i ( 
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r(hl + o- t + k)
• 	 m dt 

r('~1 + O- t + k + 1) 


De (9) Y (11) : 

(P ,q) ( aa )2 bi+rTr'+1 fr f(( ) 
;V",r~s = 	- --,,- (-dTrTr) -'.,);_1__ 

4.rr me fI r (p) ) 
) ~ I 

m 
r .u+ 1 ( b 11 - A~ 1 - O- k, O+ 1, Ó+ (y s») 

' G s + 2r+ 1 - d m Ó+ (p,)._ '~ 1 -O- k 

(12) 

con a.b.e,d > O; - l -nrrninRe(M ph)-mRe(b) < Re). < 
-m[máxRe (M I.M1'}-l]- mRe(Ó- a ) - nrrninRe(¡3¡)­

l.h = l . .. . r.) = 1. ... . u- l.m, p.q. r,u.s E N. y G;,~ 

es la [unción G de Meijer. 

IMI Casos Particulares de A r.• 
m,u 

SI u = 1 en (1 2): 

l,p,q) [ a.b. e.d. A] (aa )2 (r n 1')
A ' , ,s a (a ) (¡3 ) = - ) - 1 (-d )-"" 
• "'m ,1 • p ' q 4.rr r 

(p, l. (" s ) fI f(p) 
)~ I 

xm
r.l ( ló+l,o+(1'.») ( aa)2bA+ mI+l _m) 

. G s+ 1 r -	 dm () + (p,) dx = 4rr --;;;;- (-d) 

s p 

fI r(y) • ((( ln nl ((1. ) ln ( ~ '" )" ~ ( ) ( b", )k 
, 	 j -l ¿ r _ ¿ ([ + rt k __ 

tI (p ) n ~O fr (;3 lnnI e k= O k l e 
) ~ I J 1 J 

. ' .2 ( _~ !I-; ,7¡ ' _ b- k. b+l,b+1,¿l+ (1' .l ) 
G,_2n l , d m ()+ (p, )._ ' ,~ l -b - k 

(13) 

con a.b,c,d. > O; -l- mnúnRe(ó+ph)- mRe(o) < Re). < 
-m[máxRe (M l.O+1') - 11 - mRe(o -a) - rrnnínRe(B ¡)­

1,h= l .. .. r.)= 1, ... • u - l.m,p,q.r.s EN. 
Usando en (13) el siguiente res ultado [9. p . 

61 J 

q 

, JI r(b) ( lA + 1, A+ (b »)
z' pFq{a p;bq;-z)= - p--G;;\ ,p Z- I A+ (a ) q • 

fI f(a) p 

)=1 (14) 

p:5qóp =q+ly Iz l <l 

res ulta. 

Ü rTr
d

m 
) 	 (aa)2 b '+)--(-drml . F (p );(y ); - dx = ­

' s ( s S ? 4][ me" 

• r, 2 (_ bm l l - "~ll _Ó- k, O +l, Ó+ l.o +(}'s ») 
GS+ 2 T+1 	 d m o+(p,)._ ,,~1 -o-k 

(1 5) 

con a.b,c.d, > O; - l-nrrnínRe(ó+ph)- mRe(ó) < Re), < 
-mjmáxRe (ó+ 1)- 1)- mRe(o - a ) - nrrninRe(¡3 ¡) - 1, 

h = l . .. . , r,) = l . .. .. u - l.m, p.q.r,s E N; r:5 S Ó 

r = s + 1 Y 1- ~1<1. 

Haciendo ó = Oen (13) Y usando la siguiente 
relación [9 . p. 5 (1. 1.13)] 

se ti neo 
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55 A generalized radiation integral 

(1 7) 

a,b,c,d, > O: -l- nunínRe(Cl+p h)-mRe(o) < Retl < -m 
[máxRe(Ó+ l)- l )- mRe(o- a) - lTUllínRe(.B 1) - 1, h= 1. 

... , r.j = 1..... u - 1. m, p.q.r.s E N: y E (a ¡ .... , a p: 

13 ,, . . , 13 q ; z) den ota la [unción E de Mac Robert . 

Casos Especiales 

SI r = 2 Y s = 1 en (15): 

p+¡ Fq (a , (a p): (¡J q):- X'~ c):¡F; (P I' P2' )'1 : ~ )dx 

b
m2.2( 11- )~II - o - k, 0+ 1, Ó + )' ,) 

· G - -	 (18)
d m3 .3 O + Pc,O+- ,~l - o - k 

a,b,c,d. > O: - 1-nuninRe(Ó+p1o+p 2)- mRe{O) < ReJ, < 
-m [máxRe(Ó+l)-lJ- mRe(o-a ) - nmtinRe(fJ 1) - 1, 

m,p.q E N: )'1 ;t; O. - l. -2 .... 

Haciendo m = 2. P = q = 1 en (18): 

se obtiene la integral estudiada por Andrade de 
Fuenmayor [4J . 

Haciendo d = O en (l8): 

donde S! ~ es la integral de Saigo y Srivastava de ­
finida en (6). 

Referencias Bibliográficas 

1. 	 Hubbell. J.H.. Sacho R. L. and Lamkin. J.C. : 
Radiation field from a rectangular source. J. 
Res. Nat. Bur. Standards C: Engrg . and ln ­
strurnent 64C (1960). 121. 

2. 	 Ralla. S. L. : Al-Saqabi. B. ; Conde , S .: Sorne 
results related to radiation field problern . 
Hadronic J. 10 (1987), 2 2 1-230 . 

3. 	 Galué, L. : Una generalización d e la in tegral 
de Hubbeil . Rev. Téc. lng. Univ. d el Zulia. 14, 
(199 1), 153- 160. 

4. 	 Andrade de Fuenrnayor, C.: Una generaliza­
ción de la función H [a,b.p. ..1.: a, b. y) de Ralla. 
Rev. Acad. Canar. Cienc.. 6, (1994), 19-2 7 . 

5 . 	 Saigo. M . and Srivastava R.: Sorne new re­
sults for radiatlon field problerns. Fukuoka 
Univ. Sci.Rep. 20 . (1 990). 1-13. 

6. 	 Erdélyi . A.: Higher Transcendental Func ­
lion s . Vol. 1. Mc Graw-Hill. NewYork. 1953. 

7. 	 Prieto. A.1. y Srivastava, H.M.: Una gen erali ­
zación de la función s'mP . 

q 
) asociada con algu ­

nas familias de integrales de rad iación . Rev. 
Acad. Canar. Cienc. 9(1) (1997). 65-74. 

8 . 	 Galu é, L. y Prieto. A.: Integrales Gen eraliza­
das de Radiación que Involucran la Función 
G de Meijer . Rev. Acad . Canar. Clen c. 9 (1 ) 
(1 997), 57-64 . 

9 . 	 Mathai A.M. and Saxena R. K.: Generalized 
Hypergeorne tric Function with ApplicaUons 
in Stalistics and Physical Sciences. 
Sp ring r -Verlag, New York, 19 73. 

Recibido el 13 de Abril d e 1998 

En form a revisa da el 30 de ;·:nviembre de 19 9 8 

Rev . Téc. Jng. Unlv. Zulia . Vol. 22, No. 1. 1999 

http:lTUll�nRe(.B1

