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Abstract

In this paper an approach for the synthesis of dynamic controllers for systems with multimodel rep-
resentation is presented. The approach is applied successfully to a nonlinear system with several operat-
ing points, hence generating a set of linear systems (the pH system). In the design, H» and pele placement
constraints are imposed. Other constraints such as Hg may be equally included under the same scheme.
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Control robusto multimodelo
para una planta de neutralizacion (pH)

Resumen

En este trabajo se presenta un enfoque para la sintesis de controladores dinamicos para sistermas
con representacion multimodelo. El método se aplica con €xito a un sistema no lineal con varios puntos de
operacion (de los que se obtendra el conjunto de sistemas lineales o multimodelos). En el diseno se consi-
deran especificaciones en la respuesta temporal (ubicacion de polos) y de rechazo a perturbacion (He).
Otro tipo de especificaciones (H2) pueden ser igualmente incluidas.

Palabras clave: Estabilidad robusta, sistemas multimodelo, desigualdades lineales matriciales -

LMI, control del pH.

Introduccion

En anos recientes ha existido gran interés
por la investigacion en control robusto: analisis y
sintesis de controladores para sistemas lineales,
habiendo alcanzado esta teoria un elevado grado
de madurez [1. 2]. Este enfoque es particular-
mente atractivo ya que considera explicitamente
la incertidumbre y el grado de rechazo a las per-
turbaciones en el sistema [3]. Adicionalmente, si
se dispone de un modelo apropiado del sistema y
de la incertidumbre y las perturbaciones, es rela-
tivamente sencillo calcular el controlador. De he-
cho en la mayoria de los casos el problema se
convierte en uno de programacion convexa [4, 5].

El control del pH, es un problema tipico en-
contrado en variedad de industirias incluyendo

tratamiento de aguas residuales, farmacéuticay
procesos quimicos. Esta no es una tarea trivial
debido a la no linealidad presente en la titula-
cién. Se ha escrito mucho sobre control pH en los
ultimos anos [6, 7] ya que esta tarea es una apli-
cacion simple pero a la vez exigente.

Numerosos esquemas se han empleado
para resolver este problema. Estos incluyen des-
de el sencillo PID hasta control basado en mode-
los [8, 9]. En este {rabajo, se propone un diseno
que aprovecha las ventajas de la formulacion del
Control Robusto. La idea principal del diseno
consiste en (ransformar el sistema no lineal en
uno multimodeio formado por un cenjunto de
sistemas lineales. Estos modelos se obtienen de
los extremos de las condiciones de operacion del
proceso. Debido a la naturaleza de la no lineali-
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dad, se puede asegurar que todas las otras condi-
ciones de operacién se encuentran encerradas
por la region definida por el conjunto multimode-
lo. Contrariamente a otros disenos basados en la
representacion en variables de estado del siste-
ma, en el enfoque que se presenta, el controlador
dinamico usa solamente informacion de la salida
medible de] sistema. La metodologia se basa en el
enfoque cuadratico [10, 11] que lleva a la formu-
lacion de un problema convexo.

Descripcion del Sistema

La planta de control del pH, consiste en un
tanque continuamente agitado (de volumen = 30
cm®) donde un liquido con pH variable (alcalino)
es mezclado con una solucion de alta concentra-
cion de HCI para obtener un liquido con el pH
controlado (neutro). La concentracion depH de la
mezcla es medida usando un medidor de pH
(Kent EIL9143), el cual presenta una inercia
apreciable.

El modelo dinamico simplificado del proce-
so en estudio, basandose en principios funda-
mentales muy bien conocidos [7], esta descrito
por las siguientes ecuaciones:

a) La tasa de variacion de la concentracion
de acido en el tanque agitado (y en el afluente)
esta dada por
v - p.C, - (F, + F,)x, ()

dt

b) La tasa de variacién de la concentracion
de la sal disuelta en el tanque agitado (y en el
afluente) es

dx
Vd—tb:Fbcb—(Fa"'Fb)xb 2)
donde F_ es el flujo de acido (control), F, es el flujo
base de entrada, C, es la concentracion en la co-
rriente de entraday C, es la concentracion de aci-
do en el flujo de control.

Aplicando la definicion pH = —log,[H*] es
posible obtener la ecuacion implicita para su cal-
culo:
xb

’ -pH H -1
—Xa-rlop _].Op 4+Wm

=0 (8)

donde pKb = -log,, K, = 8.2430.

En la planta en estudio las condiciones no-
minales son: V = 630 cm?, Fy, =7.7366 cm® s,
F,(40%) = 0.1818 cm® s}, C, = 0.0708 mol 1'%,
pH=7, C, = 0.0308 mol I'".

Las concentraciones en estado estacionario
pueden ser obtenidas de las ecuaciones dinami-
cas:

X, = Fla _0.0016molr?
F +F,
Y Xpo = FCo _0.0300 mol 1.
E, +F,

Representacion Multimodelo

En el proceso presentado anteriormente, la
perturbaciéon mas importante se debe a las va-
riaciones de concentracion de sal en el flujo de en-
trada las cuales cambian entre Cy(min) = 0.02 mol
1I''y Cy(max) = 0.04 mol 1! .

Para operacion normal del sistema, el rango
de operacion del bombeo de acido se escogi6 en-
tre 10% y 60% de la capacidad maxima de flujo.
También, dependiendo del nivel de liguido en el
tanque, el flujo de entrada puede variar entre

Fy(min)=7.14 cm3s! y F(max) =8.33 em3sl.

Como se menciono anteriormente el medi-
dor de pH presenta un tiempo de respuesta apre-
ciable que puede variar entre 5y 20 s. Esta varia-
cion puede ser modelada como un filtro de primer
orden, de ganancia unitaria y una constante de
tiempo que puede variar entre 1 y 4 s.

Para obtener el conjunto de modelos linea-
les, y hacer la representacion en variables de es-
tado, las ecuaciones son linealizadas alrededor
de todas las combinaciones posibles de los valo-
res extremos de las condiciones de operacion
mencionadas, por e¢jemplo, una condicion extre-
ma de operacion corresponde a F, =7.14 em®s),
C,=0.02mol I'}, bomba de control de acido = 60%
(pH = 6.4) y constante de tiempo del medidor de
pH = 1 s. El sistema lineal asociado a este punto
representado en variables de estado, esta dado
por:

x = Ax+ Bu
y=Cx+Du
donde
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[ —0.0117 0 0
A= 0 ~0.0117 O |,
|-214.9885 39.7097 -1
[ 0.4928
B=|-0.0967 |x10™°
i 0 (4)

c=[o o 1] p=Jo]

X = an Axb ApH medido] y u= Fa

Como se mencionod, el tipo de no linealidad
de este problema nos permite asegurar que cual-
quier otro punto de operacion entre estos extre-
mos estara encerrado en la region definida por el
conjunto de modelos.

Se debe senalar que el rango permitido de
control esta entre pH = 6.4 y pH = 7.68. Se podra
obtener un mayor rango de control (de pH) si se
considera un mayor rango de operacion de la
bomba de acido.

Cuando todos los puntos extremos son con-
siderados, se puede llegar a 16 modelos lineales
correspondientes a todas las combinaciones po-
sibles de puntos de operacion (para cuatro dis-
tintos puntos de operacién se cbtienen 2% =16
posibles combinaciones de modelos lineales). Es-
tos modelos se denominaran en lo sucesivo vérti-
ces.

Se ha descrito con detalle el desarrollo de la
obtencion del modelo de la planta de control de
pH, para ejemplificar como aplicar la metodologia
en un proceso real no lineal.

A continuacién se presenta el método de di-
serio del controlador.

Diseno del Controlador

Tres tipos de especificaciones de lazo cerra-
do son consideradas para el diseno del controla-
dor. La primera: cero error en estado estacionario
ante entradas escalon (salto), la segunda: una re-
puesta tan rapida como sea posible y 1a tercera:
buena atenuacion ante perturbaciones que afec-
tan al sistema de la misma forma que el control
(carga). Las dos primeras especificaciones son
comunes en el disefno de sistemas de control y la
tercera toma en consideracion variaciones en las

concentraciones y flujos de base que afectan al
proceso.

Considere al sistema lineal representado por:

X = Ax +Bw
z=Cx

&)

donde (A, By, C)) pertenecen al conjunto poliédri-
co (A,B,C,) cuyos vértices son conocidos.

Definicion [12]: El sistema representado
por (5) es cuadraticamente estable con atenua-
cion ante perturbaciones y, si existe una matriz
X > 0 tal que:

AyX + XAy +v2B,B]y + XC[,C,yX <0 (6)

¥(Ay,By.Cyy) vértices de A,B;,C,. Observe que
la condicion (6) implica que:

Toel. <Y. VA,B,C,cAB;,C, @)

wz|

donde T, es la funcién de transferencia entre la
salida a controlar “z" y la perturbacion “w", lo que
significa que cualquier perturbacion w sera ate-
nuada en su energia en y2.

Con relacién a la restriccion de ubicacién
de polos, cualquier autovalor A, de A € A satisface
Re(l)< h siy sdlo si existe una matrizX > 0 tal que
[13]:

A X+ XAT +2hX <0V Ay vértice de A (8)

Sila serial de control “u" y la salida “y” se in-
troducen en el modelo del sistema, se obtiene:

x=Ax+B,w+B,u

z=Cx

y=Cyx

donde, en nuestro caso, By =B, y C; = C,.

Para calcular el controlador, en un primer
intento se asumira que los estados estan disponi-
bles para la realimentacion y de esta manera, cal-
cular la ganancia de realimentacion de estados
(Ky) que satisface las especificaciones de diseno
(i.e., u=Kx). Después, considerando que el esta-
do no esta disponible, con un observador tipo
Luenberger, sus variables seran estimadas. La
ganancia del controlador (K,) se calcula resol- .
viendo el problema dual en el que también se im-
pondran las mismas especificaciones.
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La condicion de atenuacion de perturbacio-
nes se satisface, cuando todos los estados estan
disponibles, siy solo si existe una matriz simeétri-
ca X tal que [12]:

1) X(AV + BQVKS)T +(Ay +ByyK )X

+y2?B] B,y + XC,C,yX <0
2) X>0 (10)

VA B y.Boy,Ciy.Cyy vértices de AB,,B,,C;,C,.
La primera expresion puede ser escrita en forma
de desigualdad lineal matricial (LMI) como:

(XA] + A X+B,R] + RBly XCy B ]
ClyX -1 0 <0
L B,y 0 ‘Y.E,I J (11)

donde R, = XK;r .

El objetivo de ubicacién de polos puede ser
escrito como [13]:

(Ay +ByK )X+ X(A, + BWK\)T +2hX <0 (12)
o en forma convexa (LMI):

AyX +XAY +ByyR] +RBJ, +2hX <0 (12a)

R, definida como antes y nuevamente para
todos los vértices de la region incierta. Para cal-
cular K, la mismas expresiones (11 y 12) son
usadas peroreemplazando (4,, By, B,) por (A],Cj,
C]) y entonces el objetivo de ubicacion de polos
puede ser escrito como Y > 0 tal que:

AlY+YA, +CIR +RIC,+2hY <0 (13)

y R! = YK,. Finalmente, una simple inspeccion de
todos los modelos lineales obtenidos del sistema
no lineal muestran que son “tipo 0", esto es, pre-
sentan un error en estado estacionario ante en-
trada escalon. Para eliminar este error, se intro-
duce un integrador en la trayectoria directa, cal-
culando un controlador con (11) y (12) para el sis-

F S

5 ‘_ Yis)
— - — el ) o i y b b
|
1

tema primal y dual al que se ha anadido el inte-
grador, esto es, las ganancias Ky y K, seran cal-
culadas para los 16 modelos a los que se incorpo-
rara el integrador. Una vez determinado un con-
trol para el sistema “aumentado”, el controlador
a utilizar sera el calculado mas el integrador. El
esquema propuesto se muestra en la Figura 1.

Incluir el integrador en el lazo es equivalen-
te a anadir una nueva variable de estado *u” y un

wn,

nuevo control “”:
. “‘} . [A BQM+ foJw ; Hu
lu] |0 ofu] o] |1
— o o
A B B
z=[C1 ok

o

2

2 IC2 ok (14)

Todos los 16 vértices son modificados (au-
mentados) a unarepresentacion de cuarto orden.
Por ejemplo, €l nuevo sisterna nominal obtenido
linealizando las ecuaciones alrededor del punto
de operacion nominal senalado anteriormente
esta dado por:

~0.0125 0O 0 0.50x10°©
-6
in-| O ~0.012 0 -0.16x10"°|
~187.57 10.118 -0.5 0
0 0 0 0
0
0
Bn =
0
|1
Cn=[0 0 1 0] (15)

Los controladores a ser considerados son
aquellos estrictamente propios de la forma
X =Acx. + By
u=-C.x,. (16)

I sy

Figura 1. Esquema del sistema de control.
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Esta simplificacion reduce considerable-
mente el calculo involucrado y no es realmente
una limitante en la mayoria de los casos. El siste-
ma a lazo cerrado resulta:

X

(&) ( A -B,C ) %) (B,\
= e + | "“7
Lx gBocz A J

e/ 5 &5 \O;"

A B

¢
1
e %)
z=, 0)[X J (17)

Se recalca que una vez que el controlador
candidato es calculado, la evaluacion de su com-
portamiento ante los objetivos propuestos es facil
de determinar y consiste solamente en determi-
nar la existencia de una matriz definida positiva
X que satisfaga las condiciones (8) y (8) en el sis-
tema aumentado (17). Ello se debe a que las con-
diciones (6 y 8) son biconvexas en Xy en la triple-
ta (A, B..C.): es decir, si se fija X el problema es
convexo en (A, B,.C.) y viceversa. Por lo tanto, si
se pudiera generar un controlador candidalo
(A, B..CJ) la verificacion de la existencia de la ma-
triz X > O que permita evaluar la bondad del con-
trolador se convierte en un problema convexo.

Igualmente, mencionamos que s6lo es sufi-
ciente verificar las condiciones (6 y 8) en los verti-
ces (A ,B,,C, ) del dominio (incierto) ya que cual-
quier otro punto obtenido como una combina-
cion convexa de los vértices, también cumplira
esas condiciones.

En este caso el controlador propuesto, con
una estructura similar al observador de
Luenberger, es:

A=Ay BopKs-KoCop
B.=K,
C.=K, (18)

donde K, y K, son las ganancias de estabilidad y
detectabilidad descritas anteriormente y la tri-
pleta (A,.B,.C,) corresponde a una linealizacion
de las ecuaciones del proceso en algun punto de
operacion.

A pesar de que no se puede asegurar a priori
que este controlador particular estabilizara todos
los posibles modelos lineales (14) de la planta (de
hecho para esta fecha el problema no esta aan re-
suelto [12]), el mismo estabilizara la vecindad al-
rededor del punto en el que fue calculado. Mas

aun, si cualquier otro punto del controlador del
dominio incierto es usado para construir el con-
trolador, entonces, este nuevo regulador estabili-
zara la vecindad alrededor de ese nuevo punto
[14].

Resumiendo, los pasos tomados para com-
putar y validar un controlador son:

1. Generar modelos lineales del sistema no
lineal considerando cada punto de operacion.

2. Con el conjunto de modelos lineales, cal-
cular las ganancias de estabilidad y detectabili-
dad (como en (11) y (13)).

3. Con las ganancias (K, y K} construir el
controlador dinamico como en (16) y (18).

4. Validar el margen de robustez del contro-
lador propuesto, determinando la existencia de la
mairiz X (como en (6) y (8)) para todos los vértices
(A,.B,,.C,) )E (A,B,C). Si tal matriz es encontra-
da, entonces el candidato propuesto es un con-
trolador estabilizante.

Observe que en los pasos 2 y 4 un problema
de programacion convexa es resuelto, de hecho
ambos problemas son problemas LMI que pue-
den ser resueltos con herramientas standard tal
como el LMI toolbox de Matlab [4].

Para ¢l problema de control de pH anteriory
con los 16 vértices obtenidos de la condiciones de
operacién y con algunas modificaciones para in-
cluir el integrador, 1odos los polos del sistema in-
cierto (A,B,,B,) se ubicaron a la izquierda de
x=-0.01y v, =1 con la siguiente maltriz de reali-
mentacion de estados:

K =[1038.1902 -13.3837 -0.02014 0.5272]
Igualmente, para el sistema dual (A",C],C])

los polos son ubicados a la izquierda de -0.01 y
Y»=1 conuna ganancia de realimentacion estatica.

nggngss 4.018 7743.368 -268763.09]

PPara construir el controlador, uno de los
vértices Aop (con el integrador incluido), es usa-
do,

- -0.0136 0 0 5E-07"

| 0 -0.013 0 —2E—O7I
Aor=| 55145 37394 -0.25 0

0 0 0 0 J
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La matriz de la dinamica del compensador
(Ac) obtenido es

-0.0136 0 7.29 S5E-07

~ 0 -0.013 -4.01 -2E-07
Ac=| 55145 3739 -7745 0

-38.190 13.38 268763 -0.5272]

Como se definié anteriormente B, = K, y
C. =K,

Con este compensador se puede asegurar
que la condiciones de ubicacion de polos y res-
tricciones H,, son satisfechas si existe una matriz
X > 0 que verifique la LMI asociada, la matriz en-
contrada X, es (verla al pie de pagina):

El controlador hallado expresado en fun-
cion de transferencia puede ser descrito como:

~1.49*10%s> -4.14*10%s? -1057s - 7.081

s +775.1s% +825.25° +232.8s% + 3.029s

Gc[s) =

Este controlador junto con el integrador
previamernte incorporado en este modelo, fue si-
mulado utilizando Simulink de MATLAB y los re-
sultados usando varios puntos de operacion de la
planta se muestran en la Figura 2.

Conclusiones

En este trabajo fue presentado una aproxi-
macion a la sintesis de controladores para un
proceso de pH. Esta metodologia también puede
ser usada para resolver otros problemas de con-
trol no lineal donde esté disponible el modelo del
sistema.

El enfoque esta basado en la generacion de
un conjunto de modelos lineales del sistema para
diferentes condiciones de operacion (representa-
cion multimodelo). El controlador es calculado
usando herramientas estandar de diseno de con-
troladores asistido por computador (el “toolbox”

PH
9
8 —//'\ﬁﬁ
6
0 200 400 600 800

Tiempo (segundos)

Figura 2. Simulacion del sistema a lazo cerrado.

LMI de Matlab). Una vez que el controlador es cal-
culado, es facil verificar que de hecho es un con-
trolador robusto para todos los multimodelos,
examinando la condicién de Lyapunov sobre
cada uno de ellos a lazo cerrado.

Hay que indicar que, para cada punto de
operacion de los senalados es posible entonar un
controlador PID que mejora el desempernic del sis-
tema en ese punto; sin embargo, al cambiar de
punto de operacion ese desempeno se ve notable-
mente desmejorado conduciendo, en algunos ca-
s0s, a comportamientos marginalmente estables.
Lo que no es el caso con el controlador propuesto.

Otros requerimientos de control pueden ser
facilmente incluidos si éstos pueden ser descri-
tos como restricciones LMI. Se menciona por
ejemplo, especificaciones tipo H,, performance
ISE y otros.
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Matriz encontrada X

[ 0.00000022 -0.00000001 -0.0000605 -0.2153

- 0.00000001 0.0000036 0.0000419 0.07415

- 0.0000605 0.0000419 0.2797960  25.3307

X = -0.21530388 0.0741561 25.933070 492315.6
-0.00000139 0.0000030 -0.0012311 6.711754
0.00000179 0.0000361 0.0007174 -2.34815
-0.00006129 0.0000421 0.2796729 27.33380

| -0.27686273  0.0934749 -17.416312 738441.3

-0.0000013 0.00000179 -0.000061 -0.27686 |
0.0000030 0.00003611 0.000042 0.09347
-0.0012311 0.0007174 0.279672 -17.4163
6.7117544 -2.3481577 27.33380 738441.1
0.0002164 0.00024597 -0.007765 13.5458
0.0002459 0.00439623 0.004317 -6.0316
-0.0077658 0.00431739 0.975367 -256.322
13.4586915 -6.3168522 -256.322 246720.9
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Figura 3. Planta piloto.

Apéndice:
Descripcion del Sistema

La planta de control del pH, consiste en un
tanque continuamente agitado (de volu-
men=630cm°) donde un liquido con pH variable
(alcalino) es mezclado con una solucion de alta
concentracion de HCIl para obtener un liquido
con el pH controlado (neutro). La concentraciéon
de pH de la mezcla es medida usando un medidor
de pH (Kent EIL9143), el cual presenta una iner-
cia apreciable. El producto que va a ser tratado es
alimentado desde un tanque usando una bomba,
la cual produce un flujo variable dependiendo del
nivel en ese tanque (Figura 3).

Es relativamente sencillo obtener un mode-
lo dinamico simplificado del proceso en estudio,
basandose en principios fundamentales muy
bien conocidos [7]. Si el liquido de entrada es una
solucioén de solo Acetato de sodio, el acido hipo-
clorhidrico (HC]) tiene una concenfracion cons-
tante y la solucion es perfectamente mezclada, el
modelo viene dado por:

a) La tasa de variacion de la concentracion
de acido en el tanque agitado (v en el afluente)
esta dada por

dxﬂ

v < =FCa- (F, + E,)x, (1)

b) La tasa de variacion de la concentracion
de la sal disuelta en el tanque agitado (y en el
afluente) es

v ¥ _ E,C, ~(F, + F,)x, (2
dt

donde F, es el flujo de acido (control), Fy, es el flujo

base de entrada, Cy, es la concentracion en la co-

rriente de entrada y C, es la concentracion de aci-

do en el flujo de control.

Aplicando la definicion de pH = -log,, [H y Jes
posible obtener la ecuacién implicita para su cal-
culo:

= = x
—x, +107P% —10PF " ¢

1+ Joreas = 0 ()

donde pKb = ~log,, K, =8.2430.

En la planta en estudio las condiciones no-
minales son: V = 630 cm®, Fp = 7.7366 cm® 57,
F,(40%) = 0.1818 cm® s, C, = 0.0708 mol I},
pH=7, C, = 0.0308 mol 1"*.

Las concentraciones en estado estacionario

pueden ser obtenidas de la ecuaciones dinami-
cas:

Xg = 2" =0.0016 mol 1"
F; + F,
Y Xy = FCs_ _ 6.0300 mot 1

F +F,
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