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Abstract 
In this paper an ap proach for the synthesis of dynamlc controllers [or systems wilh multimodel rep­

r sentation is p resented. The approach is app li d s uccess[u l1y to a nonlinear sys tem with several operat­
ing poin ts. h ence generating a set of linear systems (the pH system) . In the design, Ero and pole p lacement 
constrainls are imposed. Other conslraints uch as 1-12 may be equally included under the same scheme. 

Key words: Robust stabili ty. multimodel system, Lin ear Matrix lncqua lities (LM1), pH control. 

Control robusto multimodelo 

para una planta de neutralización (pH) 


Resumen 
En es te trabajo se presenta u n enfoque para la s intesis de con troladores dinámicos para sistemas 

con representación m ulUmodelo. El m étodo e a plica con éxito a un sistema no lineal con varios puntos de 
operación (de los que se obtendrá el conjunto d e sistemas lineales o multimodelos ). En el diseño se consi­
deran especificaciones en la respuesta temporal (ubicación de polos) y de rechazo a perturbación (Hao). 
Otro tipo de esp cificaciones (H2) pueden ser igualmente incluidas. 

Palabras clave: 	Estabilidad robus ta. sistemas multimoclelo . d esigualdades lineales matriciales ­
LMI, control del pH. 

Introducción tratamiento de a guas residuales , farmacéutica y 
procesos químicos. Esta n o es una tarea trivial 

En años recientes ha exisUdo gran interés debido a la no linealidad presente en La titu la­
por la investigación en control robusto: análisis y ción . Se ha escri to m ucho sobre con trol pE en los 
s íntes is de controladores para s istemas lineales, ú ltimos años [6, 7J ya que es ta tarea es una apli ­
hab iendo alcanzad o es ta l.eona un elevado grado cación simple pero a la vez exigen te. 
de madurez [l . 2J . Este enfoqu e es pa rticular ­

Numerosos esqu emas se han empleado 
m ente atTactivo ya que considera explícitamente 

para resolver este problema. Estos incluyen des­
la in ertidumbre y el grado de ¡'echazo a las per­

de el sencitlo PID hasta control basad o en m ode­
turbaciones en el s istema [3J . Adicionalmen te. si 

los [8, 9J . En este trabajo. se propone un diseño 
se dispone de un modelo a propiado del sistema y 

que a provecha la s ventajas de la formulación del
de la incertidumbre y las perturbaciones. es rela­

Control Robusto. La idea p rinCipal del diseño
tivamente sen cillo calcular el controlador. De he­

con. i te en transformar el sistema n o lineal en
cho en la mayona de los casos el problema se 

uno mul timodelo formado por un conjunto de
convierte en u no de p rogramación convexa [4, 5 J. 

sistemas lineales . Estos modelos se obUeI en de 
El control d el pH. s u n problema típico en­ los extremos d e las condiciones de operación del 

con trad o en variedad de industrias incluyendo proceso. Debido a la naturaleza de la no lineali-
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45 Control robusto multimodelo para una planta de neutralización 

dad, se p u ede asegurar que todas las otras condi­
ciones de operación se encuentran encerradas 
por la región definida por el conjunto multimode­
lo. Contrariamente a otros diseños basados en la 
representación en variables de estado del siste­
m a , en el enfoqu e qu e s e presenta, el controlador 
dinámico usa solamen te información de la salida 
medible del sistem a . La metodología se basa en el 
enfoque cuadrático [10, 11] que lleva a la formu ­
lación de un problema convexo. 

Descripción del Sistema 

La planta d~ control del pH, consiste en un 
tanque continuamente agitado (de volumen '" 30 
cm3) donde un liquido con pH variable (alcalino) 
es mezclado con una solución de alta concentra­
ción de HCl para obtener un líquido con el pH 
controlado (neutro). La concentración de pH de la 
mezcla es medida usando un m edidor de pH 
(Kent EIL9 143J, el cual presenta una inercia 
apreciable. 

El m odelo dinámico Simplificado del proce­
so en estudio, basándose en principios funda ­
mentales muy bien conocidos (7], está descrito 
por las siguientes ecuaciones: 

al La tasa de variación de la concentración 
de ácido en el tanque agitado (y en el afluen te) 
está dada por 

(1) 

b) La tasa de variación de la concentración 
de la sal disuelta en el tanque agitado (y en el 
afluente) es 

V dxb = FbC b - (Fa + Fb)Xb (2)
dt 

donde Fa es el flujo de ácido (control) , Fb es el flujo 
base de entrada. Cb es la concentración en la co­
rrien te de entrada y Ca es la concen tración de áci­
do en el fluj o de control. 

Aplicando la definición pH = - loglo[H +] es 

posible obtener la ecuación implícita para su cál­
culo: 

-pH pH-14 x b O (3) 
-xa + 10 -1 0 +1+ l0PKb+PH-14 = 

donde pKb = -logia Kb = 8.2430. 

En la planta en estudio las condiciones no­
3minales son: V= 630 cm , Fb'" 7.7366 cm3 s'l , 

F (40%) = 0.1 818 cm 3 S·l , Ca = 0 .0 708 mol ¡-l. a
pH=7 , Cb = 0 .0308 mol r l

. 

Las concentraciones en estado estacionario 
pueden ser obtenidas de las ecuaciones dinámi­
cas: 

x = FaCa =0 .0016 mol r l 

aO F +F 
a b 

x = FbCb = 0 .0300 mol ¡-l. 
y bO F + F 

a b 

Representación Multimodelo 

En el proceso presentado anteriormente. la 
perturbación m á s importante se d ebe a las va­
riaciones de con centración de sal en el flujo de en­
trada las cuales cambian entre Cb(min) = 0.02 mol 
r l y Cb(max) = 0 .04 m ol r l 

. 

Para operación normal del sistema, el rango 
de operación del bomb eo d e ácido se escogió en­
tre 10% Y 60% de la capacidad m áxima de flujo . 
También, dependiendo del nivel de líquido en el 
tanque, el fl ujo de entrada puede variar entre 

3 ·1 ( ) 8 33 3·1Fb(min)= 7. 14cm s y Fbmax = . cm s . 

Como se mencionó anteIiormente el medi­
dor de pH presen ta un tiem po d e respuesta apre­
ciable que puede variar entre 5 y 20 s. Esta varia­
ción puede ser modelada como un filtro de pIimer 
orden , de ganancia unitaria y una constante de 
tiempo qu e puede variar entre 1 y 4 s . 

Para obtener el conjunto de modelos linea­
les, y hacer la represen tación en variables de es­
tado. las ecuacion es son linealizadas alrededor 
de todas las combinaciones posibles de los valo­
res extremos de las condiciones d e operación 
m encionadas, por ejemplo. una condición extre­
m a de operación corresponde a Fb =7.1 4 cm 3 

S'l, 

Cb = 0 .02 m ol r 1, bomba de control deácido = 60% 
(pH = 6.4) Y constante de tiem po del medidor de 
pH = 1 s. E l sistema lineal asociado a este punto 
representado en varia bles de estado. está dado 
por: 

x=Ax+ Bu 

y = Cx + Du 

donde 
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46 Granado y col. 

- 0 .0117 O 


A = O - 0.0117 

[ ~ 1, 
- 2 14.9885 39. 7097 -1 

B o [-O~4f::71 x l 0- 6 
(4) 

e = [O o 1] D= [O] 

x= ~ /),pH medido] y u =F a a 

Como se mencionó , el tipo de no linealidad 
de este problema nos permite asegurar que cual­
quier otro punto de operación entre estos extre­
mos estará en cerrado en la región defmida por el 
conjl.U1to de modelos . 

Se debe señalar que el r ango permitido de 
control está entre pH =6 .4 Y pH =7.68. Se podrá 
obten er un mayor rango de con trol (de pH) s i se 
considera l.U1 mayor rango de operación de la 
bomba de ácido . 

Cuando todos los puntos extremos son con­
siderados, se puede llegar a 16 modelos lineales 
correspondientes a todas las combinaciones po­
sibles de puntos de operación (para cu a tro dis ­
tintos puntos de operación se obtien en 24 = 16 
posibles combina ciones de modelos lineales). Es­
tos modelos se denominarán en lo sucesivo vérti­
ces. 

Se ha descrito con detalle el desarrollo de la 
obtención del modelo de la planta de control de 
pH, para ejemplificar com o aplicar la metodología 
en l.U1 proceso real n o lineal. 

A continuación se presenta el método de di­
señ o del controla dor. 

Diseño del Controlador 

Tres tipos de especificaciones de lazo cerra­
do s on consider adas para el diseño del controla­
dor. La primera: cero error en estado estacionario 
ante entradas escalón (salt o), la segunda: una re­
puesta tan rápida como sea posible y la tercera: 
buena a tenuación ante perturbaciones que afec­
tan al sis tema de la misma forma que el control 
(carga). Las dos primeras especificaciones son 
comunes en el diseño de sistemas de con trol y la 
tercera toma en consideración variaciones en las 

concen traciones y flujos de base que afectan al 

proces o. 


Considere al sistema lineal representado por: 


(5) 

donde (A, B l ' C l) pertenecen al conjunto poliédri­
co (A,B1,C1) cuyos vértices son conocidos. 

Definición 112J: El sistema representado 
por (5) es cuadráticamente estable con atenua­
ción ante perturbaciones y ~ s i existe una matriz 
X> O tal que: 

V'(Av ,B 1V,C lV) vértices de A,B1 ,C1. Observe que 
la condición (6) implica que: 

(7) 

donde Twz: es la función de transferencia entre la 
salida a controlar ~zft y la perturbación ~w", lo que 
significa que cualquier perturbación w será ate­
nuada en su energía en y;. 

Con relación a la restricción de u bicación 
de polos . cualqu ier au tovalor A¡ de A E A satisface 
Re().¡)< h si y sólo si existe una matriz X > O tal que 
[13J: 

AvX + XA~ + 2hX < O V A vértice de A (8) 

Si la señal de control ~u" y la salida "y" se in ­

trodu cen en el modelo del sistema. se obtiene: 

)\: =Ax + B l w + B 2u 

Z == C lX 

y = C2X 

donde, en nuestro caso, Bl = ~ Y C l = C2· 

Para calcular el controlador, en un primer 
intento se asumirá que los estados están disponi­
bles para la r ealimentación y de esta manera, cal­
cu lar la ganancia de realimentación de estados 
(lis) que satisface las espeCificaciones de diseño 
(Le.. u =Ksxl . Después. con siderando qu e el esta­
do n o está disponible , con un observador tipo 
Luenberger . sus variables serán estimadas. La 
ganancia del controlador (K.J se calcula resol­
viendo el p roblema dual en el que también se im­
pondrán las mismas especificaciones. 
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47 Control robusto m u ltimodelo para una planta de neutralización 

La condición de atenuación de perturbacio­
nes se saUsfac . cuando todos los estados están 
disponibles. si y sólo si e 'iste una matriz simétri­
ca X tal que [12J: 

1) X (A + B2yK )T + (Ay + B2yK )Xs sy 

+y.:'?B;ryB1y + XC(yC1yX < O 
(10)2) X> O 

I¡fAv,B Iy.B2y,CIy ,C2Y vértices de A.Bl'B2 .Cl'C2 . 

La primera expresión p uede ser escrita en forma 
de desigualdad linea l ma tricial (LMl) am o: 

XA: + AvX + B2VR~ + RsB;v XC IV B;v 1
C;vX - 1 O < O 

[ BIV O -y: I (11) 

donde Rs = XK: . 

El objetivo de u bicación de polos puede ser 
escrito Lomo [13 J: 

(12) 

o en forma convexa (LMJ): 

(12a) 

R" defjnida como an les y n uevamente para 
todos los vértices de la región incierta. Para cal­
cu lar Ka . la mismas expresiones (11 y 12) son 
u sadas pero r eemplazando (J\.,. B2. BI) por (A;. C~. 

C'{Jy entonces el objetivo de u bicación de polos 
puede ser escrito como Y > O tal que : 

y R~ =YK o ' Finalmente. una simple inspección d e 
todos los modelos lineales ob tenidos del sis tema 
n o Iin al mu es tran que son "tipo O" . es to es. pre­
sentan u n error en estado esta ton a rio an te en­
trada escalón . Para eliminar este error . e intro­
duce un integrador en la trayectoria directa. cal­
culando un controlador con (1 1) y (12) para el sis­

tema primal y dual a l que se h a aña dido e l inte­
grador. eslo es. las ganancias K¡; y Ka serán cal­
culadas para los 16 modelos a los qu e se incorpo­
rará el integrador. Una vez determinado un con­
trol para el sistema "aumentado". el controlador 
a u tilizar será el calcu lado más el in tegrador. El 
esqu ema propuesto se muestra en la Figura 1. 

Incluir el integrador en el lazo es equivalen­
te a aña dir una n ueva variable d e estado "u" y un 
n uevo con trol .... : 

e 
2 

(14)y =~ 
Todos los 16 vértices son modificados (au­

meniados) a u na repres en tación de cuarto orden. 
Por ejemplo. el nuevo sistema nominal obtenido 
linealizando las ecuaciones alrededor del punto 
d e operación nominal señalado anteriormente 
está dado por: 

- 0.0125 O O 0 .50xl0- 6 

O - 0.012 O -0. 16xl0- 6 
An = 

-1 87.57 10.118 -0.5 O 

O O O O 

(15) 

Los contr oladores a ser consid rados son 
aquellos estrictamente propios de la forma 

Xc = Acx + BeY 

(1 6 ) 

-(:. '. - . 1-1- -; J~ 
~ f ('J ',l -- .~ ~ ~." , 1-, " j

' } ~ 

L________________ 
Figura 1. Esquema del sistema de control. 
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48 Granado y col. 

Esta simplificación reduce considerable­
mente el cálculo involucrado y no es realm en te 
una limitante en la mayoria de los casos. El siste­
m a a lazo cerrado resulta: 

(17) 

Se recaJca que una vez que e l controlador 
candidato es calculado. la eva luación de su com­
portamien to ante los obj Uvos propu es tos es fácil 
de determinar y consiste solamente en determi­
n ar la e».istencia de una matriz definida positiva 
X que satis faga las condiciones (6) y (8) en el sis­
tema aumentado (17). Ello se debe a que las con­
diciones (6 y 8) son biconvexas en X y en la triple­
ta (Ae .Be,Ce); es d ecir . si se fija X el problema es 
convexo en (AcBeCe) y viceversa. Por lo lanto . s i 
se pud iera generar un con trolador candidato 
(Ac.B .Ce) la verificación de la ex! lencia de la ma­
triz X > O que permita eva luar la bon dad del con­
trolador se con vierte en u n problema convexo. 

Igualmente. mencionamos que s ólo es sufi­
cien te verificar la condiciones (6 y 8) en los vérti­
ces (A .13"., c,, ) del d ominio (incierto) ya que cual­
quier otro pun to obtenido com o una combina­
ción convexa d e los vértices . también cumplirá 
esas con diciones . 

En ste caso el con trolador propuesto. con 
una es tructura similar al ob se rvador de 
Luen berger . es; 

Ae=Aop-BopKs-KoCop 
Be=Ko 

(l8)Ce=~ 

donde Ks y Ko son las ganancias de estabilida d y 
detectabilidad descri tas anteriormente y la tri­
ple ta (Ay.¡ .B .CI'1) corresponde a una !ineallzaciónn 

de las ecuaciones d 1proceso en algún punto de 
operación. 

A pesar de que no se puede asegurar a priori 
que este controlador particular estabilizará todos 
los posib les m odelos lin eales (14) d e la p lanta (de 
h echo para esta fecha el problema no está a ú n re­
s uelto [12]) . e l mismo estab ilizar- la vecinda d al­
rededor del punto en el que fu e calculado. Más 

aún . s i cualquier otro punto del controlador del 
dominio inc ierto es usado para construir el con ­
trolador. enton ces. est nuevo regulador estabili­
zará la vecindad alrededor d e ese nuevo punto 

[141. 

Resumiendo. los pasos tomad os para com ­
putar y validar un controlador son : 

l . Gen erar m odelos lineales del sistem a no 
lineal consid randa cada punto de operación . 

2. Con el conjun to de modelos lineales. cal­
cular las ganancia s de est.abi lidad y detectabili­
dad (como en (11) y (1 3 )). 

3. Con las ganancias (~ y ~) construir el 
controla dor dinámico como en (16) y (18). 

4. Validar el margen de robu st.ez del contro­
lador propu esto. determina ndo la existencia de la 
matrtzX (como en (6) y (8)) para todos los vértices 
(Av.B¡v.C¡v))E (A,B,C). SI tal matriz es encon tra­
da . entonces el candida to propuesto es un con ­
trolador estabilizante . 

Observe que en los paso 2 y 4 un problem a 
de programación convexa es resuelto. de h echo 
ambos problem as son problem a s LMI que pue­
den ser resueltos con herramien tas standard tal 
como el LMI toolbox de MaUab [41. 

Para el problema de control de pH a nterior y 
con los 16 vértices obtenidos de la condiciones de 
operación y con algunas modificaciones para in­
cluir el int.egrador. todos los polos del s istema in­
cierto (A.B ¡ .B2) se u bicaron a la izqu ierda de 
x=-O.O 1 y Y00 =1 con la siguiente m alrtz de reali­
mentación de estad os: 

K =[1038.1902 -13 .3837 -0 .02014 0.5272 ]
s 

Igualmente. para el s istem a du al (A T. CT, C~ ) 

los polos s on ubicados a la izqu i rda de -0 .01 y 
Y00= 1 con una ganan cia de realimentación estática. 

KT =t7.2985 4.018 7743.368 -268763.09]
o 

Para construir el con trolador. u no d e los 
vértices Aop (con el integrador incluido). es u sa­
do. 

O 
- 0.013 

O 
O 

SE - 07 1 
- 2E~- 07 

3.7394 - 0.25 

O O 
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49 Control robusto m ultimodelo para u n a planta de neutralización 

La matriz d e la dinámica del com pensa dor 
(Ac) obten ido es 

-0.0136 O 7.29 
SE - 07 1 

r
O - 0 .013 -4 .01 -2E-07 

Ac; = _52.145 3.739 -774 .5 O 

-38.19013.38 268763 - 0.5 272 

Como se definió anteriormente Be = Ka y 

Ce = Ks. 
Con este compensador s e p u ede asegurar 

que la con diciones de ubicación de polos y r es­
triccion es H", s on s atisfechas si exis te una m atriz 
X> O qu e verifique la LMI a socia da , la matriz en ­
contrada X, es (verla al pie de pagina): 

El controlad or hallado expresado en fun­
ción de transferencia puede ser descrito como: 

-1.49 *10 5 53 
-	 4.14 *104 s2 - 10575 - 7.08 1 

G (si = 
e S S +775.1s· +825.2s3 +232 .8s 2 +3.029s 

Este controlador junto con el integrador 
previamente incorporado en este modelo , fue si ­
m ulado u ti lizando Simulink de MATLAB y los re­
sultados usand o varios plmtos de opera ción de la 
planta se m u estran en la Figur a 2 . 

Conclusiones 

En este trabajo fue presentado una aproxi ­
mación a la s intesis d e controladores para u n 
proceso de pH. Esta metodología también puede 
ser usada para resolver otros problemas de con­
trol n o lineal donde esté disponible el m odelo del 
sistema . 

El enfoque está basa do en la generación de 
un conjunto de modelos lineales del sistema para 
diferentes condiciones de operación (representa­
ción multimodelo). El controlador es calcu lado 
usando herramientas estand ar de diseño d e con­
trola dores asistido por computador (el -toolbox' 

PH 

9 

8 

7 

6 

/' 1'""'-­

-' ­ :/ 
~ lV·~ 

, ­ ~ -

o 	 200 400 600 800 
Tiempo (segundos) 

Figura 2. Simulación d el sistema a lazo cerrado. 

LMI de Matlab). Una vez que el controla dor es cal­
cula do, es facil verificar que de hecho es un con· 
trolador robusto para todos los multimodelos , 
examinando la condición de Lyapunov sobre 
cada uno de ellos a lazo cerrado . 

Hay que indicar que, para cada punto de 
operación d e los señalados es pos ib le en tonar un 
controlador PID que mejora el desempeño del sis­
tema en ese punto; s in embargo. al cambiar de 
punto de operación ese desempeñ o se ve notable ­
mente desmejorado conducien do, en algunos ca­
sos, a comportamientos marginalm ente estables. 
Lo queno es el caso con el controlador propuesto . 

Otros requerimientos de con trol pueden ser 
facilm ente inclu idos si éstos pued en ser descri ­
tos como res tricciones LMI. Se m encion a por 
ejemplo. especificaciones tipo H2 , performance 
[SE y otros. 

Agradecimientos 

Este trabajo fue parcialmente financiado 
por CYfED (España) y CONICIT (Venezuela). 

Matriz encontrada X 

0.00000022 - 0.00000001 ·0.0000605 -0 .2153 - 0.0000013 0.00000179 - 0.000061 - 0.27686 
~ 

- 0.00000001 0.0000036 0 .0000419 0.07415 0.0000030 0.00003611 0.000042 0.09347 
- 0.0000605 0.0000419 0.2797960 25.3307 - 0.0012311 0.0007174 0.279672 -174163 

- 0.21530388 0.0741561 25.933070 4923 15.6 6.7117544 - 2.3481577 27.33380 738441.1 x= 
- 0.00000139 0.0000030 - 0.0012311 6.711 754 0.00021 64 0.00024597 - 0 .007765 13.5458 
0.00000179 0.0000361 0.0007174 ·2.34815 0.0002459 0.00439623 0.004317 -6.0316 
- 0 .00006129 0.0000421 0.2796729 27.33380 - 0.0077658 0.00431739 0.975367 - 256 .322 
- 0.27686273 0.0934749 -17416312 738441.3 13.4586915 - 6.3168522 - 256.322 246720.9 

Rev. Téc. Ing. Univ. Zulla . Vol. 23. No. 1, 2000 

http:38.19013.38


50 Granado y col. 

Señal de 
Control 

, M,edición de PH 

Flujo de entrada Control de ácido 

Líquido 

Bomba de líquido 

Peristaltica 

Tanque de mezcla Tanque de ácido 

Figura 3. Planta piloto . 

Apéndice: 
Descripción del Sistema 

La planta de control del pH, consiste en un 
tanque continu amente a gitado (de volu­
men=630cm3

) donde un liquido con pH variable 
(alcalino) es m ezclado con una solución de alta 
concentración de HCI para obtener un líquido 
con el pH controlado (neutro). La concentración 
de pH de la mezcla es medida u sando un medidor 
de pH (Kent EIL9 1431. el cu al presenta una in er ­
cia apreciable . El produ cto que va a ser tratado es 
alimentado desde un tanque usando lUla bomba, 
la cu al produ ce un flujo variable dependiendo del 
n ivel en ese tanque (Figura 3) . 

Es relativamente sencillo obtener un mode­
lo dinámico simplificado del proceso en estu dio, 
basándose en principios fundamentales muy 
bien conocidos [7J. Si el liquido de entrada es u n a 
solución de sólo Acetato de s odio, el á cido hipo­
clorlúdrico (HCl) tiene una concentración con s­
tante y la solución es perfectamente mezclada , el 
modelo Viene dado por: 

a) La tasa de variación de la concentración 
de ácido en el tanque agitado (y en el afluente) 
está dada por 

(1) 

b) La tasa de variación de la concentración 
de la sal disuelta en el tanque a gitado (y en el 
aflu ente) es 

V ~b = FbCb - (Fa + Fb)xb 	 (2) 

donde Fa es el fluj o de ácido (control), F b es el flujo 
base de entrada, Cb es la concentración en la co­
rriente de en trada y Ca es la concentración de áci­
do en el flujo de control. 

Aplicando la definición de pH =-loglO \FI' l es 
posible obtener la ecu ación implícita para su cál­
culo: 

- x + lO-pH _lOPH-14 + X b = O (3) 
a 1+ lOPKb+pH-14 

donde pKb = -logIa Kb = 8.2430. 

En la planta en estudio las condicion es n o­
3minales son: V = 630 cm , Fb =7.7366 cm 3 s· l , 

F (40%) = 0 .18 18 cm 3 s· l . Ca = 0 .0708 mol r 1,a
pH=7, Cb = 0 .0308 m ol 1'1. 

Las concentraciones en estado estacion ario 
pueden ser obtenidas de la ecua ciones dinámi­
cas: 

Fe 	 _
xaO = _ r._ " _ = 0 .0016 moll 1 

Fa + Fb 

P. CY X =_b_ b _ = 0.0300 mol ¡-lbO 
Fa + Fb 
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