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Abstract 
The Durbin-Watson statistic (dw), can be used to Instantaneously estimate vartance a t any mornent 

in a non-s tationa:ry stochastic process, tor which the random component, Et. is white n oise. In this case, 
the method ls based on the fact thal dw = 2 . Considering lliat sorne practica! s ituations can present m ore 
complex notse structures, this paper. proposes the use dw to estlmate the varlance of non-statlona:ry p ro­
cesses, with ARMA(p,q) structures for n oise processing. In this gen eral case, the method needs lo deter­
mine dw of the ARMA process. On ce the s tructure of the ARMA model ls known and its coeffi ien ts are es ­
tlmated, dw is obtained solving the foUowing system of linear equations: 1!-cr2 y =A , l H, where cr2 is fue 
variance of the component El of the ARMA mode!. y is the autocovariances veclor, A is fue square matrix 
formed by the autoregressive coefficients and H, ls a vector formed for the autoregressive part and by m ov­
ing average coefficlenls. For a ARMA(2,2) process, the system consists ofthree linear equations with three 
unknowns. An illustratlve example with data generated random Iy, shows thal the method provides values 
lIla t are very close to the true varlance value. 

Key words: Non-stationary process, Durbln -Watson statistic and ARMA(p,q) m odels. 

El estadístico de Durbin-Watson para estimar 

la varianza instantánea de procesos estocásticos 


no estacionarios con estructuras ARMA 

para el proceso de ruido 


Resumen 

El estadístico de Durbin-Watson (dwl, puede utilizarse para estimar la varianza de manera in s tan­

tánea en cualqu ier m omento de un proceso estocástico no estacionario, cuya componen te aleatoria, Et , es 
ruido blanco. En este caso, el método se basa en que dw = 2, Considerando que algunas situaciones prác ­
ticas pueden presentar estructu ras de ruido más complejas, en este trabajo se propone el uso de d w para 
estimar la varianza en procesos no estacionarlos, con estru cturas ARMA(p,q) para el proceso de ruido. En 
este caso general. el método requiere determinar d w para el proceso ARMA. Identificada la estructura y 
estimados los coeficientes del modelo ARMA de ruido, dw se obtiene resolviendo el siguiente s istema de 

2 2 ecuacion es lineales: 1!-cr y =X1 H. donde 0- es la varianza de la comp onente EtdeI modelo, y es el vector de 
autocovarianzas, A es la matriz cuadrada formada por los coeficientes autoregresivos y H. es el vector de 
coeficientes de la parte autoregresiva y de medias móviles. Para un procesoARMA(2,2), se obtiene un sis-
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t~ma de tres ecuaciones lineales con tres incógnitas. Un ejem plo ilustrativo con datos generados aleato­
namen te, muestra que el método proporciona valores cercanos al verdadero valor de la varianza. 

Palabras clave: Proceso no estacionario, Estadístico de Durbin -Watson y Modelos ARMA(p,q). 

Introducción 

Muchos procesos estocásticos no estacio­
narios pueden explicarse por la suma de dos 
componen tes: la parte determinística, llamada 
señal y. la valiación aleatoria llamada ruido, 
cuya amplitud es medída por su varianza. El 
efecto resultante de ambas componentes, es una 
sucesión de observaciones que fluctúan alrede­
dor del verdadero valor. Por razones d e sen cillez, 
es muy común suponer , que las perturbaciones 
de la señal producidas por el proceso de ruido 
son independien tes. con media cero, varianza 
constante y distribuidas normalmente. El mode­
lo au toregresivo de primer orden, también se ha 
cons iderado razonable para describir el ruido y 
su uso se ha m antenido en el tiempo [11. pero es 
obvio que, en el análisis práctico, situaciones de 
autocorrela ción más complicadas. se pueden 
presentar con frecuencia. Un modelo general . 
que puede describir cualquier proceso de ruido, 
es el modelo ARMA(p,q}. 

El uso gen eralizado de analizadores auto­
máticos, instrumentos para el registro automáti­
co de mediciones y la alta velocidad-capacidad de 
procesamien to del computador, han incrementa­
do el volumen de datos y modificado el análisis de 
un proceso estocástico a una manera más opera­
cional, como por ejemplo, la estimación de un 
modelo en cada instante de tiempo, para predecir 
observaciones futuras según cambios recientes 
observados o detectar cambios en el patrón de 
comportamiento de la serie, para tomar decisio­
nes correctivas Inmediatas. 

En muchas situaciones reales (2 ), el mon l­
toreo de u n proceso no estacionariO, muestra que 
la varianza del ruido qu e con tamina la señal, 
cambia frecuentemente. Cuando es necesario to­
mar decisiones instantáneas para adaptar un fil­
tro y eliminar el ruido presente en la señal, se re­
quiere estimar la varianza en el mismo momento 
en que los datos s e están recibiendo en cada ins­
tante de tiempo. Russell [2 ) propon e en estos ca­
sos como alternativa , un método aproximado, 
que contem pla la estimación de la varianza por 
una expresión , basada en las desviaciones entre 

observaciones consecutivas del proceso y válida, 
para procesos con ruido blanco gaussiano. 

La expresión propuesta por Russell [2). sur­
ge de el estadístico de Durbin-Watson (dwl. usa­
do para probar la presencia de autocorrelaclón 
de primer orden en los residuales de una ecua­
ciÓn de regresión. Se han realizado diversos eslu­
dios adicional s sobre este estadístico, la p ru eba 
s e ha generalizado para autocorrelación de ual­
quier orden [3 ,4J y m uchos otros estudios que 
amplian su aplicación , pero generalmente. en el 
contexto de residuales. modelos de regresión y 
series de tiempo [5-151. por lo tanto, su u lilidad 
práctica para estimar la varianza es otra impor­
tante aplicación de d w. 

Conocida entonces . la importancia práctica 
de d w . en el cálculo instantáneo de la varianza de 
procesos no es tacionarios con ruido blanco gaus­
slano y la posibilidad de encontrar procesos de 
ruido con estructuras más complejas, el objetivo 
del presente trabajo es proponer el estadístico de 
Durbin-Watson. para estimar la varianza en pro­
cesos estocásticos no estacionarios. con estruc­
turas de modelos ARMA para el proceso de ruido. 

Consideraciones Preliminares 

En much as situaciones prácucas. el m on i­
toreo de un proceso no estacionario Zt ' muestra 
que la varianza del ruido que contamina la señ al, 
cambia frecuentemente . Cuando es necesario to­
mar decisiones instantáneas para adaptar un fil ­
tro y eliminar el ruido presente en la señal, se re ­
quiere estimar la varianza en cada momento t. 
Russell[2J, propone en estos casos como alterna­
tiva. la siguiente expresión: 

'2 
' 2 P ' 2 a = 2 donde: p 

n - 1 
( 1) 

Esta expres ión es válida para procesos con 
ruido b lanco gaussiano e intervalos d e muestreo 
pequeños. en comparación con los cambios rea­
les de los niveles del proceso. Planteando ade­

más. que para 3 ~ n ~ 15 (recomendando n = 5) la 

Rev. Téc. Jng. Univ. Zulla. Vol. 24. No. 1, 2001 



69 E l es tadístico de Durbin-Watson para estim ar la varianza en procesos estocásticos 

ecuación responderá ba stante bien a los cambios 
de varianza del proceso. con valores estimados 
muy cercanos a los reales. Russell [21 además 
propone, que el valor de la varianza puede mante­
nerse actualizado, calculando p2 por el siguiente 
modelo de suavizado exponencial. 

(2) 

La proposición de Russell se basa en que. 
en ellirnite. para n grande. en un proceso estacio­
nario. con desviaciones a leatoIias distIibuldas 
simétIicamente, 0'2 y p2 se relacion an así: 

(3) 

(4) 

don de Z, = (~ - :z).De acuerdo con esto. en elli­

mite. la varianza del proceso está dada por 
0'2 =p2 /2 y puede ser calculada cu ando p2 es co­
nocido . 

Planteamiento del Problema 

La expresión (1 ) surge de el estadístico de 
Durbin-Watson. usado para detectar autocorre­
!ación de primer orden en los errores de un mode­
lo de regresión. los cuales se supon en, variables 
aleatoIias independientes. con media cero y va­
rianza constante [16] . La expresión par dw es: 

I(e. - e._,f
dw = r--,,-2----=-___~

I e,2 (5) 

1" 

El desarrollo del numerador de la expresión 
anterior, genera otra expresión aproximada y 
muy titi} para dw. ésta es: 

dw == 2(1 - r;) (6) 

Siendo r l el coeficiente de a u locorrela ción 
estimado de primer orden, el estadístico tiene u n 
rango de O a 4 . Cuando los errores son indepen­
dientes: 

dw=2. (7) 

Para apreciar !a coincidencia entre dw y la 
expresión propuesta por Russell, la ecuación (5) 
puede también escribirse de laslgulente manera: 

~ t~ -~r . t~ 
dw = - 2 donde: p2 = ' 2 Y s - = ~ (8) 

s n- l n - l 

Igualando (7) y (8). 

(9) 
n -1 

Comparando (9) con O). se observa que la 
expresión de Russell es dw. aplicado de manera 
secu encial , a las n tiltimas observaciones de un 
proceso estocástico Z[ . El proceso Zt ' estaria re­

presentado por el modelo: ~ = M[ + Et • donde Mt es 
la componen te determlnístlca y EteS ruido blanco 
gaussiano. 

En este tra bajo. será considerado para el 
proceso de ruido, la estructura del modeio 
ARMA(p.q) . El ruido llamado ahora X t . estará 
dado por: 

~Ct_ 2 -oo . - bcft - q (10) 

y el modelo del proceso a ser considerado será: 
~ = M[ +XI' donde Mt. igual que antes, es la com­
ponente determinística. Xt =ct es el caso particu­
lar propuesto por Russell y dado por (1 ) y Xtigual 
a (10). es el caso general que se desea detenninar. 

Después de los planteamientos anteriores, 
el objetivo del presente trabajo es proponer el es­
tadístico de Durbin-WaLson, para estimar la va­
rianza en procesos no estacionarios con estruc­
turas de modelos ARMA para el proceso de ruido. 

Para ilustrar el planteamiento h echo por 
Russell [2 ], es necesario considerar pIimero u n 
proceso de ruido blanco Zt = Et • por lo tanto , 
E(Zt) = O \j t Y V{Zt) = 0'2 '\f t. 

Sea Dt un n uevo proceso originado de tomar 
la primera diferencia del proceso Z[ . entonces : 

La m edia y la varianza de este nuevo proce­
so seran: 
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(11) V(Dt ) =V(Zt- Z¡-l 1= V(( Mt- Mt-l 1+ (e¡ - E¡_ 1 1] 
= V(E¡ - Et _ 1 ) = 2a2 (20) 

(1 2) 
Igualando (1 9) Y (20) se tiene: 

Por otro lado: 

(13) 

Igualando (1 2) Y (1 3) se tiene que: 

(14) 

Considerando ahora, un proceso estocás ti­
co no estacionario representado por el modelo 
Z t =ML + Et , donde Mt es la componente del rmi ­

rustica. la cual puede ser cualquier func ión del 
tiempo y Et , ru ido blanco. 

La media y la varianza de Z t son respectiva­
mente: 

(15) 

(16) 

Sea Dt un n uevo proceso originado de lomar 
la primera diferencia del proceso Zt ' enton ces: 
D( =Z; - Zt- 1 con t =2.3,4, .. . 

Igualmente: 

Dt = Mt + Et - (Mt - 1 + et - 1 )= (Mt - M¡ - 1 ) + 
(E( - Et _ l ) 

La media del proceso D I es: 

E(D¡) =E !( M ( - M I _ 1 ) + (e ( - Et _ 1 ) J =Mt - M ( - 1 

(17) 

Par intervalos de muestreo m uy peque­
ños: 

(18) 

Tomando en cuenta (18) la varianza del pro­
ceso D t sera: 

(1 9) 

Por el otro lado: 

Comparando la s dos secuen cias anteriores. 
e observa que la propuesta de Russell consiste 

en que. para observaciones muy cercanas. el pro­

ceso Zt =Mt + Else aproxima a Z¡ =Et . pennitlendo 
obtener una aproximación del estimado de la va­
rianza. El caso general correspon de enlonces a 
un proceso representado por Zt = MI + X t • donde 
ahora el ruido X t es un proceso ARMA(p.q) con 
E(Xt ) = O '¡f t Y varianza V{Xt ) = a/. Entonces: 

E(Z¡1	=E(M ¡ + XL ) = M ¡ Y V{Zt} = V{Mt + X t ) 

= V{Xt ) = a} (21) 

Siendo Dt =Zt -Zt - l ' por (18) E(Dt ) :: O y por 
. .. 2 
(19) V{D! ) = p 

Pero ahora: 

V{Dt ) = V{Zt - Zt _ 1 ) = VI(Mt - M t _ 1 l +fXt - ~- 1 )] 

= V{Xt - X t - 1 ) 

y 

vrX ¡ - X t _ 1 ) = V{Xt ) + V{ X¡ - 1 ) - 2cov(X t ' 1 ) X t ­

entonces: 

(22) 

Dividiendo ambos lados por la varianza, 
a}.del proceso ARMA(p.q). se tiene: 

2 2cov(x, x,) p2
~ = 2 - . - 1 => -:- = 2(1 - ~ ) (23) 
s.~ o: o; 

Por lo tanto. la varianza del proceso Zt será: 

12 2 	 (24 ) °x = DW ' P 

Para n observaciones del proceso, Zl • ~ ,'" 
Zn ' el problema consis te en tonces, en estimar el 
factor l/DW, usando l / d w. para el cual habrá 
que determinar el valor estimado ~ = en unr l 

proceso ARMA(p,q) . 
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Solución del Problema 

El valor de ~ puede ser obtenido. partiendo 

de la función de autocovarianzas del proceso 
ARMA dada por Cryer [ 17]. 

2
Yo = o ¡ Y¡ + ~Y2 +...+ ~Yp- 0- (_ 1 + b¡(j)¡ + ~<P2 + 

.. . + bq(jlq ) 

2 
Y¡ = 	o ¡Yo + ~Y¡ +... + ~Yp -l - o- lb! + b..2<P ¡ + 

b3<fl2 + ... + bq<pq_ 1 ) 

2
Yp = o ¡ Yp_ ¡ + ~Yp _ 2 +.. . + ~Yo - 0- (bq + 

b q + ¡(jl¡ + b q + 2(j)2 +... + bq(jlq _p) 

Siendo 0-
2 

= V(Ct l. y 

(j)¡ = - b ¡ + a ¡ 

<fl2 = - b..2 + ~ + a¡ <P ¡ 

donde: <Pj =O paraj < OY bj =O paraj > q . 

Haciendo: 

Llegamos a: 

Llamando A a la m atriz de los coeficientes 

~ y Yal vector columna de covarian7..as. se tiene: 

(25) 

Donde la matriz A tiene la forma general 
que puede observarse en la Figura r. 

Resolviendo el sistema. se obtienen los co­
cienles 'I /--cr2 y luego:p 

- al -~ -~ -~ 

-al (1 - ~ ) -<la -a4 -a" 
-~ -(al +~) (l - a4 ) -as -a" - 1 -~ 

-( a l + as) (l- as) - °p _1 -~ 

- (al + eL¡) -~ 

-(a,, -6+ ~) - al 

- (a,, -4 + a,, ) -al 

-(~ - 2 + ~) - ~-3 -al 1 

-a" - a,,- 1 - a,, - 2 - ~-3 - ~-4 - ~-5 -~-6 

Figura 1. Forma general de la matriz A. 
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(26) 

Identificada la estructura y estimados los 
coeficienles del modelo ARMA de ruido , basándo­
se en la serie observada Z¡ ,q ,... Zn • un valor es­

limado ~ se podrá obtener por la expresión (26). 

Considerando que muchas situaciones 
prácticas son descritas satisfactoriamente por 
modelos ARMA con p y q S; 2 [18). par una es­
tructuraARMA(2.2) el sistema de ecuaciones es: 

En este caso: 

Resolviendo el sistema se tiene : 

Yo (1 + ~)qH¡ + (a.¿H¡ + Ho Hl - a.¿ ) 
2 _a = (1 + ~K(1 - ~)2 - an 

y, l1¡~H2 + l1¡Ho + (1 - ~)H; 
2 _a = (1 + ~K(I-~)2 -an 

Y!- 2R1 se obtien e por el cociente Yi--a y des­
o 2 
-a 

pués: 

Así, la varianza del proceso ARMA(2,2) ven­
drá dada por la ecuación (28) que se muestra en 
el recuadro: 

Una expresión m uy utilizada es la del pro­
ceso ARMA(1 , 1). para este caso, ~ y H2 = b.;¿ . son 
iguales a cero, por lo que: 

(29) 

donde <p 1 = - b¡ + a¡ => Ho = - 1 - b/ + a l b¡ y 
H 1 =b¡ 

De manera similar pueden obtenerse ex­
pres iones para otros m odelos ARMA. 

Para un proceso de ruido AR(pl, el sistema 
de ecuaciones dado por (25) pasa a ser: 

(30) 

Para un proceso MA(q) , la matriz A es la ma­
triz identidad y el vector Hes; 

2Ho = (-1 - b / - b.;¿2 - ... - bq ) 

De tal manera que, la varianza de un p roce­
so MA(q) viene dada por: 

h 2 b 2 _b2 
2 "1 2 ·· · q 2 

2 

_ 1 - - ­

a x = 2(- 1 - q - q2 - b; + b2q - ... _ b
q 

+ bqbq_
J

) • P 

(31) 

Ejemplo 

Con el propósito de ilustrar el resultado de 
estimar la varianza en un proceso estocástico 
Zt = Mt + X t , u tllizando la expresión encontrada en 
(29). se presen ta un ejemplo con datos generad os 
artificialmente [1 9 , 20). La p arte s u perior de la 
Figu ra 2 . simula 198 observa ciones de una serie 

(28) 
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de tiempo, la linea continua, es la componente 
deten ninística ~y descrtbe el camino qu e seguI­
ría la serie de tiempo, en caso de no existir varia­
btlldad. Esta línea está dada por la función: 

Mt = 10 + 2 .sen (n .t/30) + t/5 hasta el momento 
t = 159 Y de allí en adelante por: Mt = 20 + 
20.e- t.sen t. 

Las fluctuaciones superpuestas alrededor 
de M( representan el ruido o perturbaciones alea ­
tortas que distorsjonan la señal. El ruido Xt utili­
zado en la simulación fue un procesoARMA(I, 1) 

dado por: X t = 0.80 X t _ 1 + Et - 0.30c t _ l ' con va­
rianza para la com ponente aleatoria, Et ' igual a 
0'2 = 1.5 hasta el momento t = 80. despues del 
cual, se cambió a 0'2 = 3. De esta manera. las va­
rianzas teóricas del proceso de ruido serán 
cr} = 2.54 hasta l = 80 Y después. O'} = 5 .07 . 

Puede apreciarse también en la Figura 2 
que. la serie de tiempo desde t = 1 hasta t = 80. 
a u menta 6 unidades y despues. aumenta 12 uni­

dades h asta llegar a t = 160. Luego. la señal cae 
bruscamente y se estabiliza hasta el final. El in­

cremen to de la serie por u nidad de tiempo has ta t 
= 80. es a proximadamente de 0 .075 unidades y 
de allí hasta t = 160 es de 0 .15 unidades, por esta 
razón . para el cálculo de los estimados de varian­
za, se decidió usar intervalos de m uestreo igual a 
0.05 unidades de tiem po. El primer valor estima­
do p2 se obtuvo con las primeras 60 observacio­
nes, expresión (1). de allí en adelante . de manera 
secuenCial. s e obtuvo por (2). El valor n =60 fue 
seleccionado. tomando en cuenta que es el míni­
mo recomendado para la identificación de un mo­
delo ARMA (2 1). 

La. parte inferior de la Figura 2 muestra las 
varianzas estimadas en cada instante t. usando 
la expresión (29) y la expresión propuesta por 
RusseD. Puede n olarse como los valores estima­
dos a partir de (29). se encu entran a lrededor de 
los v¡ilores reales. por lo tanto. en promedio se 
aproximan a O'} = 2.54 Y 0'/ = 5 .07 . Más abajo. se 

30 ~--~--~----~--~ 

o 25 r----+----~----r--­
o.. 
E 
~ 20 1 ----~-----+----~-­

:¡::; 

20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 
tiempo 

600 800 1000 1200 1400 1600 1800 
número de muestreos 

Figura 2. Serie de tiempo con ruido igual a X, = 0.80X' _l + E,- O.30E,_ I Yvarianza estimada 
usando la expresión (29). Datos generados artificialmente. 
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