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Abstract

The Durbin-Watson statistic (dw), can be used to instantaneously estimate variance at any moment
in a non-stationary stochastic process, for which the random component, ¢, is white noise. In this case,
the method is based on the fact that dw = 2. Considering that some practical situations can present more
complex noise structures, this paper, proposes the use dw to estimate the variance of non-stationary pro-
cesses, with ARMA(p,q) structures for noise processing. In this general case, the method needs to deter-
mine dw of the ARMA process. Once the structure of the ARMA model is known and its coefficients are es-
timated, dw is obtained solving the following system of linear equations: 1/ -62y= A" H, where ¢? is the
variance of the component ¢ of the ARMA model, y is the autocovariances vector, A is the square matrix
formed by the autoregressive coefficients and H, is a vector formed for the autoregressive part and by mov-
ing average coefficients. For a ARMA(2,2) process, the system consists of three linear equations with three
unknowns. An illustrative example with data generated randomly, shows that the method provides values
that are very close to the true variance value.
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El estadistico de Durbin-Watson para estimar
la varianza instantanea de procesos estocasticos
no estacionarios con estructuras ARMA
para el proceso de ruido

Resumen

El estadistico de Durbin-Watson (dw), puede utilizarse para estimar la varianza de manera instan-
tanea en cualquier momento de un proceso estocastico no estacionario, cuya componente aleatoria, ¢¢, es
ruido blanco. En este caso, el método se basa en que dw = 2. Considerando que algunas situaciones prac-
ticas pueden presentar estructuras de ruido mas complejas, en este trabajo se propone el uso de dw para
estimar la varianza en procesos no estacionarios, con estructuras ARMA(p,q) para el proceso de ruido. En
este caso general, el método requiere determinar dw para el proceso ARMA. Identificada la estructura y
estimados los coeficientes del modelo ARMA de ruido, dw se obtiene resolviendo el siguiente sistema de
ecuaciones lineales: 1/ -2 = Al H, donde o2 es lavarianza de la componente g¢del modelo, y es el vector de
autocovarianzas, A es la matriz cuadrada formada por los coeficientes autoregresivos y H, es el vector de
coeficientes de la parte autoregresiva y de medias moviles. Para un proceso ARMA(2,2), se obtiene un sis-
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tema de tres ecuaciones lineales con tres incognitas. Un ejemplo ilustrativo con datos generados aleato-
riamente, muestra que el método proporciona valores cercanos al verdadero valor de la varianza.

Palabras clave: Proceso no estacionario, Estadistico de Durbin-Watson y Modelos ARMA(p,q).

Introduccion

Muchos procesos estocasticos no estacio-
narios pueden explicarse por la suma de dos
componentes: la parte deterministica, llamada
senal y, la variacion aleatoria llamada ruido,
cuya amplitud es medida por su varianza. El
efecto resultante de ambas componentes, es una
sucesion de observaciones que fluctiian alrede-
dor del verdadero valor. Por razones de sencillez,
es muy comun suponer, que las perturbaciones
de la senal producidas por el proceso de ruido
son independientes, con media cero, varianza
constante y distribuidas normalmente. El mode-
lo autoregresivo de primer orden, también se ha
considerado razonable para describir el ruido y
su uso se ha mantenido en el tiempo [1], pero es
obvio que, en el analisis practico, situaciones de
autocorrelacion mas complicadas, se pueden
presentar con frecuencia. Un modelo general,
que puede describir cualquier proceso de ruido,
es el modelo ARMA(p,q).

El uso generalizado de analizadores auto-
maticos, instrumentos para el registro automati-
co de mediciones y la alta velocidad-capacidad de
procesamiento del computador, han incrementa-
do el volumen de datos y modificado el analisis de
un proceso estocastico a una manera mas opera-
cional, como por ejemplo, la estimacion de un
modelo en cada instante de tiempo, para predecir
observaciones futuras segun cambios recientes
observados o detectar cambios en el patron de
comportamiento de la serie, para tomar decisio-
nes correctivas inmediatas.

En muchas situaciones reales [2], el moni-
toreo de un proceso no estacionario, muestra que
la varianza del ruido que contamina la senal,
cambia frecuentemente. Cuando es necesario to-
mar decisiones instantidneas para adaptar un fil-
tro y eliminar el ruido presente en la senal, se re-
quiere estimar la varianza en el mismo momento
en que los datos se estan recibiendo en cada ins-
tante de tiempo. Russell [2] propone en estos ca-
sos como alternativa, un método aproximado,
que contempla la estimacion de la varianza por
una expresion, basada en las desviaciones entre

observaciones consecutivas del proceso y valida,
para procesos con ruido blanco gaussiano.

La expresion propuesta por Russell [2], sur-
ge de el estadistico de Durbin-Watson (dw), usa-
do para probar la presencia de autocorrelacion
de primer orden en los residuales de una ecua-
cién de regresion. Se han realizado diversos estu-
dios adicionales sobre este estadistico, la prueba
se ha generalizado para autocorrelacion de cual-
quier orden [3,4] y muchos otros estudios que
amplian su aplicacion, pero generalmente, en el
contexto de residuales, modelos de regresion y
series de tiempo [5-15], por lo tanto, su utilidad
practica para estimar la varianza es otra impor-
tante aplicacion de dw.

Conocida entonces, la importancia practica
de dw, en el calculo instantaneo de la varianza de
procesos no estacionarios con ruido blanco gaus-
siano y la posibilidad de encontrar procesos de
ruido con estructuras mas complejas, el objetivo
del presente trabajo es proponer el estadistico de
Durbin-Watson, para estimar la varianza en pro-
cesos estocasticos no estacionarios, con estruc-
turas de modelos ARMA para el proceso de ruido.

Consideraciones Preliminares

En muchas situaciones practicas, el moni-
toreo de un proceso no estacionario Z; , muestra
que la varianza del ruido que contamina la sefal,
cambia frecuentemente. Cuando es necesario to-
mar decisiones instantaneas para adaptar un fil-
tro y eliminar el ruido presente en la senal, se re-
quiere estimar la varianza en cada momento t.
Russell [2], propone en estos casos como alterna-
tiva, la siguiente expresion:

>

2 PAL B My
§* = —donde: p? =2—— e (1)

N

Esta expresion es valida para procesos con
ruido blanco gaussiano e intervalos de muestreo
pequerios, en comparaciéon con los cambios rea-
les de los niveles del proceso. Planteando ade-
mas, que para3 <n< 15 (recomendando n=5) la
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ecuacion respondera bastante bien a los cambios
de varianza del proceso, con valores estimados
muy cercanos a los reales. Russell [2] ademas
propone, que el valor de la varianza puede mante-
nerse actualizado, calculando p* por el siguiente
modelo de suavizado exponencial.

"2__1 _ 2 “_l)“2
b= e —af (1= 2o, @

La proposicion de Russell se basa en que,
en el limite, para n grande, en un proceso estacio-
nario, con desviaciones aleatorias distribuidas
simétricamente, o> y p2 se relacionan asi:

1
lge® =2 2% -

2
lim p? :;Ezf (4)

n =

donde Z, = (ZL = E). De acuerdo con esto, en el li-

mite, la varianza del proceso esta dada por

o2 = p2 /2 y puede ser calculada cuando p2 es co-
nocido.

Planteamiento del Problema

La expresion (1) surge de el estadistico de
Durbin-Watson, usado para detectar autocorre-
lacion de primer orden en los errores de un mode-
lo de regresion, los cuales se suponen, variables
aleatorias independientes, con media cero y va-
rianza constante [16]. La expresion para dw es:

Se-e.f
dip =B (5)

e’
fel

El desarrollo del numerador de la expresion
anterior, genera otra expresion aproximada y
muy 1util para dw, ésta es:

dw =21 —r) 6)

Siendo r; el coeficiente de autocorrelaciéon
estimado de primer orden, el estadistico tiene un
rango de O a 4. Cuando los errores son indepen-
dientes:

dw =2, (7)

Para apreciar la coincidencia entre dw y la
expresion propuesta por Russell, la ecuacion (5)
puede también escribirse de la siguiente manera:

2 E [e! = 1—1)2 geiz

dw = donde: p? =22———ys? =—(8
w e onde: p o' ys n—l(]

Igualando (7) y (8).

n

~

[ez _et—l)2
=2=s2 =“—donde: p? = ‘ig——n_l 9

o

w
»
0|3,

Comparando (9) con (1), se observa que la
expresion de Russell es dw, aplicado de manera
secuencial, a las n altimas observaciones de un
proceso estocastico Z,. El proceso Z;, eslaria re-
presentado por el modelo: Z, =M, +¢,, donde M, es
la componente deterministica y €, es ruido blanco
gaussiano.

En este trabajo, serd considerado para el
proceso de ruido, la estructura del modelo
ARMA(p.qg). El ruido llamado ahora X,, estara
dado por:

X=X, | +@X _o+..+ apX[_p+ g~ byg,_q-

bzct_z—...—qu;,“q (10)

y €l modelo del proceso a ser considerado sera:
Z,=M,+X,, donde M,, igual que antes, es la com-
ponente deterministica. X, = ¢, es el caso particu-
lar propuesto por Russell y dado por (1) y X, igual
a(10), es el caso general que se desea determinar.
Después de los planteamientos anteriores,
el objetivo del presente trabajo es proponer el es-
tadistico de Durbin-Watson, para estimar la va-
rianza en procesos no estacionarios con estruc-
turas de modelos ARMA para el proceso de ruido.

Para ilustrar el planteamiento hecho por
Russell [2], es necesario considerar primero un
proceso de ruido blanco Z; = g, , por lo tanto,
EZ)=0V tyVIZ)=c>V t.

Sea D,un nuevo proceso originado de tomar
la primera diferencia del proceso Z, , entonces:

Di=2Z-2,_,cont=2,3,4,..

La media y la varianza de este nuevo proce-
SO seran:
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ED,) =E(Z,-Z,_,)=Elg)-Elg;_1)=0 (11)
VID,) =VIZ,-Z, ;) = 6+ 6% = 26> (12)
Por otro lado:

VID,) = E [D,- E(D,)*= E [DJ* y
ED)=E2-7_,)*=¢ (13)

Igualando (12) y (13) se tiene que:

2
202=p2:>02=% (14)

Considerando ahora, un proceso estocasti-
co no estacionario representado por el modelo

Z, =M, + g, donde M, es la componente determi-
nistica, la cual puede ser cualquier funcion del
tiempo y ¢,, ruido blanco.

La media y la varianza de Z, son respectiva-
mente:

E(Z) = E{ M+ ¢,) = E(M,) + Elg,;) = M, (15)

VIZ) =VIM,+¢,) = VIe,) = 6° (16)

Sea D,un nuevo proceso originado de tomar
la primera diferencia del proceso Z, , entonces:
D,=2,-2,_,cont=2,3,4,..

Igualmente:

Di=M+ e~ (M_y+e, )= (M-M,_,)+
(er—€r-1)

La media del proceso D, es:

ED) =EUM-M_)+ (€ -e_ 1) =M-M,_,
' (17)

Para intervalos de muestreo muy peque-
Nos:

M,=M,_,yasi E(D;)=0 (18)

Tomando en cuenta (18) la varianza del pro-
ceso D, sera:

VID,) = E[D,- E(D,)I*=E[D2] y
EDP=EZ-2_,7=0 (19)

Por el otro lado:

VID)=WVIZ-Z,_,)=VI(M-M;_;) + (e,— ¢ )]
=Vle - g, ) = 26° (20)

Igualando (19) y (20) se tiene:

2
202: 2 2:p
P =0 —2

Comparando las dos secuencias anteriores,
se observa que la propuesta de Russell consiste
en que, para observaciones muy cercanas, el pro-
ceso Z, = M, + ¢, se aproxima a Z = ¢, permitiendo
obtener una aproximacion del estimado de la va-
rianza. El caso general corresponde entonces a
un proceso representado por Z, = M, + X, , donde
ahora el ruido X, es un proceso ARMA(p,q) con
E(X;) =0 VY ty varianza VIX,) = cxz. Entonces:

EZ,) = EM,+ X;) = M, y VIZ;) = VIM; + X,)

= ViXl=62 (21)

Siendo D,=Z.~Z,_,,por(18) E(D,) =0y por
(19) ID,) = p?

Pero ahora:

VID)=VIZ-Z,_,)=VIM-M,_ | )+X -X; )]
=VIX,-X;_,)

y

VIX,-X,_)=VIX,)+ V[ X,_;)-2cov(X;, X, _,)
entonces:

p% = 20,2 - 2cov(X,, X,_;) (22)

Dividiendo ambos lados por la varianza,
cxz_ del proceso ARMA(p.q), se tiene:

2 2covix,x ) p?
Pr=2- TRl b —-R) @29)
Por lo tanto, la varianza del proceso Z; sera:
e = p? (24)
* DW

Para n observaciones del proceso, Z; , Z, ,...
Z, , el problema consiste entonces, en estimar el
factor 1/DW, usando 1/dw, para el cual habra
que determinar el valor estimado R =r) en un

proceso ARMA(p,q).
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Solucion del Problema

Elvalor de R puede ser obtenido, partiendo

de la funcion de autocovarianzas del proceso
ARMA dada por Cryer [17].

2
Y0 = Q1Y) + Gg¥g +..t Q= © (-1 + byp; + by, +
et bq(pq)

2
V1= Giyg + GgYy +e + ApYp 1 - O (by + byo, +
by, +... + bq‘Pq_ 1)

2
Yp=QYp_ 1+ Gg¥p_g +u + Qgig- O (bq +
by 191+ bgyo9g +... + Byog _p)

Siendo o2 = Vig,), y
¢p=1
¢y=-by+a

Gp=—by+ ag+ a0,

Oy= Byt A0y pte ¥ 195y

donde: ¢;=0para j<Oy b;=0paraj>q.

Haciendo:

Hy = (by + byoy + baog +...+ by _ 1)

Hy=(bg+ by, 1901+ by, 002 +...4 by _p)

Llegamos a:

2
Yo~ Q1Y ~ GgYp —... — Ayy,=— 0" Hy
A 3 2
Y1~ QiYo~ Qg1 —- —Qplp_1=—0 H,
N A v = 52H
Yp— Q¥p- 1~ Gp¥p_g— — Qplg == 0 H,

Llamando A a la matriz de los coeficientes
a,yy alvector columna de covarianzas, se tiene:

1
Ay =—’H= —ir =4 'H (25)

Donde la matriz A tiene la forma general
que puede observarse en la Figura 1.

Resolviendo el sistema, se obtienen los co-
cientes v, /—02 y luego:

1 —a, —a, -z a4,
! (1-a,) —ag —Q —a,
—a —{a, + a3) 1-a,) - Qs —Qy_ -a,
-(a;+a5) (1-ag) -, -a,
-la, + a7) -a,
: - 1
—a,_¢+ ay) -aq 1
—a,_ 4+ ap) -a; 1
-a, 2+ a,) -a,_; . : -a, 1
-a, =ity 1 -a,_g —ap_3 -—a,_., ~Qp_s -a,_g 1 J

Figura 1. Forma general de la matriz A.
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‘//

R =12 (26)

i

Identificada la estructura y estimados los
coeficientes del modelo ARMA de ruido, basando-
se en la serie observada Z, , %, ,... Z, un valor es-
timado R se podra obtener por la expresion (26).

Considerando que muchas situaciones
practicas son descritas satisfactoriamente por
modelos ARMA con py g < 2 [18], para una es-
tructura ARMA(2,2) el sistema de ecuaciones es;

=1

) 7o 1 -G -a, H,
/=%y, |=|4 (Q-a) O H
Va ) G i H,

En este caso:
2k
pr=-bytayygy=-by+a-ab +a

Hy=-1-b,%+ a;b, - by> + ayb, — a;b, b, +
2
bya,
Hy=by-byby+ bya; y Hy= by
Resolviendo el sistema se tiene:

Yo _(+a)aH + (@ H, + H))1 - a)
2 .

~o 1+aXi-a) -a’)

¥ _ aaH, +qH, +(1-a)H,
<" 1+ ali-af -q)

Y g

R, se obtiene por el cociente Ve / y des-

pués:

aa,H, + aH, + (1 - a3)H,
=21- 7
&= 2{‘ u+a»qH,+(a2H2+Hom—agl] vl

Asi, la varianza del proceso ARMA(2,2) ven-
dra dada por la ecuacion (28) que se muestra en
el recuadro:

Una expresiéon muy utilizada es la del pro-
ceso ARMA(1,1), para este caso, ay y Hy = by, son
iguales a cero, por lo que:

H, + qH,
= “p*
" oA(H, - H)i-a)

(29)

donde ¢; =~ by + a; = Hy=— 1 - b> + a;by y
Hy = b,

De manera similar pueden obtenerse ex-
presiones para otros modelos ARMA.

Para un proceso de ruido AR(p), el sistema
de ecuaciones dado por (25) pasa a ser:

e (30)

Para un proceso MA(g), la matriz A es la ma-
triz identidad y el vector H es:

Hp=(-1-b;®-by? -.. - b?)

Hy = (by — byby — bgby —... =bybg _)

Hg = b,

De tal manera que, la varianza de un proce-
so MA(qg) viene dada por:

5. ~1-§ —bj-. b 2
BT T Y Y —— T R
(381)
Ejemplo

Con el proposito de ilustrar el resultado de
estimar la varianza en un proceso estocastico
Z;=M;+ X, utilizando la expresion encontrada en
(29), se presenta un ejemplo con datos generados
artificialmente [19, 20]. La parte superior de la
Figura 2, simula 198 observaciones de una serie

o2 (Hy +aH,)(1—a,)+ {1 +a,)aH,

O x

2((1 a -a,)H, —(1-a —a3 —aa,)H, +(a, —a3 - axa2)H2) p

(28)
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de tiempo, la linea continua, es la componente
deterministica M,y describe el camino que segui-
ria la serie de tiempo, en caso de no existir varia-
bilidad. Esta linea esta dada por la funcion:
M; = 10 + 2.sen(n.t/30) + t/5 hasta el momento
t = 159 y de alli en adelante por: M, = 20 +
20.¢ " sen t.

Las fluctuaciones superpuestas alrededor
de M, representan el ruido o perturbaciones alea-
torias que distorsionan la senal. El ruido X, utili-
zado en la simulacion fue un proceso ARMA(L, 1)
dado por: X; = 0.80 X;_ | +¢&,~0.30¢,_, , con va-
rianza para la componente aleatoria, g, , igual a
o2 = 1.5 hasta el momento ¢ = 80, despueés del
cual, se cambi6 a ¢” = 3. De esta manera, las va-
rianzas teodricas del proceso de ruido seran
6,2 = 2,54 hasta t = 80 y después, ¢,> = 5.07.

Puede apreciarse también en la Figura 2
que, la serie de tiempo desde t = 1 hasta t = 80,
aumenta 6 unidades y después, aumenta 12 uni-

dades hasta llegar a t = 160. Luego, la senal cae
bruscamente y se estabiliza hasta el final. El in-
cremento de la serie por unidad de tiempo hasta t
= 80, es aproximadamente de 0.075 unidades y
de alli hasta t= 160 es de 0.15 unidades, por esta
razon, para el calculo de los estimados de varian-
za, se decidi6 usar intervalos de muestreo igual a
0.05 unidades de tiempo. El primer valor estima-
do p* se obtuvo con las primeras 60 observacio-
nes, expresion (1), de alli en adelante, de manera
secuencial, se obtuvo por (2). El valor n = 60 fue
seleccionado, tomando en cuenta que es €l mini-
mo recomendado para la identificacion de un mo-
delo ARMA [21].

La parte inferior de la Figura 2 muestra las
varianzas estimadas en cada instante t, usando
la expresion (29) y la expresién propuesta por
Russell. Puede notarse como los valores estima-
dos a partir de (29), se encuentran alrededor de
los valores reales, por lo tanto, en promedio se
aproximan a 0X2 =2.64y ze =5.07. Mas abajo, se

30 r ‘ T
g 25 | 1 : f :
| N
E 20 |- E—— - _“'_\ | ‘,’s‘.,. o
[} ‘ Ay L M \l I/
© | Mo )
g 15 } M;fa:"hi I /;‘r(" V ' I '\‘ “’ 1
@ 10— | |
5 { | | | ' 1 __h
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
tiempo
8 o S ant
© } M
® 6 5.07 ik Mo g
- | | s { A
R e = T WL BRIV Lt e
8 4 p 2.54 | ‘ F i Rl ‘},‘ ¥ k.;"« T \f mw‘
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S ’ wﬁ: ““‘ . Y wh " ‘. # ¢
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Figura 2. Serie de tiempo con ruido igual a X,= 0.80X,_, + ¢,- 0.30¢,_, y varianza estimada
usando la expresion (29). Datos generados artificialmente.
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