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Abstract

Kobayashi (Jour. Phy. Soc. Japan 60 (1991), 1501, 1512) considered a gamma function generaliza-
tion T (i, v) is present in the difraction theory. Recently Al-Musallan and Kalla (Int. Trans. Sp. func. 7
(1998) 175-190 and Appl. Anal. 66 (1997), 173-187), considered a more general function involving the
confluent hypergeometric function F(a, b; c; 2).

DEeP) = v [ t“ "¢ PFla, bc;~t /v)dt, argu| < x,Re(u)> O.

In this paper we consider a function involving the confluent hypergeometric function ®(a, b, z).
DEEP) = [pt* e P dla, bivt)dt, largy| < 7, Re(u) > 0.

This function convert into a gamma function when p = land a = 0. We calculate D for some parame-

ter values, We also introduce the incomplete confluent gamma function and the complementary incom-
plete confluent gamma function associate with Dand we study their properties and recurrence relations.

Key words: Asymptotic series, confluent gamma function, incomplete confluent gamma function.

Algunos resultados sobre una nueva
generalizacion de la funcion gamma

Resumen

Kobayashi (Jour. Phy. Soc. Japan 60 (1991), 1501, 1512) considerd una generalizacién de la funcién
gamma, I (u, v), presente en la teoria de difracciones. Recientemente Al -Musallan y Kalla (Int. Trans. Sp.
func. 7 (1998) 175-190 and Appl. Anal. 66 (1997), 173-187), considerando una funcién mas general que
envuelve a la funcion hipergeométrica de Gauss Fla, b; c; z).

DEFeP) = v [Tt e "Fla, b;ci~t /v)dt, largu| < z,Refu)> 0.

En este trabajo consideramos la funcién gamma confluentes que envuelve la funcién hipergeométri-
ca confluente ®(a, b, z).

D(P) = [t e P Dla, byvt)dt, largu| < 7, Re(u) > O,
para la cual se hacen calculos de D para algunos valores de sus parametros y también son introducidas la

funcién gamma confluente incompleta y la funciéon gamma confluente incompleta complementaria aso-
ciadas con D, y estudiamos sus propiedades y relaciones de recurrencias.

Palabras clave: Series asintoéticas, funcion gamma confluente, funcion gamma confluente

incompleta.
1. Introduccion cual sus propiedades son un pre-requisito para
" el estudio de otras funciones especiales, como la
Unas de la funciones especiales mas sim- funcién cilindrica y la funcién hipergeomeétrica.

ples ¢ importantes es la funcion gamma, de la La funcién gamma es usada para definir algunas

Rev. Téc. Ing. Univ. Zulia. Vol. 24, No. 2, 2001



Una nueva generalizacion de la funcion Gamma

93

distribuciones de probabilidad [1], para evaluar
integrales [2], entre otras.

Kobayashy [3] Considerdé una generaliza-
cién de la funcién gamma.

u-1_-t

¢
Ll )= ooy

dt, fargv| < 7,Refw)> 0, (1)
donde mes un entero positivo y la funcion I, (u, v)
es llamada la funciébn gamma generalizada.
Cuandom = Oen (1), se reduce a la bien conocida
funcién gamma.

Mu) = [ft* e 'dt, Re(u)> 0. (2)

Recientemente Al-Musallan y Kalla [4, 5]
considerando una integral mas general que en-
vuelve al afuncién hipergeométrica de Gauss:

DEery = v S t* e P Fla, by c;—t /v)dt,
largv| < 7, Re(u) > 0. ©)

en donde si b = cy p = 1se obtiene (1). En dicho
trabajo se establecieron algunas propiedades
analiticas incluyendo, relaciones de recurrencia,
calculo de algunos valores de sus parametros, la
expansion asintética para la funcién gamma con-
fluente y la funciéon gamma confluente incomple-
ta asociada con D.

En este trabajo se considera una funcién
que envuelve la funcién hipergeométrica con-
fluente ®(a, b, z), y ademas se introduce la fun-
cion gamma confluente incompleta complemen-
taria asociada con D con sus respectivas propie-
dades y relaciones de recurrencia,

2. La Funciéon Gamma Confluente

Tomamos

w ={uGC:}argu|<:rr}yVlg ={u€C:Rc(u]> 0}

Definicién 1

Sea a, by pnumeros complejos, con b # Oy
Re(p) > 0, se define

DR = [t e P D(a, bvt)dt, u E W, v EW, (4)

donde ®(a,b,vt) es la funcién hipergeométrica
confluente [6,p.260(9.9.1)].

Sia = 0y p = len (4) y usando el desarrollo en se-
rie de @, obtenemos (2).
Teorema

D es analitica en el dominio W y W,.

Prueba:

La integral en la definicion de D puede ser
escrita como:

L
[ 4% Cala, by Dyt + f7 e ™ bla. br vt

Para la prueba analitica de D es suficiente
mostrar que cada una de las integrales arriba son
uniformemente convergentes sobre subseccio-
nes compactas del dominio W, y W, visto que

_P v
t™ e td(a, b:?) y t* e "®(a, b;vt) son continuas

sobre|[l, @) X W, y[1, ®) x W y analiticas en el domi-
nio W y W, paracadat> 1l Paratalfinsea A, y
A, una seccion compacta de W, y W, respectiva-
mente y sea:

K = xl'g?x{lvuv“]}. 1 = max Re(u),

u, =i — min{Re{a)} yL= IUEEIM'

Tenemos para valores grandes de |2 que,
Ola,b;z) = Az + O(z*™)

en donde ). es una constante,
Entonces podemos escoger un numero real

2
M>0yunm‘1meroreald>lyd>-Edemodo
quesit>d

o a+l
|‘I’(Cl.b‘. Ud <A J::ul) +M t|:e(a)-L

IA

) p°
(4 2 2) 12

K

K
< (lll+ M T) —tha)

K
< (|A|+ A{K)W
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entonces

K
|t e @la by vt) = (LR e RP) (7] + ME) e

< K(A|+ MK) 2"l Relpt

para t> d.

Dado que el dado derecho obtenido es
independiente de la ubicacién de uy de ven A, y
A, respectivamente y dado que J[" t*2 e "' dt < »

vemos que [, t“"'e " ®(a, b; vt)dt es uniformemen-
te convergente sobre A, y A,.

Por otro lado, sit > d entonces

£‘zl‘L>dL
15}
> 2, con lo cual

» P n
) I )

Znib), \t

Bl (),
< ) t B, o | S
=rUe 2,

_Relp) 1
=t"le t <I>{Ial,|b|:5)

entonces
_Be(p)
Frode ©odt = [T e R Pt < o

~u-l

B v
sucede que [ t e 1 ®(a, b; ?)dt es uniformemen-

te convergente. Esto completa la prueba.

Proposicién
Sean a, by p, entonces D tiene la represen-

tacion:

ab, p
u,v

P
) &= v'“f;t“‘le_["}!d)(a, b; vt)dt

Prueba:

Seav > Oy haciendo el cambio s = vt, se tie-
ne:

oS0

u,v

de lo cual resulta

: b, R £ 4

dado que la integral de la derecha define una fun-
cién analitica en uy ven el dominio W, y W, y coin-
cide con Den el dominiov > Oy W, el resultado se
sigue del principio de continuacion analitica.

3. Célculo de D para algunos
valores de sus parametros

Usando valores particularesde ay de ben D
y algunos casos especiales de @ tenemos:

i)Sib=aen (4)

D(a:ut'!.vp) = [jt* e P ®la, a; vt)dt (5)

usando el resultado [6,p.271], y efectuando el
cambio de variable x = (p — v}t resulta:

(a:a,p)_ 1
wo /= (p-vf

I'(w) (6)

ii) Sia=1y b=2 en (4), y usando el siguien-
te caso particular dela funcién @ [6,p.271] se tie-
ne:

1:2- p _ u-l_-—pt e”‘ -1
D(wU)_f;t S
20l

realizando el cambio (p — v}t = x y escribiendo
u—2=(u-1 -1 resulta:

2p)y . 1 1 B
D(u,u)_v I:(p__ur—lr(u 1) pu_lf‘(u l)}

o7 [T G SR
D( u.v)‘” Fi 1’[(p—ur* pu_l] (7)

iii) Sia=1/2y b= 3/2 en (4) resulta:

13 13
Dl2'2'P =I§t““e""¢(§.§:vt)dt (8)
u,v

del resultado [6,p.272(9.13.1)], se tiene:
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13 Er f(2) a;b.p\ b ush g (P,

(D(E'E'—Zz) Shs- 9) D( o J =p2fit2 e & Jmp.(,(ut)dt (15)

en donde Er f(z) es la funcién Error. en donde M, , (vt) es la funcién de Whittaker.

Comparando (9) con la funcién hipergeo- vii) De [8,p.253(637)] es sabido que:

métrica confluente en (4), y efectuando el cambio

vt = —s. Dla, ¢, x) = e*Plc — a,c;—x) (16)
13 s la cual es conocida como la transformacion de
—iop| D 3

D{2'2" L5 en ‘K’ -s (10) Kummer.

u,v v 2'9’

Tomando s = t2 en (10)

13 o
AT ﬁ lr u-lg l 3
u,v

en donde a sustituir (9) se obtiene:

13 - =
D[E;E' p] 2(— 17‘ rtzu 20v Erf(tkl[ (11)
uw v

iv)Sia=-ny b= 1/2 en (4), siguiendo un
procedimiento similar al anterior y usando €l re-
sultado [6,p.273(9.13.8)], se obtiene:

1 "
-ni-,p|___2nl B
D[ "2 P = et Halthit (12

en donde H, (t)es el polinomio de Hermite de or-
den par. .

Sien (4) hacemos a=-ny b= 3/2 y usando
[6,p.273] se tiene:

—1'n!
(2n+ !

3
=, P
u,v

D

pt
[ot* e ¢ Hy,(t)dt  (13)

endonde H,_, (t)es el polinomio de Hermite de or-
den impar.

v) Haciendo a = -ny b = a + 1 y usando
[6,p.273(9.13.10)], resulta:

(—n;a+1.p) _ nl
u,v T (a+1),

[ot e P L (vt)dt (14)

en donde L (vt) es el polinomio de Laguerre.

vi) Usando el resultado [7,p.434(5)] en (4)
con z = vt:

Si ¢ = b en (4) resulta:
D(“Lb'vp ) = [t (b — a, b—vt)dt (17)

vii) Sia=1/2 + v, b=1 + 2v y usando
[8,p.265(9)] se tiene:

1

—+v;1+ 2,

5 v v, p
u,v

ix)Sia=1/2 +v, b=1 + 2v y usando
[8,p.265(10)], resulta:

L
=+ v+ 2,
1{2 ! v, D
u,v

4. La funciéon gamma confluente
incompleta generalizada
y la funcién gamma confluente
incompleta complementaria
generalizada

En la generalizacion (1), introducimos, para
w > 0, la funcién:

= 22"('-1')—yr(v +1)

pu)
Etu;.-q [ 2 .Jr(;t:)dt (18)

=22p'Tv+1)

[otele (pz I I ( )dt (19)

. b.
Dy (Z" 0.5,) = [Pt e P d(a, b; vt)dt

Re(p) > ORe(u)> Ojargu|< = (20)

la cual es llamada la funcién gamma incompleta
generalizada y su funcién complementaria.
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a; b, P .= u-1 —ptcp( b: )d i -qu] = - ‘“"[D“’( + 1)“
A PR = t* e a, b; vt)dt 2w D5l = —pw (L
Re(p) > O,Re(u)> 0,rgy| <z (21) va (a+Lb+1p (50
pb °\ u+luvw
y es llamada la funcion gamma incompleta com-
plementaria generalizada, de lo cual sigue: d ” " i
) ) ) E[e" D?] = pe™D? + w* dla, b vw) (31)
ab p\ _,(abp ab, p
D( M ) - D:)(”- ”-w)+ D:(“- ”'w) . Prueba

Si p=1ya=0 las ecuaciones (20) y (21) se
reducen a la funciéon gamma incompleta y la fun-
cion gamma complementaria respectivamente
[8,p.133]

ylu,w) = [ t*edt (23)

D(u, w) = [ t“e'dt (24)

Tenemos entonces a continuacién algunas
propiedades y relaciones de recurrencia de D)’ y
7 5 8

w

Teorema
Las siguientes ecuaciones son validas:

u

Dyu+1) = _u;) e ™d(a, b; vw)+ %D{," +

va a+Lb+1lp
E 0( u+luw ) (25)
Dilu+1) == e“’“’<b(a.b;vw)+%D:,+
va _(a+Lb+1lp
E w u+].v,w) (26)
%[w‘"D:] = —pw[Diu+1)-
va _(fa+Lb+Lp
b w( u+Lv.w )] &n
d
E[e-"‘”D:] = pe” D} — w"'®(a, b; vw) (28)
d d .
dw® = D <

Si ues sustituido poru + len (20), resulta:
Dy(u+1) = [t'e " d(a, b; vt)dt

integrando por partes y usando el resultado
[6,p.261(9.94)]:

u

u; e d(a, b; vw) +

D¥(u+1) = —
u u-1_-—pt
;’ot e"d’{a,b:vt)d£+

+ ﬁf;’t“e“"q)[a-i- Lb+ Lut)dt

lo cual se puede escribir como (25).

Para probar (26) en (25) cambiamos D por
D — Dy Dy (u+ 1)por Du + 1) — D (u + 1)de lo cual
resulta:

7

Diu+1)-Dj(u+1)=—- s e ™ d®(a, b, vw) +

“(D-Dp)+ —
p pb

a+Lb+1p J{a+Lb+1p
[D( u+lv )_Dw( u+low ﬂ

entonces:

u

Difu+1) ==
P

e P*®(a, b; vw) +
u_ . va__(fa+Lb+1lp
';Dw+EDw( u+low )

va

D(u+1)—%D——~D(a+kb+l'p)

pb u+lv

(32)

Por otro lado, si hacemosu =u+1len (4) e
integramos por partes, obtenemos:
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oeb)-

1 =
- ;U’;t ‘e P d(a, b; vi)dt +

+v %ﬁt“e""d’(a%— Lb+1 ut)dt}

lo cual podemos escribir como:

u fab p) va (a+lb+lp ‘a;b, p
;D( u,v ]_—ED( u+Lo )+DLu+Lv]
(33)

y usando (33) en (32) obtenemos el resultado (26).

Para probar (27), (28), (29), (30) y (31) usa-
mos la regla de Leibnitz para derivar bajo el signo
integral. Haciendo a=0y p=1 en (25), (26), (27),
(28), (29), (30) ¥ (31). obtenemos los siguientes
casos particulares:

plu+ Lw) = uylu, w)—w'e” (34)

D+ L w) =w'e® + ul'(u, w) (35)
d —u —u-l

a[w Mu, w)] = —w™ ' Tu+ 1L, w) (36)
d i

o [eT(u, w)] = T, w) — w*™* (37)
d d

EY(u‘w}— —Er(qu] (38)
d ¢ _, et i

E [w 7y, w]] = —w*yu+Lw) (39)
d u—1

o [e7y(u, w)] = T, w)+ w (40)

5. Serie asintoética para

a;b,p\ .. (a;b,p .(a;b,p
D( u,v )’D°( u,v )wa( u,v )

La expansion en serie para la funcién hiper-
geomeétrica confluente es

(a),
®la, b, z) = kzo pITTS (zfF, Vzec. 41)

Al sustituir (41) en (4) resulta:

Lte P‘i a) (vt)edt

(a; b, p)
&b kl(b),

lo cual se puede escribir por la convergencia uni-
forme [10,p.43) como:

la;b,p _ - (ClLUk qu-l+k - pt
S )‘.?;o iy, Jot €t i

usando [9,p.317] en (42), se tiene:

abp) & la (v
D( g )—p kz‘z,kl(b)k( ]F(u+k) (43)

Siguiendo un procedimiento similar al an-
terior y usando (20), resulta:

o[ @b, p O v n
D (u o w) kzo kl(b), St e P dt (44)

usando [9,p.317] en (44):

Di{ob) = o3 ok [ ) ylu+ k. pw) (45)

Analogamente usando (21):

alb,P) < (aLUk = u-l+k -pt
D:(u,v,w = 2 ) et e )

de [9,p.317] se concluye:

" a‘.b,p)_ o la)
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