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Abstraet 
The model of rectangular wavegulde with rnagnetic walls, Is employed to calculate a basis function 

tbat allows the development of the e1ectromagnetic field at botb s ides of tbe discontinuity produced by a 
slmetrical var1ation In tbe widlh of the central conductor of fue stripUne. Applymg lhe continuity condi
tions, and talting as a basls the corresponding [un Uons for the least widtb lIne, we obta.fn a variational ex
presslon that allows the deductlon of fue elements of the transmission matrix in current and voltage, 
tberefore the dispersion matrix ([S)) . The proposed method arrIves directly to the equivalent circuit oftbe 
discontinuity. and lends itself confortably to the use of computation tools in calculating the matrtx [S1 for 
N symetrica.l discontinuities in cascade. Th1s way, one can design such strudures as ftlters and imped
ance transformers, and study tbeir frequency response. The results obta.fned show an excellent agree
men t witb those publlshed in the lIterature. indicating this way the exactness and relevance oftbe method 
proposed in lhis work. 

Key8 wordB: Stripllne. serie expanslon. matrtx S, varl.ational method. 

Técnica variacional aplicada al estudio de 
discontinuidades en líneas de transmisión triplaca 

Resumen 
El modelo de la guía-onda rectangular con paredes magnéticas. es utilizado para calcular una base 

qu e pennita desarrollar el campo electromagnético en ambos lados de la discontinuidad producida por 
una variación simétrica en el ancho del conductor central de la linea de transmisión tríplaca (stripllne). 
Aplicando las condiciones de continuidad y tomando como base las funciones correspondientes a la linea 
de ancho menor, se obtuvo una expresión varlacional que pennite deducir los elementos de la matriz de 
transmisión en tensión y corriente. y por consiguiente la matriz de dispersión (matriz S). El método pro
puesto conduce directamente al circuito equivalen te de la discontinuidad y pennite utilizar cómodamente 
la h erramienta computacional para calcular la ma triz [SI de N discontinuidades simétricas en cascada. De 
esta forma se pueden diseñar estructuras tales como transformadores de impedancia y filtros , y estudiar 
su respuesta en frecuencia. Los resultados obtenidos indican una excelente concordancia con aquellos 
publicados en la literatura, mostrando así la pertinencia y exactitud de la m etodología de estudio que se 
propone en este trabaJo. 

Palabras clave: Línea tríplaca. expansión en serie, ma triz S , método variacional. 

l. Introducci6n microcircuitos para microondas . ha sido siem pre 
una preocupación constante en los investigado

La búsqueda de soluciones óptimas a los res. En la década de los años sesenta, los traba
problemas de electromagnetismo. aplicados a los jos de Wheeler [ 1, 2 ] mostraron la posibilidad de 
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estudiar líneas microcintas utilizando la técnica 
de la transfonnación conforme. también se ca
racterizaron líneas en paralelo con dieléctrico es
tratificado. Los trabajos de Callarotti y Gallo 13]. 
hacen uso igualmente de la transformación con
forme para estudiar una linea microcinta con dos 
dieléctricos. 

Son muchos los trabajos publicados en los 
cuales se evidencia una tendencia a mejorar los 
resultados obtenidos por la aplicación de una de
tenninada técnica. Esto ha permitido publicar al
gunas obras [4 -6J; que recogen parte de esa expe
riencia enfocada hacia los circuitos MICs (nú
crowave integrated ctrcuits) y MM1Cs (monolithic 
microwave integrated circuits). 

Las discontinuidades en nllcrolineas cons
tituyen un problema de significativa importancia 
debido a que en muchos casos éstas afectan la 
eficiencia de un circuHo en microondas. Esta s i
luación ha motivado la publicación de muchos 
resultados [7 - 10]: orientados a describir de la 
mejor manera los fenómenos qu e localmente tie
nen lugar. y a proponer modelos de circuitos 
equivalente que permita estudiar el comporta
miento de estas discontinuidades principalmen
te en función de la frecuencia. En el acoplamiento 
de cargas y en los divisores de poten cia. es fre 
cuente encontrar los transformadores de impe
dancia [11. 12). basados principalmente en una 
variación (simébica o no) del ancho del conduc
tor central que constituye la microlínea 

El método que s e propone en este trabajo 
está basado en una formulación variacional que 
se obtiene al desarrollar el campo magnético en 
ambos lados de la discontinuidad. en función de 
una base completa. Esta base está constituida 
por los modos de propagación del campo magné
tico. Para calcular estas funciones de base se uti
liza el modelo de guia-onda equivalente con pa re
des magnéticas para cada una de las dos lineas 
que Intervienen en la discontinuidad. El cálculo 
se desarrolla en el contexto de los espacios de Hil
bert [13. 14). lo cual pennite utilizar la noción de 
operador y el elegante formalismo introducido 
por Paul Dirac en mecánica cuántica. 

A través de este procedimiento se obtiene el 
circuito equivalente de la discontinuidad y por 
conSiguiente se calculan los parámetros de dis
persión, lo que facillta el modelaje de múltiples 

discontinuidades y el estudio de estructuras 
complejas tales como nItros. 

2. Modelo Matemático 

2.1. La línea triplaca 

Esta linea de transnllsión está constituida 
por tres conductores de los cuales dos están al 
potencial cero (potencial de referencia). separa
dos por una distancia h y el otro de ancho w tiene 
un potencial f{J a respecto a la referencia . Se utiliza 
la noción de diferencia de potencial debido a que 
el modo de propagación en esta linea es TEM 
(Transverse ElectroMagnetic). El dielécbico que 
sirve de soporte a la linea es un material no mag
nético. de permeabilidad magnética 110 (permea
bilidad del vacío), y de permitividad eléctrica rela
tiva f a' Los conductores que integran cada linea se 
pueden considerar perfectos y las lineas son infi
nitas en la dirección de Z . La Figura 1 muestra la 
sección transversa de una linea biplaca. la direc
ción de Z es perpendiCular a la sección transversa. 

Para la determinación del campo en la li
nea, se utiliza del modelo de guía-onda equiva
lente con paredes magnéticas. Este hace interve
nir el ancho equivalente de La Línea de transmi
sión, para el cual el campo elécbico es paralelo a 
OY y el campo magnético paralelo a OX, en 
X =-we/ 2 y X =we/ 2 (Figura 2). 

El ancho equivalente w se calcula utilizane 
do la técnica de la transformación conforme y se 
expresa en función de la integral eliptica de pri
mera especie [4). 

2.2. Funciones de base 

La linea de ancho w se puede modelar pore 
una guia-onda rectangular tal como se aprecia 
en la Figura 3. Esta guia-onda está llena con el 
mismo dieléctrico que sirve de soporte a la linea 
triplaca. Las paredes magnéticas son paralelas a 
OY y separadas por una distancia w /2. esta see
paración se toma básicamente porque el eje cen
tral de la linea es también un a pared magnética, y 
por tanto podemos utilizar la simetría de la es
tructura. Las paredes eléctricas están constitui
das por el metal que forma el conductor central y 
uno de los conductores colocados al potencial de 
referencia, ya qu e utilizamos nuevamente la si-
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Figura 3. Guia-onda con paredes magnéticas. 

metria de la estructura respecto al conductor 
central. 

El modelo utilizado es el de una guía-onda 
rectangular. en tal sentido no existe de manera 
general en su interior una propagación en modo 
TEM. Tomando en cuenta la topologia del campo 
electromagnético en la línea de transmisión m
placa (en este caso modo TEM). se busca en la 

guía-onda equivalente una propagación en modo 
TE. Asumimos que. de acuerdo con la frecuencia 

Wel2 x 

de trabajo. sólo se propaga el modo dominante, 
estando los otros modos en corte. Con estas con
s ideraciones tenemos que la componente longi
tudinal del campo magnético (H~ verifica la ecua
Ción (1) en la sección transversal de la guía-onda 
equivalente: 

(1) 

donde V; es el operador laplaciano en la sección 
transversal (plano YOX) y - K; el autovalor de V; 
el cual dependerá obviamente de la geometría de 
la estructura. La ecuación (1) Y las condiciones de 
frontera derivadas de las paredes eléctricas 
(campo eléctrico tangenCial a la pared. nulo) y 
magnéticas (campo eléctrico normal a la pared. 
nulo) indicadas en la Figura 3, permiten calcular 
el campo magnético en la dirección de OX, este se 
expresa por la ecuación (2): 

(2) 

donde HOmn se determina a partir de la relación de 
normaclón. Como la propagación en la linea tri

placa es de tipo TEM entonces, para las funcio
nes de base, tomamos de la guia-onda equivalen
te sólo la componente en Y del campo eléctrico y 
la componente en X del campo magnético corres
pondientes a los modos TEOn • Aun cuando la com
ponente Hz es distinta de cero, ésta no la toma
mos en cuentaya que requertmos de una base or
togonal para representar el campo en la disconti
nuidad de la triplaca. el cual lo asumimos TEM. 
Estas funciones de base se calculan a partir de 
(1). y están dadas por la expresión (3): 

(3) 

La discontinuidad (Figura 4) se puede con
siderar como la intersección de dos líneas de an
cho equivalente a y b respectivamente: 

Para calcular el campo magnético en la dis
continuidad de la triplaca. 10 expresamos en tér
minos de un desarrollo en serie de funciones or
togonales correspondientes a las guía-onda equi
valentes de las dos líneas. dichas funciones se 
definen a partir del campo magnético dado por (3) 
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y haciendo cumplir la condición de normación es 
decir, J~ IJ ndx = 1; donde: L representa los an

chos a o b de las lineas, y In son las funCiones de 
base, en nuestro caso el campo magnético en la 
dirección Ox. 

Tomando en cuenta que el modo de propa
gación en la triplaca es TEM, se asume que las di
mensiones de la guía-onda equivalente son tales 
que, a la frecuencia de trabajo considerada, sólo 
se propaga el modo fundamental en ambas guia
ondas; es decir. el campo eléctrico solo tiene la 
componente en y, y la componente Hz de) campo 
magnético se puede despreciar Si el ancho efecti
vo de la linea trtplaca es grande respecto a la lon
gitud de onda guiada De esta manera los modos 
de orden superior generados por la discontinui
dad tienenúnicamente presencia local, contribu
yendo así a detenn1nar el carácter reactivo de 
ésta. A partir de las ecuaciones de Maxwell, y to
mando en cuenta que la propagación en la guía
onda equivalente es TE, la admitancia de modo 
(normalizada respecto a la adntltancia del modo 
fundamental) , se expresa mediante las siguien 
tes ecuaciones: 

(4) 

donde y ~ y y;, representan las constantes de pro
pagación de los modos de orden superior en las 
guia-onda equivalentes de las lineas de ancho by 
a respectivamente; y Ka es la constante de propa
gación en espacio libre. 

2.3. El operador de proyección 

En la unión de las dos lineas, la condición 
de continuidad del campo electromagnético per
mite escribir: 

2:(a,. - bJh" =2:(~ - b~)h,: continuidad ~e.l 

" " campo magnetico 


L(a,. - bJ Z"h" =I(a;, - b~)Z~ h,: continu idad del\ n " campo eléctrico 
(5) 

1 1 
donde Z " = x" y Z~ = x:.; a"hn Y bnhn constitu

yen las ondas inciden tes y reflejadas respectiva-

Plano de la discontinuidad en la triplaca 

,o·· 

Figura 4. Discontinuidad simple. 

mente, en la discontinuidad del lado de la linea 
de ancho a; ~h,: y b~ h;. constituyen las ondas inci 
dentes y reflejadas respectivamente. en la dis 
continuidad del lado de la linea de ancho b. En 
este contexto, la noción de onda incidente y de 
onda reflejada se utiliza bajo la definición de los 
parámetros de dispersión (parámetros S) en una 
red eléctrica. La tensión y la corriente normaliza
das en cada línea trtplaca que interviene en la 
discontinuidad, se obtienen a partir de 

~ = (a,. + bJZ". v,; =(~ + b~)Z~. 1" =(a,. - bJ, 
I~ = (o,; - bJ; de esta manera la expresión (5) se 

transforma en: 

~ (I"h" - I~h,: ) = O 

1 
(6)2: (~ h" - v,;h,:) = O 

n 

las corrientes In e I~ son tomadas en el mismo 
sentido. 

Con el fin de mostrar que una expansión en 
serie de funciones ortogonales, conduce a una 
expresión variacional. se define los operadores 
Siguientes: 

(7) 

(h" !y (h;. !son representaciones vectoriales de las 

funciones de base en un espacio de Hilbert 
isomorfo al espacio L2 del campo electromagné
tico , En est.e sentido, la aplicación del operador 
p" al vector (h,: !, por ejemplo, estaria dado por 

p.. !h,: ) =(h,,!h,: )(h" l· Por otra parte, 

2: 1"h" = 2: I~ h,: = H =2: e,.gn (8) 

donde H representa el campo magnético en la 
discontinuidad, los en son coeficientes que se cal-
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cularán y gn es una base que representa h;, o 11,. • 
así podemos escribir: 

(9) 

de acuerdo con este resultado (6) se transforma 
en: 

(10) 

Definiendo los operadores 

X = L[V" / [nlP"¡X' = ~ [V,: / I~I P,: (11) 

la expresión (lO) se puede escribir: 

(X - x)l H) = O (12) 

Este resultado es sumamente interesante 
por cuanto X - X' es un operador auto-adjunto y 
IH) pertenece a un espacio de Hilbert. Es impor
tante destacar que Hpertenece al espacio L2 (es
pacio de las funciones de cuadrado integrable), el 
cual es isomorlo a UD espacio de Hilbert. Toman
do en cuenta estas propiedades. podemos de

mostrar que la forma (Hj(X- X)IH) es vartacio

nal cuando se toma como base gn las funciones h;. 
correspondientes a los modos no propagativos de 
la guía-onda equivalente de la linea triplaca de 
ancho menor. 

2.4. Forma matricial de la ecuación 
de proyectores 

La discontinuidad se considera como un 
cuadripolo el cual esta cerrado por las impedan
cias nonnalizadas (j. y j~) de los modos funda
mentales de las guías-onda equivalentes en cada 
linea. La relación (10) se escribe: 

.K .K
donde Zn = ]_0 y Z~ = ] --f- son las impedan-

Yn Yn 
cias de onda nonnalizadas correspondientes a 
los modos de orden superior (modos no propaga
tivos en las guías-onda equivalente). Escr1btendo 
la relación (13) paragn =' h;, Vn y proyectando en 
la base de lasfuncionesh~. p = 0.1 ... . : obtenemos 
el s is tema lineal homogéneo: 

(14) 

AtendJendo a las relaciones de ortogonali
dad y de normación. las matrices A (matriz co
lumna). A' (matriz fila). A'. A~ Y P se escriben: 

(p,q)=0.1.2 ..... N (15) 

(16) 

Las incógnitas e l' e2 ' .... eN están conteni
das en la matriz columna e. donde N representa 
el número de funcIones de base correspondientes 
a modos no propagativos. En las ecuaciones an

teriores. la forma ( I ) representa el producto es

calar hermiciano en el intervalo [- b/2: b/21. 

Haciendo A' e = /) y N e = ti. donde /) y o' son 
dos números desconocidos. el sistema (14) se es
cribe: 

(18) 

(18) es la ecuación de proyectores bajo su forma 
matricial. Multiplicando escalarmente esta ex
presión por A' y luego por A~. obtenemos el siste
ma homogéneo 

1+ ~ zn )ó + ~ z /Jó' = O 

1( Ko Ko 

1_1_ 2f3' Ó+ (1 + _1_za ')Ó= O 
(19) 

K a K a 

donde 
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(20) 

Para que el sistema (19) tenga solución (ex

cluyendo la solución idénticamente nula) en ó y 
ó', debemos tener el determinante Igual a cero. es 
decir: 

1 1 
1+ - za + - za' = O (21)

Ka K a 

Esta relación constituye el elemento esen
cial para detennlnar la matriz de transmisión co
rrespondiente al cuadrtpolo equivalente de la dis
continuidad. 

3. Resultados 

3.1. Matriz de transmisión en tensión 
y en corriente 

Nos interesa conocer la matriz de transmi
sión de la discontinuidad, en tal sentido podria
mos cerrar el cuadrtpolo equivalente con cual
quier impedancia, sólo que se introduciría nue
vas incógnitas si el sistema no esta adaptado. Por 
esta razón. cerramos el cuadripolo con las impe
dancias de onda de los modos fundamentales en 
cada guia-onda. Este modo fundamental es prác
ticamen te un modo TEM bajo las condiciones in

dicads en la sección 2.2, se obtiene el sistema 
mostrado en la Figura 5. 

Haciendo intervenir la matriz de transmi
sión, de elementos C ¡j ' y tomando en cuenta que 
\{ = - jzI¡Y ~ = - jzI2 • se obtiene la relación (22). 
la cual conduce a la expresión (23). 

- jzI¡ ~ (jz~ ¡ + ~2)~ = O 
(22){ ~ + (Jz'C2 ¡ + C22 )I2 - O 

(23) 

comparando (21) con (23) y considerando que se 
trata de una red sin pérdidas. podemos deducir los 
elementos de la matriz de transmisión. es decir: 

}z'}Z 

Figura 5 . Discontinuidad bajo fonna 
de cuadripolo. 

¡- - ---_... _-- ---------_.---, 

jZ I 

tranSfor
jz mador de jz' 

relación111'---' 
i ________._____ _ ____________-._______J 

Figura 6. Circuito equivalente de una 
discontinuidad simple_ 

(24) 

donde r¡ =J!. 
3.2. Circuito equivalente de la 
discontinuidad 

Comparando (22) con (24) se consiguen las 
Siguientes igualdades: 

(25) 

Se puede constatar que estas expresiones 
corresponden al diagrama de la Figura 6 , el cual 
constituye el circuito equivalente de la disconti
nuidad. 

Interpretando la expresión (25) podemos 
apreciar que JZ es la impedancia de una induc
tancia. donde el coeficiente de self-inducción está 
dado por: 
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0.7 L---=--,.......-.,..-_~_:--:-::::-:-:-:.:--·
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0.5 
- __ .. - __ 00 - - - ,
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O 5 10 

frecuencia en GHz 

n = 1 modo no propagativo 
n = 5 modos no propagativos 
n = 10 modos no propagativos 
n = 15 modos no propagativos 

Figura 7. Induct. L; h = 6.5 mm; a = 8.5 mm; 
b = 5 mm. 
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[l - lC -

lZl 
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"O 
o 
:; 
"O 
-o 
8 

"""lC  -

-- --- -- 1 - - - - - -1
-3~---------~----------~--~ 

O 5 10 

frecuencia en GHz 

b/a = 0.1 b/a = 0.5 
b/a = 0.3 b/a = 0.9 

Figura 8. Coef. de reflexión Sil: h = 6.5 mm. 

1 a 
(26)Uw ) = r-:J¡b1201r 

'-1E1 ¡ 

siendo e la velocidad de la luz en el vacío. Por otra 
parte TJ aparece como la relación de transforma
ción de un transformador ideal. L(w) representa 
la influencia de los modos de orden superior. Así 

L = O cuando se toma el modo fundamental para 
describir el campo electromagnetico en la discon
tinuidad. 

En la Figura 7 se puede observar la excelente 
convergencia de la inductancia L. Aquí se aprecia 
que basta con muy pocos modos no propagativos 
para describir el campo en la discontinuidad. Se 
ha tomado Gr = 9 y ¡.l, = 1 

3.3. Matriz de dispersión de una 
discontinuidad simple 

A partir de la matriz de transmisión en ten
sión y en corriente, se puede obtener la matriz de 
dispersión [SJ ut1117..ando las relaciones de trans
formación dadas en Gupta et aL (4) (página 35). 
Así, tomando en cuenta (24), se obtiene para la 
matriz [SI la Siguiente expresión: 

a- b + jZb 
.5;1 = a + b + jZb 

.5; 2 = a + b~ jZb ~ (27) 
S21 = q2 
S = __a_-_ b_- ...",J,-·Zb_ 

22 a + b + jZb 

Se puede comprobar que la ma triz [51 así 
definida es unitaria. En la Figura 8 se puede ob
servar las variaciones de q 1 en función de la fre
cuencia para varios valores de la relación b/ a. 
para una constante dieléctrica relativa er = 9. 

En la Figura 9 se muestran los resultados 
obtenidos por descomposición modal y por el 
método de Cohn [4]; en el ejemplo se ha tomado 
(h = 6 .5 mm, a = 8.5mm. b = 5.1 mm,E, = 9). En la 
comparación se puede apreciar una stgntflcativa 
correspondencia. aun cuando la separación tien
de a incrementarse con la frecuen cia. Esta sepa
ración en frecuencias elevadas. es debido a que 
en nuestro modelo se ha tomado en fonna directa 
la influencia de los modos de orden superior no 
propagativos que se generan en la discontinui
dad. 

3.4. Caso de N discont.inuidades 

El método propuesto se aplica sin mayores 
dificultades al caso de N discontinuidades simé
tricas respecto al eje de la línea. Se calcula la ma
triz [SI de una discontinuidad simple y la de una 
porción de línea. Por un cambio en los planos de 
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-1 4.~-----'------'----~-

ce 
"O 
e 
O) - 14.8 

(/) .., 
"t:l 

O 
:l 

:g 15 
E 	 , J 

. ' 

- 15.2'-------...1.....-----...J...----l 
O 5 JO 

frecuenci a en Gllz 

descomposición modal 
Cohn (Gupta [4] pág. 186) 

Figura 9. Coeficiente de reflexión S¡ l' 

referencia, se traslada la matriz [SI de la disconti
nuidad i al plano de la discontinuidad i + l. Se
guidamente se calcula la matriz [SJ del conjunto y 
se traslada al plano de la siguiente, etc. 

El proceso se Itera cómodamenle permi
tiendo el uso de la herramienta computacional 
para calcular los parámetros de dispersión de N 
discontinuidades, que encontramos comúnmen
te en los transfonnadores de impedancia y en los 
filtros pasivos de microondas. 

En la Figura lOse aprecia el comporta
miento del módulo del coeficiente de reflexión 
para dos discontinuidades, donde se ha tomado: 
h = 6.5 mm, al = 8.5 mm, bl = 5 .1 mm = ~, bz = 
8 .5 mm. Er = 9. 

4. Discusión de los Resultados 
y Conclusiones 

El estudio de una discontinuidad simple en 
una linea trtplaca (strlplinel ha sido posible me
diante el desarrollo en serie del campo magnéti 
co, tomando como base los modos TE de la linea 
de ancho menor bajo el modelo de la guía-onda 
rectangular con paredes magnéticas. La defini
ción del operador de proyección permitió obtener 
una forma vartacional por tratarse de un opera
dor auto-adjunto y además que el campo electro
magnético puede ser considerado como un ele
mento de un espacio de Hilbert. 

A partir de la expresión variacional que se 
obtuvo fue posible calcular, con una aproxima-
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Figura 10. Coeficiente de reflexión S¡ I' 

ción por lo menos de segundo orden, los elemen
tos de la matriz de transmisión en tensión y co 
rriente, lo cual condujo directamente al circuito 
equivalente de la discontinuidad. De esta forma 
se pudo obtener la matriz de dispersión (matriz 
[Sil del cuadripolo equivalente y estudiar su com
portamiento en función de la frecuencia. El pro
cedimiento se puede iterar fácilmente, permitien
do hacer uso del recurso computacional para el 
estudio de redes que presenten N discontinuida
des simétricas en cascada. 

Los resultados mostraron una excelente 
precisión al ser comparados con los obtenidos 
por otros métodos publicados en la literatura, in
dicando así la pertinencia de este procedimiento 
y su posible aplicación al estudio de filtros y 
transformadores de impedancia utilizados en 
dispositivos tales como repartidores de potencia 
y redes de acoplam1ento, que encontramos en los 
circuitos MICs (mJcrowave integrated circuits) y 
MMICs (monolitbic microwave integrated cir
cuits). 
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