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Abstract 

In lhe present work the Hankel generalized finite trans fo rm of th ird c1ass i5 used to delenninale the 
stationary temperature dístrtbution u{r, z) in a hollow cylinder "vilh variable thennic conductivity. 

Key words: Flnlte transfonn. s lationary temperatura . 

Temperaturas estacionarias en un cilindro hueco 

con conductividad térmica variable usando 


una transfonnada de Hankel 


Resumen 

En el p resen te trabajo se usa la transformada finila generalizada de Hankel de tercera clase para de ­
lerminar la distribu ción esLacion aria de temperatura u{r. z) en un cilindro hueco con conductividad térmi ­
ca variable. 

Palabras clave: Transformada finita, temperatura estacionaria. 

Introducción y son muy úllJes en la resolución de problem as de 
contorno con simetría cilindrtca. 

Las transformadas integrales son am plia­
Las transfom 1ada s finitas generalizadas de 

mente usadas en la resolu ción de problemas que 
Hankel [2. 3]. corresponden al operador

involucran ecuaciones diferenciales ordinarias y 
parciales , dadas condiciones iniciales y de borde. 2Ja 'YJ _ 1 d 1 - 2a dJ
Entre la gran variedad de transfonnadas integra­ Lv (r) - 2 2y- 2 d 2 + 2 2y - ! d + yr r yr r 
les se en cuen tran las llamadas tran formadas fi­

a 2 _ 	 v2y2nitas de S tunn-Liouvillc (1 ], sien do un ej m plo 2 2y J(r)
de esta las transformadas finitas de Hankel (1], y r 

1 s cuales corr sponden al operador llneal L". de­
fin ido por 

(2) 

2 
1 d ( dJ ) v= 	- - r -- -- J (r ) (1) el cual es una generalizaCión de (1) . 
r dr dr r 2 

Cuand se plantean algunos problemas de 
temperaturas en cilindros. la ecu ación diferen-
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167 Tempera turas es tacionaria en u n cilindro hueco 

cial puede ser r esu elta , usa n do la s transforma­
das finita s generalizad s de Han kel. La scogen­
cía de la transformada apropiada depende de la 
forma de las condiciones de borde . En particu lar. 
en el presente trabajo. s e u tiliza la transformada 
de tercera clase para determinar la dis tribución 
estacionaria de tem peraturas en la región anular 
de u n cilindro hueco, considerando una condu c­
tividad térmi 'a variabl . 

La transformada f"mita 
generalizada de Hankel 

de tercera clase 

Dada u na [unción J(r) definida en el inte r­
valo [a, bl, se define la transformada fin ita , gene­
ralizada de Hankel de tercera clase de J( r) por 

H~ :: lr(r) ;n] = J (n) = ;, 2f>2;-' J[J,,(Snr J)· 

Y ,. U:na ) ) - J , ( ~na ; ) Y, ( ~/' )]J( r)dr 

(3) 

donde ~n(n = 1, 2 . . . ) son las raíces positivas de la 
ecuación tran cendente 

La fórmu la de inversión viene dada por 

J(r) =~ i /;~J~ ( i; l,b' ) J(n) 
2:' n~ IJ~ ( ¿na: ) - J~( ¿nb:) 

r ' [J)2 r ;' )Y, (2na : ) -J,'(/;na)·)Y,, (cn r l' )].r5)n

Una propiedad básica para las a plicacion es 
es 

t 2 JH'··J'[L"3 .1' : ' 1 "J()r : n ] = -':->n - ()n + -2~- . 
,;r":' n 

(6) 

Temperaturas estacionarlas 
en un cilindro hueco 

La distribución de temperaturas estaciona­
rias u( r. z ) en u n cilindro. cuyo materia l tiene una 

cond uctividad térmica k. satisface la ecuación 
diferencia) 

1 il ( il U ) il ( ,1 u) -- kr - + - Ie - =0 (7) 
r ilr ilr i l2 ilz 

Genera lmente. k se considera onstante y 
la eco (7) se redue a la bien conocida ecu ación 

(8) 

En este trabajo se considera qu e levaría con 
r en la forma 

(kQ > Jl constantes) (9) 

y. de esta manera. lec. (7) se reduce a 

(lO) 

Considérese un cilindro h ueco a:S r :S b. 
O :S Z :S C. cuy s superficies r = a y r = b se man­
Líen n a la s temperaturas p(z) y q(z ), respectiva­
mente. m ientras que las superficies z = O Y z = e 
se mantienen a tem peratura cero . La con ductivi­
dad térmic k en el cilindro varia segün (9). En 
este caso, u(r .z) corres ponde a la solución del 
p roblema de contorno constituido por la eco (10) Y 

las condiciones 

u( a ,z ) = p(z). u(b, z ) = q(z ). 


u(r,O) = O, u(r ,c) = 0 ( 11) 


Nólese que los terminas 

d 2 u 1 + /l J u 
- - +--' ­
ilr2 r ¡Ir 

de la eco (10) corresponden al operador D,:')' u defi -
U Ll 

nido en (2) con parámetros u = - ~. y = 1, l' =~ y, 

además, se tienen las condicion es de borde en 
r = a y r = b exigidas en (6) . odo esto permite que 
el p roblema pueda resolverse medtante la a plica­
ción de la transformad finila gen eralizada de 
Hankel de tercera cla e. respecto a la variable r. 
definida por 
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_ .LI 1 

H ~ ,' [u( r, Z) ; r ~ n] = 
3'2 

b ·"-H [2u(n,z ) =Ja r J~ (;nr)Y!,(SrP)-
2 2 

J !, (;na)Y!l (5nr)] u(r ,z)dr (12) 
2 2 

donde Sn( n = L 2, .,. ) son las raíces p os itivas de la 
ecuaCión 

2 2 2 

Al aplicar la transformada en la eco (10) se 
tiene 

a 2 u( n,z) 2­
---=2,.....--'- - Sn u (n. Z) = aZ 

!l 

b 2 J !l (;na )
!l 


a 2p (z) - 2 q(Z) 
 (14)
nSn ,J¡, (Sn b) 

2 

Usando el conocido m étodo de variación de 
parámetros [41 .la solución general de (1 4) queda 

b 2 J !l (Sna ) 

2 q(x) 
J¡: (Snb) 

2 

(15) 

De las condiciones en z =O Y z =c. s e tiene 

u (n,O) = O, u( n .c) = O (16) 

y al introducir estas condiciones para determinar 
C I yC2 en (15), resulta 

b 2 J )Sna )!l _ _ 2 J; u(n, Z ) = - 2 a "2p( x) - J)Sn b) q(x)nSn 
2 

b 2 J !l (;na ) 

2 q (X) 
J !l(Snb) 

2 

scnh",1c - x )dx ) (17) 

De a cu erdo con (5), la d istribución u(r .z ) 

viene dada por 

!l 
t 2J2 (1= b)r -"2 

2 Sn J1. ':>n 
n '" ­

u( r , Z ) = - 2: 2 . 2 2 
2 n= IJ¡,(Sna ) - J ¡,(Snb) 

2 2 

[ J!: (Sn r )Y!: (Sna) - J !: (5na)Y~ (snrl] u (n . z l 
2 2 2 2 

(l8) 

esto es 

!l 
J~(Snb) r-2 

"" .. 

u(r , Z ) = n 2: 2 2 2 . . 
n= 1J!l (Sna ) - J II (Snb) 

2 2 

[J )Snr)Yi' (Slla ) - J :,: (Sna)Y!l (;nr)]. 
2 2 2 2 

j !l b~J{' (;na ) 

(; a'p( x) - q(x)J i,,,b) 
senhsnz 

senhs (z - x)dx - . 
n senhsnc 

l' b2J~ ( Sna ) 

J~ a 2 p(x) ­2 q(x) 
J !:(;"b) 

2 

scnh,,, 1e - x )dx ) (19) 

donde l suma es tomada sobre todas las raíces 
positivas de la eco (13) . 

En el ca so de que p(z) = P y q(z) = Q. sien­
do Py Q constantes . la fórm u la (19) queda 
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,u 

l' b2JI'(~na) _~ 
r 2J~(~nb) a-:¿P - J f~ b) Q 

2 1-/:. n 
2,» 

u( r. z ) = n 2:----"- -;:------------''-------=;­

n=1 ~nsenh~nc[J%(gr.a)- J~(~l1 b)l 

[J)~l1 r)yl'(~na ) -J I'(~n({)yu(~nr)l· 
2 2 2 2 

[senh~n (c -z) + senh~nz -senl)~nc] (20 ) 

Si se toma II =O. se obtiene la distribución 
u(r . z) para una conductividad térmica constan te 
k = k a. Así. la expresión (19) se redu ce a 

donde la suma es tomada sobre todas las raíces 
pos itivas de la ecuación 

(22) 

Si p{z ) = P y q(z ) = Q en (21). se obtiene 

J 2(1: b)[P _ JO(~na) Q] 
'" a Sn J (~ bl 

u(r.z ) =n 2: [ 2 a n 2 r 
n=l~nsenh~nc JO (~na) - Ja(~rtb) 

[Jo(~nr)Yo(~na) - J a(~na)Yo (~nr)l 
[senh~n(c -Z) + senh~nz -senh~nc] (23) 

Ahora. consid érese el caso II = l. esto es. la 
conductividad tér mica varia lin ea lm ente en la 
forma k = kar , Usan d o la conocidas relaciones 
[5) 

r2' 2 
JI (x) = J--~- sen x. Y 1 (x) = - - cos x (24) 

vnx n x 
2 2 

la ecuación transcend en te (13) e red uce a 

en gl1 (b - a) = O (25) 

de don de se tie n e que 

rm 
gn = -b- (n = 12. .. ) (26) 

- a 

De esta manera. la distrib ución u(r. z) vien e 
da da por 

2 rm b rm( r - al 
2(b - a ) '" sen -b _ s en - _- ­

u(r z) = 2: a b a 
. nr n=1 ( 2 fl.Jr: b 2 rma )a s en - bsen

b - a b- a 

l+AXI- ::nb~q(Xll 

npz 

nn(z - xl sen h _ a 
senh dx _ b 

b - a senh rmc 
b-a 

J~ [oAXI- b,::n;;:" q(XI]' 
b -a 

ror( c - x) 1 
(2 7) senh b -a dx f 

Cuando p(z) = P y q(z ) = Q. la ec o(27) que­
da 

2(b - a )2 
u( r , z ) = 2 

n r 

2 rmb [ b sen b~: ] nn(r - a)sen aP - . Q sen ­
b - a rmb b -a

'" sen -­2: b - a 
n = 1 2 nnc ( 2 rorb 2 rora )n senh -- a sen b - bsen -­

b - a - a b - a 

nn( c - z ) rmz rm c ]
senh + senh -- - enh -b-- (28)[ b - a b -a · -a 
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