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Abstract
In the present work the Hankel generalized finite transform of third class is used to determinate the
stationary temperature distribution u(r, z) in a hollow cylinder with variable thermic conductivity.
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Temperaturas estacionarias en un cilindro hueco
con conductividad térmica variable usando
una transformada de Hankel

Resumen

En el presente trabajo se usa la transformada finita generalizada de Hankel de tercera clase para de-
terminar la distribucion estacionaria de temperatura u(r, z) en un cilindro hueco con conductividad térmi-
ca variable.
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Introducciéon y son muy uliles en la resolucion de problemas de

contorno con simetria cilindrica.
Las transformadas integrales son amplia-

mente usadas en la resolucion de problemas que
involucran ecuaciones diferenciales ordinarias y

Las transformadas finitas generalizadas de
Hankel [2, 3], corresponden al operador

parciales, dadas condiciones iniciales y de borde. 2

oy 1 d*f 1-2a df
Entre la gran variedad de transformadas integra- L7 f(r) = 2522 g 2 251 gy
les se encuentran las llamadas transformadas fi- V2 - L4
nitas de Sturm-Liouville [1], siendo un ejemplo a YV - fr)

de estas las transformadas finitas de Hankel [1], Y2f i

las cuales corresponden al operador lineal L, , de-
finido por 1 i gdf
B fir) = 2% 2al dr (r dr +
d2f 1df +?

L _ L 2 2
WJr) dr? rdr r? Jir) = 2*1;,,/ Sr) 2)
vr
2
:- (Tdr-(r Z{) _v_2 fr) (1 el cual es una generalizaciéon de (1).
r

Cuando se plantean algunos problemas de
temperaturas en cilindros, la ecuaciéon diferen-
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cial puede ser resuelta, usando las transforma-
das [initas generalizadas de Hankel. La escogen-
cia de la transformada apropiada depende de la
forma de las condiciones de borde. En particular,
en el presente trabajo, se utiliza la transformada
de tercera clase para determinar la distribuciéon
estacionaria de temperaturas en la region anular
de un cilindro hueco, considerando una conduc-
tividad térmica variable.

La transformada finita
generalizada de Hankel
de tercera clase

Dada una funcién f(r) definida en el inter-
valo [a, b}, se define la transformada finila, gene-
ralizada de Hankel de tercera clase de f(r) por

Hy i Lfrhin] = fin) = p2f2r%—u, (&) -
Y, (@) = J, (5,0 )Y, (& )] f(r)dr
3)

donde &,(n = 12,...) son las raices positivas de la
ecuacion transcendente

J(EP)Y, (Ea) - J . (5,a")Y, (') =0. (4)
La [ormula de inversion viene dada por

_nt & BINEY) Jn)
T2y SJEa’) - JHED)
r [ G Y, (G ) = L (Ea)Y, (E,7)].(5)

S(r)

Una propiedad basica para las aplicaciones

€s
e 2
H3l;,[L,' f(r]:n] =~ fin)+ o
J,(&,a”) 3
L? I AED) 1)
1
p— f[a)} (6)

Temperaturas estacionarias
en un cilindro hueco

La distribucién de temperaturas estaciona-
rias u(r., z) en un cilindro, cuyo material tiene una

conductividad térmica k, satisface la ecuacion
diferencial

for —

10 ( au
ror\ ar

() ()
o fk(_“)=o (7)
Jdz\ dz

Generalmente, k se considera constante y
la ec. (7) se reduce a la bien conocida ecuacion

1a( ou) o%u
—|r—|+-—=5=0 (8)
radry dr/ Jz

En esle trabajo se considera que k varia con
ren la forma

ko =Ikr” (ky. 1 constantes) (9)

y, de esta manera, la ec. (7) se reduce a

JaTu 1+ wow  au
i HER LT =) (10)
Jr r Jr Az

Considérese un cilindro hueco a=<r < b,
0 = z = ¢, cuyas superficies r=a y r = b se man-
tienen a las temperaturas p(z) y g(z), respectiva-
mente, mientras que las superficies z=0 yz=c
se mantienen a temperatura cero. La conductivi-
dad térmica k en el cilindro varia segun (9). En
este caso, u(r,z) corresponde a la soluciéon del
problema de contorno constituido porlaec. (10)y
las condiciones

u(b, z) = q(z),
u(r,e) =0 (11)

ula,z) = p(z),

Notese que los términos

d*u 1+ wodu

oart o or

de la ec. (10) corresponden al operador L "u defi-

u
g =l =g
ademas, se tienen las condiciones de borde en
r = ayr=bexigidas en (6) . Todo esto permite que
el problema pueda resolverse mediante la aplica-
cion de la transformada finita generalizada de
Hankel de tercera clase, respecto a la variable r,
definida por

" u
nido en (2) con parametros« = —- %
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1:1 u
H 2 [ufr,z);r > n] " P*Ju(Sna)
o ¢ g2 = 2
a?p(x) - qlx)
b 2o f . Jﬁ(g”b) :
u(n, z) =far2 J#(gnr)Y#( ﬂa) - ’
2 2
(@)Y (E ) ulr, z)dr (12) senhg, (¢ — x)dx (17)
2 2

donde £,(n =12, ...) son las raices positivas de la
ecuacion

of v \gn (gn - J (g a g b) (13)
2 2 2 2

Al aplicar la transformada en la ec. (10) se
tiene

82 u(n z)

P ‘—5 u(n,z) =
M
b2J («S a)
2 |5
”Tfn az2p(z) — J“(g b) q(z) (14)

2

Usando el conocido método de variacion de
parametros [4], la solucion general de (14) queda

iu(n,z) = C;senhf,z + C,cosh &,z

béJ”(éna)
JEm N
2

2 . £
ﬂ—ngcf azp(x) -

senhf, (z — x)dx (15)
De las condicionesenz=0 y z=c, setiene
u(n,0) =0, u(n.c)=0 (16)

y al introducir estas condiciones para determinar
C,y C, en (15), resulta

u

b%J ,(§.a)
u(n, z) é_.z Js ZP( )—'JT”‘(E b) q(x)
2
senhé, (z — x)dx — 2———2222"? .

De acuerdo con (5), la distribucion u(r.z)
viene dada por

“2(12(5 b)r 2
ﬂz o

R _nlJ‘lga) J2(ED)
2 2

J (Y, (Ea) —J ,(§a)Y,(E.r) |u(n. z)
2 2 2 2
(18)

esto es

2 H
J2ED)T
= N S e, ==t
Mn2) =72 T @) - D)
2 2

[J,,(EHT)Y,,(E,.G) —dJ (&)Y (&)}
2 2 2 2
m
L b2,
[fc; a?pl(x) — m—q(x) :
2

senhf, z

senh — ¢ —
senhé, (z — x)dx GontiE, £

b2J (g a)

fo la2plx) - -q(x)| -

J (§,lb}

2

senh&, (c — x)dx (19)

donde la suma es tomada sobre todas las raices
positivas de la ec. (13).

En el caso de que p(z) = P y g(z) = Q, sien-
do Py @Q constantes, la formula (19) queda
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J2(E,b)|azp -

2 “

¢

ulr,z) =z Y

n=1

£,senhé,c [Ji(é,,a) = (5,#9)1

2 2

ﬂhﬂ&rhq(&a]—J”EJGY#@#ﬁ}

2 2 2 2
[senhgn(c —z)+senh§ z ~ senh{fnc] (20)

Si se toma p = 0, se obtiene la distribucion
u(r, z) para una conductividad térmica constante
I = k. Asi, la expresion (19) se reduce a

5 JAEm
n—ng(gna) e J(%(Enb)
[Jo(EYo(E,0) - Jo(Ea)Yo(Er)]-

wr.z) ==

s o= 0]

senhé,(z — x)dx — %ﬁiﬁ _

g [0 - 2086 ).

senhé, (c — x)dx @1)

donde la suma es tomada sobre todas las raices
positivas de la ecuacion

Jo(£:D)Y(£,a) — Jo(E,a)Y(£,D) =0 (22)

Siplz) =P y g(z) =@ en (21), se obtiene

, J%tgnb)[P . Q}
ur.z) =z ':19[5”})‘ .
n=1§ senh§ c [Jg(&na) = Jg(.’;nb)]

[Jol6rIYo @) - T (&)Y (0]
[scnh&n(c —z)+senhf,z — senhEnc] (23)

Ahora, considérese el caso p = 1, esto es, la
conductividad térmica varia linealmente en la
forma k = kyr. Usando las conocidas relaciones
(5]

[2 f3
J(x) = V‘—sen x, Y,(x) = —V'— CcOS X (24)
) X 4 X

la ecuacion transcendente (13) se reduce a
sené,(b—a) =0 (25)

de donde se tiene que

/5 (n=12...) (26)

=b—a

De esta manera, la distribucion u(r, z) viene
dada por

, b — nr(r —a)
b—qg) » Sen”— > —
u(r,z) = Ab-—aj > - b-a b-a _
ar n:lL 5 nab , Ta
asen —bsen
b—a b—a
bsen ;Um
f3lap(x) — — mzba g(x)
sen
b-a
npz
senh - -
nh n(z — x) dx fer: b-—a
—a N ntce
sen
b—a
bseni P
f5|aplx) - —— % alx|
sen b _a’
nr(c — x) 1
senh - —b-jaAdx (27)

Cuando p(z) = P y q(z) = @, laec. (27) que-
da

2Ab —a)®
u(r,z) = pra—

nra

sen
5 nTh b

sen aP —- b- iid! B
b—a nr

o b“Q sen o
© b-a
z ~ S

- nme | nrh , nra
"=l n2senh asen? — bsen? )
b— b—-a b—-a

i —2)_ + senh e senh E} (28)
b b—a

—-a =

[scnh
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