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Abstract

In this paper some single and double integrals involving the generalized hypergeometric function of
Wright W, (z) are evaluated. Integrals involving the function ,R](z) as particular cases are obtained.
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Algunas integrales que involucran la funciéon
hipergeométrica de Wright

Resumen

En este articulo se evalian algunas integrales simples y dobles que involucran a la funcion hiper-
geométrica generalizada de Wright , W (z). Se obtienen como casos particulares integrales que involucran

a la funciéon ,R{(z).
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1. Introduccioén

En las matematicas aplicadas tienen gran
relevancia las llamadas funciones especiales,
ya que éstas aparecen en las soluciones de
ecuaciones diferenciales. Entre las funciones
especiales mas importantes estan las funciones
hipergeométricas: la funcion hipergeométrica
de Gauss, la funcioén hipergeométrica generali-
zada ,F4(z), la funcion de Appell, la funcion de
Humbert, la funcion de Lauricella y otras.
Estas se encuentran en muchas aplicaciones
tales como estadistica, teoria cuantica, ecua-
ciones funcionales, vibracion de vigas, conduc-
cion de calor, elasticidad, radiacién, etc. Debi-
do a su importancia se estudian sus propieda-
des, desarrollos asintéticos, desarrollos en se-
rie, etc. afin de obtener un estudio detallado del
comportamiento analitico de tales funciones el
cual permite resolver una amplia variedad de
problemas.

Una generalizacion de la funcion hipergeo-
métrica generalizada ,F,(z) es la llamada fun-
cién hipergeométrica generalizada de Wright
p ¥,(2). Esta funcion y sus aplicaciones han sido
objeto de estudios en la Ultima década [1-3]. En
1994, Alfonso Chirino [1] deduce una represen-
tacion integral para dicha funcién, asi como tam-
bién calcula varias integrales que involucran a
L% (z). Recientemente en 1999, Nina A. Virchen-
ko [2] establece algunas propiedades de la fun-
cién hipergeométrica generalizada de Wright
,R{(z) y utiliza la funcién hipergeométrica con-
fluente generalizada , ®;(z) para definir las fun-
ciones de Laguerre _L%(z)y otras funciones.

En el presente articulo se evalGan algunas
integrales simples y dobles que involucran a la
funcion hipergeométrica generalizada de Wright
p ¥, (z) partiendo de su definicion, y usando técni-
cas operacionales conocidas. Ademas se mencio-
nan varios casos particulares.

Rev. Téc. Ing. Univ. Zulia. Vol. 27, No. 1, 2004



14

Duque y Galué

2. La Funcion Hipergeométrica
Generalizada de Wright

Una interesante generalizacién de la serie
pFq fue introducida por el matematico E.M.
Wright quien considero la siguiente funcién hi-
pergeométrica generalizada: [4], [5, p.- 21, No.

(38)]

P
a;+Ak
@A @A) T BTN
P a| (by, By),...(by, B i !
(by, By), ... (bg ) k‘°Hr(b+Bk)k
j=1
(1)
donde los coeficientes A,...,A, ¥ By,..., B, son

numeros reales positivos. Esta serie se conoce
como la funcién hipergeométrica generalizada de
Wright.

Muchos investigadores [1, 2, 6-14] han es-
tudiado esta funcion estableciendo para ella al-
gunas propiedades, casos particulares y aplica-
ciones.

Comparando la definicion ,Fq(z)y (1) obte-
nemos la siguiente relacion: [5, p. 21, No. (40)]

q
. [al,l..,ap _ z} _ j];[lf(bj) v [(al,l)....,(ap,l).z]
P a bl,...,bq’ lB[I‘(a] a (bl,l),...,(bq,l)’ :

Il
iy

()

Un caso especial de ,W,(z) es: ([2, p. 234,

No. (2.1)], [15])

,R{(z) =R {(a,b;c;z) =
_ I(c) & T@+krb+rk)z*
T T(@X(b) &,  I(c+ k) k!

3)

dondet € R, 7 > 0;a,b,c son nimeros complejos
tales queI'(a + k), I'(b + k) y I'(c + k) son finitos
parak =012, ...

La serie (3) converge uniformemente para
lzl<1

De (3) es obvio que ,R{(z) reduce a la bien
conocida funciéon hipergeométrica de Gauss para
T =1

La representacion integral de ,R{(z) viene
dada por: ([2, p. 234, No. (2.2)], [15])

I'(c)
I'(b)[(c —
1—zt")” adt, 4)

RI(a,b;c;z) = f;tb—l(l—t)°-b—l x

Re(c) > Re(b) > 0.

3. Integrales que Involucran
a la Funcion Hipergeométrica
Generalizada de Wright

En esta seccidn evaluaremos algunas inte-
grales simples y dobles que involucran a la fun-
cion hipergeométrica generalizada de Wright

W,(z). Como casos particulares se obtienen las
correspondientes integrales con las funciones hi-
pergeométricas ,F,(z)y ,Ri(z).

3.1. Integrales simples

Sea
_ I 1 ﬂ 1 @1, A (@p Ap).
I=fgx qjq[(bl.Bl),-..,(bq,Bq) ;Wi (dx
Usando la definicion de ,¥,(z) dada en (1)
tenemos:
P
. _]_[Haj +Ak) K
I=x* My —x)Ff Y S ’:l ( kl) dx.
k=0 :
[[T(; +Bk)

1

Intercambiando el orden de la integral y la
suma en base a la convergencia absoluta [16, p.
430, No. (14-31)], tenemos:

]

[Ira; +AK)
_I\(/v') [J?)/Xl+k—l(y _X)ﬂ_ldx].
b, +BK) <

"
Tvgs
[T

T
N

Sea |, = [Jx**y — x)/dx.

Haciendo en esta integral el cambio de va-
riable x = yty de la definicidon de la funcion Beta
[17]:
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I, = yHPHREIB (1 4k, f) = yhH AR I(2 + K)I(B)

LA+ B+k)’

sustituyendo I, en I:

P
L lIT@;+ A k)( )
_ A+ p— i=1 %

I _r(ﬂ)y lk;o q k!
I I'(b; + B k)
j=1

(A + k)
A+ B+k)’

Usando la representacion en serie para
W,(z) se tiene finalmente:

i (@AY @ Ap) )
Rox My =x)’ 1pq’q[ (bll Bll),...,(b Bq) _Wx]dx =

@1, A1), @ps Ap), (A1) }

=r(py* I p+1‘1‘q+1[(b1 By). ... (g By, (1 + A1) ™

®)

y, Re(4), Re(B) > 0; iAj —Eq‘,Bj <Lé6

j=1 j=1

q .
p q Ul(Bi)J
ZAj—EBj=1si‘—wy‘<';7;ép=q+l,
=1 =1 H(A]‘)Aj

=1
A =LA, =Bjconj=12..

Re(Zb —Za +ﬁ]>0 si \—wy\

=1

De manera analoga se obtienen los resulta-
dos dados a continuacion.

VA VA
N

e (a,A),...,(a A p)(r1)
=T(A)y’ 1p+1lpq+1[(b11,811),...,(b B)(A+r1 ]

(6)

P q
y,Re(1),Re(r)>0; YA; - Y¥B; <16

j—1 j=1
EA—EB —1S|H A1<H

j=1

p= q+:LA1—1,A —B COI’]j—l,Z,.‘., q,

(Eb —Ea +1]>0

j=1

1 LAL), LA
%xﬂ_l(y_x)r_le_sxp]pq{((abt B::LL))’W’(;Z’ p);l_Xj|dX _

i i F(1~+|<)(—5)/)k
K=0
@y, A1)

@psAp)(rl)
p+qu+1[(b By). . 2’ 1]

(b B o) (/1+r+k

P q
y,Re(A),Re(r)>0; YA; - YXB;<1L6

j=1 j=1

p q p q

SA; - YB;=1si [[(A)Y <TI(B)°®

j=1 j=1 =1 =1
p=d+LA; =L A,,,=B;conj=12..,q,

(i iaj+/l > 0.

Xy =x) @A @p A)
B0 ey [( B.) 10 By) ]dx_
oyt e r(p+krﬂ+k( zy )

Tp)L-2y) o k! \zy -

@y, A (@ps A (rD) i

P+11Pq+l[(bi,B) (bqp, qu,(r +ﬂ+k,1)’Wy]

(8)
Yy, Re(B), Re(r)>0;

b g p a
EAJ-—EBJ-<1;C') 2A; - XB;=L1si
=1 = j=1 j=1

<,

:n

[1(B)®
;Op=q+L A =LA, =B,
(AN

g
A
=Ty

1l
[y

==

q P
con j =J,2,...,q,Re(EbJ - Eaj+ﬁ]>05i
wy| =1

Dado que la funcion , ¥, es un caso especial
de la funcién H de Fox, los resultados (5)-(8) pue-
den también obtenerse como casos particulares
de ésta [18, p. 61, No. (5.2.2)].

3.2. Integrales dobles

Sea

I =[5 o x 21— x)F "ty 1 —y)H1—xy)’ x

w (@ A (@p Ap)

P4 (by, By),....(bg, By) ;C(l_x)mym(l—y)”]dxdy
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De la definicion de , ¥,(z) tenemos:

P
" HF(a + A K) ok
| = E J;l 'féyl+ﬁ+mk(l_y)v—l+nk x
“=O TIr(; + B k)
j=1
Jox (@ —x)P ™11 — xy)°dx dy

donde hemos intercambiado el orden de la inte-
gral y la suma. Evaluando la integral interna me-
diante la representacion integral de ,F,(z) resul-
ta:

P
Na; +AK)
“TA+D) S El Np+mk) c*
o ﬁ Mb, +B k) A+ pB8+1+mk)k!

I\
iy

fé y/l+ﬁ+mk(1 _ y)v+nk—1 X
SF (=0, A+ 1 A+ 41+ mk;y)dy.

Aplicando el siguiente resultado: [19, p.
849, No. (7.512.4)]

Jo X" HL=x)"" Fu(a, Byix)dx =
_ Ty + o —a = )
Iy +e—a)l(y + ¢=f)
Re(y) > 0,Re(g) > 0,Re(y + o—a — f)

para evaluar la integral tenemos:

—o

[IT@; +AK)

X

[[r(b; + B k)
1

Te
T

=T(1+1)

(B + mK)[(v + nk)[(B + 6 + v + mK + nk) c’
IMA+p+0+v+1+mk +nk)(f+v +mk +nk)Kk!

esto es,

XM= x) Ty Pl —yy - xy) x

lp|:(a11Al) S(@ps Ap)

o—=r
o—r

(b1, By),....(bg, Bg)
dxdy =I(1+1) ,, 3 W2 X

;e =x)" y””(l—y)”]><

(@, Aq),oees (ap,Ap),(,B,m),(v,n),(ﬁ+6+v,m+n) N
(b1, By), ..., (bq: Bg), (A+ B+ 0+ v+1m+n),(B+v,m+n)

9)

m,n, Re(4A+ 1), Re(B),Re(f+ d+v),Re(v) >0 ;
iAj - iBj <16 iAj - iBj =1si

j=1 j=1 =1 =1

q
[1(8,)°

j=1

ﬁ(A A
j=1

lel<

Mediante un procedimiento analogo se ob-
tienen los siguientes resultados:

JIX* Y1 - x —y) ™t x

X,y=0
X+y=<1
(Eil'/\l) ( p’ /\p )_ m..n
T[(bl, By),....(bg By) ;exMy" ldxdy =

@1, A1), -

@p:Ap). (4 m),(B,n)
=T(») p+2‘Pq+1[ (b4,B4), .. "By ' }

1 (bgBg), A+ f+v,m+n) *C
(10)

m,n, Re(4), Re(B), Re(v) > 0; Ep:Aj - }q:Bj <16

=1 =1
q
p q Hl(BJ')Bl
=1 si R
g,l 2:1 SI‘C‘< 5 .
H(Aj) !

@y, Ay, (@p, Ap) |
p“’{(bl.sl) by, By) CXTY [dxdly =
-t o w @1, A1), .o @py Ap). (A m).(Bin) ¢
a’pP P¥274) (by,By),...,(04 By) "a™p"

m,n, Re(a), Re(b), Re(4), Re(B) > 0 ;

P q
Jl§=:1Aj—ngBj+m+n <16

p q
YA = YB;+m+n=1si

=1 =1
q B.
o | O
]=
< .
‘aﬁ1b ‘ fi A Ain1n1nn
(A})

1
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ff A 1y/1E ax?-by?
°°°°X _ _ _ %
00

@A), @p Ap). _ 1
(03, B,), .., (bg, Bg) +¢ XY XY =57 Gz

ZR NS N
(bl'Bl) """ (b 'Bq) 22 2 2 ’\/E\/Ej|
(12)

¥

Re(a), Re(b), Re(1) > 0 ; iAj - }q:Bj <0;0

=1 =1

&l B

o ] e | J[Il(B,-),

A;—>B. =0 si <2 .

J§=:1 ! J§=:1 ! Vab| p(A_)Aj
j

21

4. Casos Particulares

En esta seccion se obtienen como casos
particulares de las integrales generalizadas men-
cionadas anteriormente las correspondientes in-
tegrales con las funciones hipergeométricas

p Fq(z) y ZRJT_(Z)

4.1. Integrales simples

i) Haciendo

Ai=A,=.=A,=LB =B,=.=B, =1

y usando (2) tenemos respectivamente de (5)-(8):

_ _ aq,ay, ..., a
B x Yy = x)? 1qu[bi,b22,...,bp ;—vvx}jx =

a,,a,,...,a,, A
= B(4 B)y*/ p+1':q+l[bll, S ;_Wy]

(13)

y,Re(4),Re(f)>0;p=<q; 6p =qg+1si
arg@+wy)| < 7; 6 p=q+1,

q p
Re(zbj - Eaj+ﬂ]>03i ~wy| =1
=1 j=1

a;,a,, ..., a X
=y —xY L E 152y ®p 1-— =
féx (Y =X) pFq b;,b,,...,b, y X

a;,a,,...,a,,r
=B(Zny"™ pﬂFqH[bi, bzz,. bp/l+ r ;1} (14)

- Mg

y,Re(A),Re(r)>0;p=<q;6p=q+1con
q p
Re(}‘,bj - Eaj+/1]>0.

==

a;,a,, ..., a X
iy — )Y le X E D21 %p 1-= —
Jox" My =x) e F, by, by, bg y X

= T(A+k)(-sy)®

A1
=Y 2 R v ok

ag,ay,...,a,,r _
p+1Fanlp by, by, A+r+k T (15)
y,Re(1),Re(r)>0;p=<q;6p=qg+1con
q P
Re(}‘,bj - Ya;+A|>0.
j=1 j=1
xr_l(y—x)ﬂ_1 ag,as...,a,
B0 say *Fal bubor. by WX X =
_ Y & T+ KN +K)( 2y |
N(p)A-2y)" &S T(r+B+k)k! (zy -1
ag,ay,...,a,,r _
pr1Far by, by, ... by, r + g+ K td (16)

Y, Re(B), Re(r) > 0O;
p=q+1si ‘arg(l—wy)‘< mT,0p=q+1]

arg(l-zy)| <7 p=<q; 6
q p

Rel Xb, - Ya;+p|>0sijwy| =1

=1 =1

ii)Parap=2q=2La, =a;a, =b;b, =c; A; =1
A, =1; B; =1; usando (1) y (3) en (5)-(8) resulta:

T3 x Hy = x)P R (a, by c;—wx)dx =
B(4, B)y**/™'sR5(a,b, A;c, A + B;-wy) 17

T ER, 7 > 0; y, Re(4), Re(B) > 0;
Re(c+ f —a —b)>O0si \—wy\ =1

—wy‘<];é

Rx* "y —x)™Ri(a,b;cl— g)dx =

B(4,r)y*"13R5(a,b,r;c, A +r3) (18)

T €ER,7>0;y, Re(l), Re(r) > 0;
Re(c+ 1 —a —b)>0.
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Tabla 1
De la ec. Valores particulares de los parametros Ref. del result. conocido
(5) p=2q=%a =a;a, =b;b, =c; 1, p. 19, No. (3.1)
A, =A;A,=B;B;, =C
(6) p=2q=2%La =a;a,=b;b, =c; 1, p. 22, No. (3.5)
A, =A;A,=B;B;, =C;r =c
(13) p=2qg=%a, =a;a,=b;b, =c 20, p.314, No. (2.21.1.4)
(14) p=2q=%a, =a;a, =b;b, =c;r =c 20, p.315, No. (2.21.1.11)
(15) p=2q=Ls=p;r=c; 20, p.320, No. (2.21.2.12)
a, =a;a, =b;b;, =c
(16) p=2q9g=%a, =a;a, =b;b, =c;r =c 20, p.316, No. (2.21.1.20)
(16) p=2qg=Lw=1/y;r =gc; 20, p.316, No. (2.21.1.22)

a, =a;a, =b;b;, =c

T x* Yy = x) e Ri(a,b;cl— g)dx =

wir—1py = DA+ K)(-sy)"
y ””20 T(A+r +K)k!

sR3(@,b,r;c, A+r1 + ki) (29)

T €N, > 0;y, Re(4), Re(r) > 0;
Re(A+c —a —b)>0.

Xr—l(y _ X)ﬂ—l
fo (1—xz)”

Yy & T(p+KINB+K) [ zy "X
[(p)A—-zy)’ =0 T(r + B+ K)k! \zy -1
sR5(@,b,r;c,r + g+ k;wy) (20)

JRi(a,b;c;wx)dx =

T €ER, 7> 0; y, Re(B), Re(r) > 0; |arg(1-zy)| < =;
Wyl <1;6Re(c+f-a—b)>0sijwy| =1

iii) Muchos otros casos particulares pueden
obtenerse de los resultados dados en la seccion 3,
algunos de ellos se indican en la Tabla 1.

4.2. Integrales dobles

i) Si en (9) se hace
Ay =A,=.=A, =3B, =B,=..=B; =]

m,n € Z*yse usa(2) se tiene el resultado dado en
la referencia [20, p. 379, No. (4.2.4.2)].

ii) Sien (11) y (12) se hace
A =A,=.=A, =1B, =B, =..=B; =1,

usando (2) se obtienen los resultados dados en
[20, p. 380, Nos. (4.2.4.5), (4.2.4.7)] respectiva-
mente.

iii) Si en (9) y (10) se hace

p=2q=%a, =a;a, =b;b; =c;
AL =LA, =1,B;,=1,C=r;

y usando (1) y (3) se tiene respectivamente:

o—pr

1
{ x 1= x)Py P —yy T - xy) x

zRi(a,b;c;r(l—x)’“y"a—yf)dxdy=r[§,+blc] *

v @),b,7),(B,m),(v,n),(B++v,m+n) .
5 3[(c,r),(/l+ﬁ+6+v +1,m +n),(B+v.m +n)'r]
(21)

7 €R, 7 >0; m,n, Re(1 +1), Re(p), Re(f + 6 +v),
Re(v)>0;r| <1

If x* P —x —yyP LRI (a, b;c;r xmy”)dxdy =
X, y=0
X+y=<1

(a,l),(b,'['),(l,m),(ﬂ,n) .r:| (22)

r(V)zl‘I’Z[(c,z),(“ B+v,m+n)’

7 €ER, 7 >0; m,n, Re(4), Re(B), Re(v) >0; r| <1
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