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Abstract

In 1980 Namias presented the Fourier transform of Fractional order as a generalization of the well
known Fourier transform, establishing the mathematic character of this with its set of theorems and prop-
erties. Initially he used it to solve problems with the harmonic oscillator quantum mechanics. Recently,
the Fourier Optics area has expanded with new contributions related to non conventional transformation,
the so called fractional ones. For example, it has been proposed the applications of fractional Fourier
transforms (FFT), for spatially variant filtering, characters recognition, encryption, water marks, imple-
mentation of neural networks, etc. In this work, we present a mathematic development of continuous frac-
tional Fourier transform. It is applied to optical systems coherent to the signal processing.
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Transformada fraccional de Fourier aplicado
a sistemas opticos coherentes

Resumen

En 1980 Namias presento la Transformada de Fourier de orden fraccional como una generalizacion
de la bien conocida Transformada de Fourier, estableciendo el caracter matematico de la misma junto con
un conjunto de teoremas y propiedades. Inicialmente la utilizo para resolver problemas con el oscilador
armonico mecanico cuantico. Recientemente en el area de la 6ptica de Fourier se ha extendido con nuevas
contribuciones relativas a transformadas no convencionales denominadas transformadas Fraccional. Se
han propuesto, por ejemplo, las aplicaciones de la transformada de Fourier fraccional (TFF) para filtrado
espacialmente variante, reconocimiento de caracteres, encriptacion de marcas de agua, implementacion
de redes neuronales, etc. En este trabajo se presenta un desarrollo matematico de la transformada Frac-
cional de Fourier continua aplicado a sistemas 6pticos coherente para el procesamiento de sefiales.

Palabras clave: Transformada fraccional de Fourier, Sistemas 6pticos, procesamiento de senales.

1. Introduccion tante como el objeto para una segunda superfi-
cie.

En general los lentes se emplean para for-
mar imagenes por medio de la refraccion en ins-
trumentos opticos, como camaras, microscopios,
telescopios, etc. El interés en conocer la ubica-
cién de la imagen de una lente radica en el hecho
de poder ser utilizada por una superficie refrac-

En este trabajo se consideran los sistemas
opticos coherentes, los cuales son sistemas li-
neales con distribuciéon de amplitud compleja en
donde las imagenes se forman en un plano ubica-
do detras de la lente positiva. Con ayuda del ope-
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rador Transformada Fraccional de Fourier (TFF)
y la matriz de transferencia de rayo (MTR) [1, 2] se
estudian detalladamente los principales siste-
mas opticos coherentes; utilizando el analisis de
la 6ptica ondulatoria y la aproximacion paraxial.

1.1. La transformada fraccional
de Fourier continua
La TFF de orden « es una operacion canoni-

ca lineal definida segun Ozatkas [3] por la inte-
gral:

f.) = [k, (uuw)fw)du. (1)

Con nucleo (ver ecuacion 2)
am
donde a = ?,\a\ <2

De la definicion se tiene que 3* y 3**2 co-

rresponde al operador identidad y al operador pa-
ridad respectivamente.

Para a =1, se tiene que V1 —icota =1y por
tanto

filw) = [e ™ f(w)duw), &)

donde (3) corresponde a la transformada de Fou-
rier estandar [3].

Ela de la ecuacion (2) sélo es argumento de
funciones trigonomeétricas, esto indica que la TFF
es periddica en a(a) con periodo 4 y a € (—2.2].
Algunas propiedades importantes de la TFF son
establecidas de la siguiente manera:

i. Linealidad

J¢ [clul(x) + 02u2[x]] = CI{S“ [ul(x)]} + CQ{S“ [u2(x)]}
ii. Aditividad del indice

YUy — YUt

N

iii. Reduccioén a la transformada de Fourier es-
tandar cuando a = 1.

1.2. La transformada fraccional
de Fourier en 2-D

La TFF en 2-D con 6rdenes a, para el eje xy
a, para el eje y, con 0 < ‘ax‘ <2y0< ‘ay‘ < 2res-

pectivamente, se define como [4]

%[ flx Yl y =

© oo

J I Ba, .o, (X y: X\ y) f(x, y)axay. @)

— 00—

donde Bax,ay (x,y;x,y) = B, (x, x’)Bay (y, y).

Las propiedades de la TFF en 2-D han sido
estudiadas en [4].

1.3. Matriz de transferencia de rayos

Unrayo paraxial es una seccion transversal
de un sistema optico, esta caracterizado por su
distancia x del eje optico y la pendiente x'. Si ésta
pendiente se asume pequena, el camino del rayo
a través de una estructura dada depende de las
propiedades 6pticas de la estructura y de las con-
diciones de entrada. En este caso la relacion en-
tre los parametros de entrada y salida esta dada
por [1]:

(ii) = (é [B))(z) 5)

La matriz ABCD es llamada la Matriz de
Transferencia de Rayos y su determinante gene-
ralmente es la unidad. La relacion (5) permite ob-
tener la caracterizacion total de un sistema 6pti-
co si se conocen sus elementos basicos tales
como lentes, espejos u espacios libres lo cual es
en esencia la caracteristica de cualquier sistema
optico.

1.4. La transformada fraccional
de Fourier y la formula de Collins

La férmula de Collins [5], permite encontrar
la distribucion de amplitud compleja entre dos
superficies planas cuando entre ellas existe un
sistema 6ptico cuya matriz de transferencia de

Vvl—icota exp[i:r(cotocu2 —2cscauu’+ cot au’z] sia #2i

K, (u,u) =1d(u —u)
(u—u)

sia = 4i (2)
sia=4ix2
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rayos es conocida y por tanto caracterizada por
sus elementos componentes; de tal forma que
esta situacion fisica queda expresada correcta
matematicamente como:

AB
= [iwAE*+n?)

Jesp ( - ]
( 2m[u§+ wy)

. . 2 2
Ujlu,v) = /171 xp(mD(u +v ))x

I
Ual&mdsdy  (6)

(6) relaciona la distribucion de amplitud
compleja entre los planos de entradaU (&, 7) y de
salidaU 4 (u, v) de sistemas 6pticos caracterizados
por su matriz de transferencia de rayos (MTR). En
esta situacion particular los elementos del siste-
ma o6ptico son incorporados a la expresion (6) o
formula de Collins a través de los elementos de la
matriz de transferencia de rayos ABYy D.

Una observacion detallada de la forma ma-
tematica de la expresion (6) permite plantear la
posibilidad de reescribir la formula de Collins en
términos de la transformada de Fourier de orden
fraccional bidimensional, ver ecuacion (4). Para
ello se ha de considerar ya no una iluminacion
con onda plana monocromatica sino con onda es-
férica; para la descripcion adecuada de esta nue-
va situacion fisica se considera ahora la distribu-
cién de amplitud complejaU (&, 1) en el plano de
entrada al sistema o6ptico, la cual ahora se en-

R
cuentra sobre una superficie de radio Kl >0

(onda esférica convergente). Multiplicando ade-
cuadamente la ecuacion integral de Collins por
este factor de curvatura de fase, se encuentra
una relacién que se denomina operador transfor-
mada fraccional de Fourier expresado de la si-
guiente forma:

Up(u, V) =
2 sin a 2 B cos?a in(u? +v?)
aB  PB ( B) pl
AB|T-—-
R,
(T o

exp(—1(2 - a))d [UA(E, 77)]. (7)
donde

S uaEn] =

(m
exl’[‘(z N “ﬂ (—i(u2 + v2)]
exp X

2w sin a 2tana
e —i(&%+ n?) (i(u§+ V’?))
_{o_f weXp( 2tana exp sina
x Uy (&, m)dEdy. (8)

La ecuacion (8) indica que la formula inte-
gral de Collins puede ser escrita como una trans-
formada fraccional de Fourier, utilizando la defi-
nicién presentada por Namias. Fisicamente esto
significa que se ha introducido una curvatura de
fase tanto en el plano de entrada como en el de
salida, es decir con la utilizacion de la transfor-
mada fraccional de Fourier se ha encontrado una
nueva expresion de Collins que permite encon-
trar la distribucion de amplitud compleja sobre
superficies esféricas en sistemas opticos cohe-
rentes cuando se conoce la matriz caracteristica
de transferencia de rayos del sistema optico y la
distribucion de amplitud compleja de entrada se
encuentra también sobre una superficie esférica;
esto posibilita estudiar sistema 6pticos coheren-
tes en aproximacion metaxial, desbordando de
esa forma el enfoque clasico puramente paraxial.

2. Resultado Experimental

Como una aplicacion del resultado obteni-
do se propone estudiar un experimento clasico de
la o6ptica conocido como el interferograma de
Young, el cual permite estudiar fenémenos tales
como la coherencia; para ello se asumen pares de
orificios en el plano de entrada del sistema 6ptico
el cual esta constituido simplemente por una len-
te convergente, de tal forma que se desea obtener
la distribucion de amplitud compleja en la super-
ficie de salida la cual se encuentra a la distancia
de Fresnel en contraposicion al tratamiento cla-
sico que utiliza distancias de Fraunhofer; este
nuevo enfoque permite la generalizacion del in-
terferograma clasico de Young introduciendo el
concepto de interferograma fraccional de Young.
Para la implementacion analitica y experimental
de esta situacion fisica se utiliza el montaje cano6-
nico de Lohmann de tipo I, aqui la distancia entre
el plano complejo de entrada U,(&,#) y el plano
complejo de salidaU p(u, v) estan ubicados de ma-
nera equidistante a una lente que se encuentra
entre ellos, como muestra la Figura 1.
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Figura 1. Interferograma fraccional de Young.

Cuando los planos de entada y salida estan
a la distancia focal de la lente, se tiene la trans-
formacion estandar de Fourier. Ahora, si estas
distancias se controlan adecuadamente, es decir
moviendo los planos de tal manera que sean
equivalentes con la lente, se tendra entonces una
transformacion fraccional de Fourier.

Los resultados experimentales presentados
en este articulo se obtuvieron con su montaje
Lohmann tipo I con las siguientes parametros y
variables fisicas:

Una lente convergente con distancia focal
200mm, el orden fraccional considerado es «
0.8, y la distancia d = 16mm.

El montaje 6ptico experimental utiliza un
laser de Helio-Neon con longitud de onda de
632,8 nm, y potencia de 5mW. El objeto de difrac-
cion con 4 orificios simétricamente espaciados,
fue disenado sobre un acetato o transparencia
convirtiéndose por consiguiente en el objeto de
transmitancia. El patron de difraccion, que co-
rresponde al moédulo de la distribucion de ampli-
tud compleja de salida o intensidad obtenido so-
bre la superficie de salida se muestra en la Figu-
ra 1.

Si se considera la configuraciéon mostrada
enla Figura 1, y se utiliza el resultado encontrado
en la ecuacion (7), la cual establece una relacion
de transformada fraccional entre las distribucio-
nes de amplitud compleja del plano donde se en-
cuentran los orificios (separados por una distan-
cia d sobre cada eje) y el plano de observacion. La
MTR de este sistema esta dada por:

2

A, &
m=| /S ©)

—_ 1_7

5T

con estas consideraciones, el factor de fase en (7)
se hace 1. Al sustituir Bde (9) se obtiene la expre-
sion para ondas planas:

2 sin a
d2
ill2d — —
( I

Up(u, V) =

)exp(—i(;’ —a))%“ [,

(10)
donde d = 2 f sin? %.

En la situacion particular cuando se ilumi-
na el emisor con una onda plana y luego se obtie-
ne una transformada de Fourier de orden fraccio-
nal sobre una superficie detectora plana se debe
cumplir

-

Luego A - D =cosaentoncesA = D =cosa,
lo cual significa que si los elementos de la matriz
de transferencia de rayos son conocidos la condi-
cion del sistema o6ptico para la cual la transfor-
mada de Fourier de orden fraccional se convierte
en una poderosa y compacta formulacion para el
estudio de la propagacion de ondas en un siste-
ma optico cuya matriz de rayos es conocida.

Se observa que la relacion (8) corresponde
al montaje canénico de Lohmann tipo I [6]; si se
considera que la distribucion de amplitud com-
pleja producida por el objeto de difraccion puede
ser representada por:

Uusléy) = A[é(f - %) + 6(5 + ;ﬂ x

L L
[6(17 - 5) + 6(17 + 2)]d(§)d(h]. (11)

teniendo en cuenta que

offert -2l

2

exp{—;.cota(§2+ L;L]i igécsca} (12)

Rev. Téc. Ing. Univ. Zulia. Vol. 33, No. 3, 2010



276

Jiménez Ruiz y col.

Y que

wfi-s]
o8] = Wexp[—égzcota]. (13)

Usando (12) y (13) y aplicando (8) a (11) se
obtiene:

3 [UA(&’?]] =

exp|—i(r —2a) —i L?
%exp(;cot a)(2§2 + 2%+ 2]

L L
COSEECSCOZCOSEHCSCCI. (14)

Debido al escalamiento respectivo de la am-
plitud compleja de salida debido al montaje 6pti-
co, Figura 1. Introduciendo parametros de escala
en la distribucién de amplitud compleja [6].

. u v
Haciendo x = Ll A ——
2Af sin? B} 2.f sin? 2
en (14) se tiene:
2 sin a Lu

Up(u, V) = csca

2 Y
. 92 3 -
- A(Qd - f) 4Af sin )

Ly (7
*cos| ——__-csca e exp(—Sl(z - a))
4Af sin? B}

exp (_i cot ) u? + v + L*
cota =
2 222 f2sin* g 222 f2sin* % 2

(15)

3. Simulacién digital

Con la ayuda de una rutina computacional
en la plataforma matematica Matlab se obtuvo
una simulacion digital de la transformada frac-
cional de orden con los resultados mostrado en
las Figuras 2-5, en la cual se observa efectiva-
mente que existe una modulacion en la separa-
cion entre franjas por el factor obtenido en la
ecuacion (15), el cual indica que la separacion de
los cuadros es una funcion del orden fraccional
observado. Alcanzando el valor maximo de sepa-

racion en a = 5 Transformada de Fourier estan-

dar, Figuras 2y 3.

4. Conclusiones

Se ha probado de manera clara y sencilla
como se puede introducir la transformacion frac-
cional de Fourier en el campo del analisis y proce-
samiento de imagenes, asi como sus potenciali-
dades. Es importante recalcar el valor que ha te-
nido el auge de estos topicos en la medida que
grandes volumenes de aplicaciones con esta nue-
va herramienta han suscitado. El propdésito de
este articulo no fue otro distinto al de aplicar la
transformada fraccional de Fourier en la solu-

Figura 2. Transformada estandar.

Figura 3. Transformada estandar en 3-D.
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Figura 4. TFF de orden 0.8.

Figura 5. TFF de orden 0.2.

cion de problemas opticos coherentes y en parti-
cular resolver un problema clasico de la 6ptica
como es el caso del interferograma de Young, tra-
tamiento nuevo con el cual se introduce una mo-
dulacion en el patron de franjas obtenido conven-
cionalmente y que corresponde al efecto de intro-
ducir el orden de la transformacion fraccional de
Fourier.
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